Chapitre II

Intégrale généralisée
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Dans ce chapitre, K désigne le corps R ou C; les intervalles considérés sont supposés d’intérieur non
vide et a désigne un nombre réel.

Partie A

Intégrale généralisée sur [a, +00]

1. Généralités
a. Définitions et exemples

Définition 1.) Intégrale convergente

Soit f € Cpm([a, +oo, K).
—+oo —+oo
Si la limite hm / f existe et est finie, on note / f ou encore / f(t) dt cette quantité,

/:mf( o= tm_ [ 50

+oo
Dans ce cas, on dit que / f converge.

. a
1.e. :

a

+oo
Dans le cas contraire, on dit que / f diverge.
a

Proposition-Notation 1.

“+o0
Soit f € C([a, +oo[,K) et F une primitive de f. L’intégrale / f converge si, et seulement si
a
F admet une limite finie en +o0o. Dans ce cas, on a :

+oo
[ s = tim F@) - Pla) = PO
a ——

T—r+00
notation

D’apres le théoréeme fondamental de 1’analyse, on a, pour tout x € [a, +o0] :

| 10t =r@ - @

400
Donc l'intégrale f converge si, et seulement si, x — f; f(t)dt admet une limite finie en

a
400 si, et seulement si, F' admet une limite finie en +oo.



Dans ce cas, on a :

+oo T
/ f@®)dt = lim / f@)dt= lim (F(z)— F(a))= lim F(x)— F(a).

x—+00 xr— 400 xr— 400

Exemple 1.
—+oo —+oo 1
1. Soit a > 0. Alors / e~ dt converge et on a / e~ dt = —
0 0 @

+oo
2. L’intégrale / cos(t) dt diverge.
0

En effet, pour z € R, fom cos(t) dt = sin(x) ; or sin ne posséde pas de limite quand
tend vers +oo.

Exercice 1.

Discuter de la convergence des intégrales suivantes et en cas de convergence, déterminer la valeur

de l'intégrale :
“+oo 1 “+oo “+o0 1
/ —dt / te' dt / In{1+ = | dt.
0 1+1¢2 0 1 t2

1. La fonction f :t — 1-&-% est continue sur I = [0, +o0o[ et F' = arctan est une primitive de f

sur /. De plus, F' admet 5 comme limite en +oco donc f0+oo

e dt converge et on a :

o0 1 P
/0 e dt = [arctan(t)], =

™

5"

2. La fonction f : ¢~ te' est continue sur I = [0, +oo[ et F : ¢+ (t — 1)e’ est une primitive
de f sur I (on peut retrouver cette primitive, sans connaissance du résultat a priori, par
une intégration par parties par exemple). De plus, F' admet +o0o0 comme limite en +oco donc

—+oo t .
Jo  te' dt diverge.

3. La fonction f : ¢t — In (1 + t%) est continue sur I = [1,+o0o[. De plus, par une intégration



par paties, on trouve :

1 =
/f(t)dt = t1n<1+ﬁ)—/tljr - dt

t2

1 1
I (=g e e
n( +t2)+ /1+t2

/f(t) dt = tln (1 + ;2) + 2arctan(t).

Par suite, F' : t — tln (1 + t%) + 2arctan(t) est une primitive de f sur I et comme
In(l+3), ~
t—+o0

o ™

Ainsi, f1+°° In (14 %) dt converge et comme F(1) =In(2) + %, on a :
o0 1
/ In (1+t2) dt = [F(t)]{* =7 — (ln(?)—l—%) _ —In(2).
1

Exercice 2.

1. Donner un exemple de fonction f : [1,+o0o[— Ry continue telle que lim; 4o f(£) = 0 et

+oo
telle que / f diverge.
1

2. Donner un exemple de fonction f : Ry — R, continue telle que f n’est pas bornée et telle
+oo
que / f converge.
1

1
1. On peut considérer la fonction f: ¢ — = En effet, on a lim;_, 4o f(t) =0 et

T
/1 £(£)dt = (o)} = In(z) —— +oo.
2. On peut considérer la fonction f : Ry — R, définie par :
— pour n € Nx, f est affine sur :

e l'intervalle [n — &, n] avec f(n— &) =0et f(n) =2";

e l'intervalle [n,n + ] avec f(n) =2" et f(n+ ) =0;
1 1
— f(t) = 0 pour tout t € Ry ~\ U [n—4—n,n+4—n].

neN*
Alors f est continue et non bornée sur R,. De plus, on a, pour n € N* :

n+ﬁf 1
/ Ft)dt = =

— o



Ona,pourm€R+etn€N*telquen+4%>x:

Ainsi la fonction F : xz foz f(t)dt est majorée sur Ry et, de plus, la fonction f étant
positive, la fonction F' est croissante sur Ry. Il en résulte que F' admet une limite finie en

“+oo
+oo (on peut montrer simplement que la limite est bien 1) et donc / f converge.
0

b. Intégrales de Riemann en +oo

Proposition 2. | [ntégrale de Riemann en +oo

+oo 1
Soit a € R. Alors / o dt converge si, et seulement si, a > 1.
1

+oo
Pour a = 1, . dt diverge. En effet, une primitive de ¢ — % sur [1,4o0[ est la fonction In

1
qui admet pour limite +o00 en +oo.

Pour o # 1, on a :

/xl [ 1 r_ 1 1 m—i—oo sia<1;
1 ( jtet (

—dt= -
te 11—« l-—a)ze ! 1-a sia>1.

r—+o0o o —
+oo 1 +oo 1
Ainsi, si a > 1, / F dt converge et si a < 1 / = dt diverge.
1 1

—+o0
Conclusion : / — dt converge si, et seulement si, « > 1; et dans le cas @ > 1, on a
1

ta
+oo
1 1
TS
1 te a—1

c. Propriétés de l’intégrale généralisée sur [a, +00[



Proposition 3.| Relation de Chasles

—+oo
Soit f € Cpm([a, +oo[,K) et b € [a,+o00[. Alors 'intégrale / f est convergente si, et seule-

a

—+oo
ment si, / f est convergente. Dans ce cas, on a :
b

/;OO Ft)dt = /abf(t) dt + /:OO F(t)dt.

Soit f € Cpm([a, +oo[,K) et b € [a,+o00[. Comme f est continue par morceaux sur [a,+oo[ et

donc [a, b], ff f(t) dt est bien définie et on a, pour tout = € [a, +00[, d’apres la relation de Chasles
(pour les intégrales sur un segment) :

/axf(t)dt:/abf(t)dt—i—/bwf(t)dt

Ainsi, f:_oo f converge si, et seulement si, la fonction x — fz f(t)dt admet une limite finie en

400, si et seulement si, x +— fbx f(t) dt admet une limite finie en 400, si et seulement si, fb+oo f
converge.
Dans ce cas, on a :

r—r+00

im_ (/abf(t) dt—i—/bzf(t) dt)

/ "f@ydir tm [ fe)ds

Tr——+00 b

/abf(t) dt + /bm F(t)dt.

/a+oof(t)dt = lim [f(t)dt

Proposition 4. | Linéarité de intégrale généralisée

+oo +oo
Soit f,g € Cpm([a,+00[,K) et A, u € K. Si les intégrales / /et / g convergent, alors

+oo
lintégrale / (Af + pg) converge et on a :
a

+00 +oo +o0
/ (Af + 1g) (t)dtZA/ f(t)dt+u/ g(t)dt.



Soit f,g € Cpm([a, +o0[,K) et A\, u € K. Pour tout z € [a, +oo[, on a, par linéarité de I'intégrale

sur un segment :
x

[ Os+ug@a=x [ sa+n [ gwa

Par suite, si les fonctions « — [ f(t)dt et  +— [ g(t) dt admettent des limites finies en +oo,
alors [7 (Af + pg) (t) dt admet une limite finie en +oc0. Dans ce cas :

x

+oo
[ orvm@a = tm [ 07+ @

r—r—+00 a

= mEToo (/\/azf(t)dt+ﬂ/azg(t)dt)

= ) lim / f@)dt+ u ET / g(t)dt

xr——+00

- /\/a+oof(t)dt+u/a+oog(t)dt.

Exercice 3.

Déduire de la proposition précédente que ’ensemble des fonctions f continues par morceaux telles

+00 Foo
que / f converge est un espace vectoriel sur K. Que dire de 'application f +— / f?
a a

D’apres la proposition pécédente, ensemble E = {f € Cp,([a, +o0o[,K) | f;—oo f converge} est
stable par combinaison linéaire; de plus, la fonction nulle appartient a E donc E est un sous-
espace vectoriel de Cy, ([a, +00[, K) : ainsi E est un espace vectoriel sur K.

+oo
Toujours d’apres la proposition précédente, on conclut que f +— / f est une forme linéaire
a

sur .

Proposition 5. Positivité et croissance

+oo +oo
Soit f,g € Cpm([a, +00[,R) telles que / f et / g convergent.

a

“+ oo
— Si f est positive (i.e. pour tout ¢ € [a,+o00[, f(t) > 0), alors / f(®)dt > 0.

sar< | g

+oo
— Si f < g (i.e. pour tout t € [a, +oo[, f(t) < g(t)), alors /

a



— On suppose f positive. Alors, par positivité de l'intégrale sur un segment, pour tout
x € la+oo[, [ f(t)dt > 0. Par passage & la limite, on obtient donc que fa+°° f(t)dt > 0.

— Si f < g, alors h = g— f > 0. De plus, par combinaison linéaire, f:m h converge donc
[ @) dt>o.
~—~
g(t)—f(t)
Ainsi, f +oe f et f +C>Og étant convergentes, par linéarité de lintégrale généralisée,

[ fydt < [0 g(t) dt.
O

(Théoréme 1)

—+o0
Soit f € C([a,+oo[,R) une fonction continue et positive sur [a, +oo[. Alors / f)dt=0

si, et seulement si, f = 0.

Proposition 6. Dérivation

—+oo
Soit f € C([a,+oc[,R) une fonction continue sur [a, +oo[ telle que / f converge. Alors
+oo[— R définie par : ¢

gp:x»—>/+oof(t)dt

est de classe C' sur [a,+oo[ et on a ¢/ = —f.

Papplication de ¢ : [a,

2. Intégrale généralisée de fonctions positives

Proposition 7.

Soit f € Cpm([a, +o00[, R) une fonction positive.

—+oo
— L’intégrale / f converge si, et seulement si, la fonction F' : = +— / f(t)dt est

majorée sur [a,4+0o[. Dans ce cas, on a :

JRECEEE U

+o0 z
f diverge si, et seulement si, lim / f(t)dt = 4o0.
T—+00 a

— L’intégrale /

a



,(Théoréme 2.) Comparaison

Soit f,g € Cpm([a, +oo[,R) des fonctions positives.

i) On suppose qu’il existe A > a tel que, pour tout t > A, f(t) < g(t).
—+o0 —+oo
— Si / g converge, alors / f converge.
a a

“+o00 —+o00
— Si / f diverge, alors / g diverge.
a a

400 “+o0
ii) On suppose f = 0(g) (ou f = o(g)) en +oo. Si / g converge, alors / f converge.
a a

—+oo —+oo
iii) On suppose f ~ g. Alors / fet / g sont de méme nature.
x o0 a a

-+

Exercice 4.

Etudier la convergence des intégrales suivantes :

+o0 o
t*+1
1. /0 3tﬁ+5dt pour «, B € R;.

+o0
2. / t*e~tdt pour o € R.
1

o0 1
3. ——dt R.
/2 o (In(t))? pour o, 8 €

1. Soit f:t+— ;;344'_15. Alors f est définie (car 3t° +5 > 0 pour tout ¢ > 0), continue et positive
sur R, comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas sur
Ry etona:

t*+1 t™ 1

3tB+ 5 ttoo 318 3tB—<

+oo 1
Or, d’apres le critere de Riemann en 40, / o dt converge si, et seulement si, f—a >
1
1.

+oo >+ 1
Par suite, ————— dt converge si, et seulement si, 5 —a > 1.
/1 3t8 1 5 . p

L
De plus, f étant continue sur [0, 1], / ———— dt converge et donc :
0 3tP+5

/+oo >4+ 1 i - ! i /+oo |
converge s1, €t seulement Si,

o 3tP+5 8 . 3tP+5

B—a>1.

dt converge si, et seulement si,

2. Soit f : t — t% . Alors f est définie, continue et positive sur [1,+oc[ et on a, par
croissances comparées :

2 _ 424 —t



1
donc f(t) = % <t2> ; or, d’apres le critere de Riemann en +oo, ffLOO t% dt converge,

donc, par comparaison :

+o0o
pour tout a > 0, / t¥e~tdt converge.
1

. Soit a,8 € R. On pose f : t — W. Alors f est définie, continue et positive sur
[2, 4+00].
— lercas:a>1.
On pose a = “TH et ainsi &« > a > 1. Alors o« —a > 0 et donc, par croissances comparées
lorsque 8 < 0 et par produit de limites lorsque 8 > 0 :

a 1 —B

t“f(t) = In(t)™” —— 0

o te—a n—+00

donc f(t) =0 <t1a> en +oo.

N TN . +oo
Or, d’apres le critere de Riemann en +o0o, comme a > 1, f2 t% dt converge, donc, par

comparaison, f;oo f(t)dt converge.

— 2eme cas : o < 1.
Si B <0, pour tout t > e, on a In(t)~# > 1 donc, pour tout ¢t > e :

1

12 .

Or, d’apres le critere de Riemann en +oo, comme « < 1, fjoo t% dt diverge, donc, par
comparaison, f:oo f(t)dt diverge et ainsi, f;oo f(t)dt diverge.

. 7’ B
On suppose S > 0. Comme pour tout a > 0, par croissances comparées, % T 0,
— 00

In(t)”
ta

il existe tg > 1 tel que, pour tout t > g, <1 et donc, pour tout t > tg :

11
In(t)8 = te

On pose a = I_TO‘ Alors a+a = H'T‘X < 1let a> 0, donc il existe ty > 1 tel que, pour

tout t > ¢y :
toln(t)P = tota

ft)

Or, d’apres le critere de Riemann en +o0o, comme a + a < 1, ft;roo ta% dt diverge, et
donc, par comparaison, ft:m f(t)dt diverge et ainsi, f;oo f(t)dt diverge.

— 3deme cas : a = 1.
Pour tout t > 2,

d 1 :
1 G A m@rT S8 71
<4 In(In(t)) sif=1

10



Par suite, pour x > 2 :

(1ig) (In(z)' =% —In(2)'~#) P +o0 sif<1
/“ f(t)dt = { In(In(z)) — In(In(2)) PR +00 sipg=1
2

1 1 1 1 .
71 (@ ~ merT) S5 Gonm@rT S >1

Donc, par définition, f;oo f(t)dt converge si, et seulement si, 5 > 1.

Conclusion : on a donc : f;oo f(t) dt converge si, et seulement si, & > 1 ou (aw = 1 et

g>1).

3. Intégrabilité

Définition 2. Intégrabilité

+oo
Soit f € Cpm([a,+oo[,R). On dit que f est intégrable sur [a,+o00[ ou que / f est abso-

a

+oo
lument convergente si 'intégrale / |f| est convergente.
a

(Théoreme 3.)

“+ o0
Soit f € Cpm([a, +00[,R). Si f est intégrable sur [a, 4+o00], alors / f converge.

a

On suppose que f est intégrable sur [a,4o0o[. On note fi = max(f,0) qui est continue par
morceaux et positive sur [a,4+o0o[ et f_ = min(f,0) qui est continue par morceaux et négative
sur [a,4oo[. Alors f = fy + f—, |f| = f+ — f— et de plus :

0< fr <|flet0<—f_ <|f|

Par suite, comme f:oo |f| converge et fi,—f_ sont positives, par comparaison, fjoo f+ et

f;oo —f— convergent. Ainsi, comme f = fy + (—1)(—f_), par combinaison linéaire, fa+°°f

converge.

Exercice 5.

+oo :
tsin(t
Déterminer la nature de / A dt.

1 sh(t)

11



La fonction f : ¢ +— i/s%% est continue sur [1,4o00[ et on a, pour tout ¢ € [1, 400 :
S

tsin(t) | t|sin(t)] t N i 1
sh(t)|  /sh(?®) = \/sh(t) t=+oo & oo (t?)

Or, d’apres le critére de Riemann en +oo (2 > 1), f1+oo t% dt converge, donc par comparaison,
1+O° |f(t)| dt converge i.e. f est intégrable sur [1, +oo].
Il en résulte que f1+°° f(t) dt converge.

12



Partie B

Intégration sur un intervalle quelconque

Dans cette partie, a,b désignent des réels tels que a < b.

1. Intégrale généralisée sur | — oo, d]

Définition 3.| Intégrale convergente sur | — oo, a)

Soit f € Cpm(] — 00, a],K).
Si la limite lim / f existe et est finie, on note / f ou encore / f(t) dt cette quantité,

T—r—00

€T — 00

ie. :

| swa= i [ s

r—r—00
a
Dans ce cas, on dit que / f converge.
—00

a
Dans le cas contraire, on dit que / f diverge.
—0o0

Remarque 1.

—+oo
Les propriétés de l'intégrale / sont analogues a celle de 'intégrale / et on les démontre

— 00 a

a

sans difficulté en remarquant qu'en posant f : t — f (—t), on obtient les propriétés suivantes :
— si f € Cpn] ,a],K) alors f € Cpm([—a, +00],K);
— les intégrales / f et / f sont de méme nature;
“+o00

— en cas de convergence, / f@)det = / f(t)de.
—0o0

—a

Exercice 6.
0

Soit a € R. Etudier la convergence de l'intégrale / e dt en fonction de a.

— 00

13



Soit a € R. Considérons f : t — e*. Alors

F'?f»—){e‘l; sia#0

t sia=0

est une primitive de f sur R et donc sur | — 00,0]. Or F admet une limite finie en —co si, et

. 0 . .
seulement si, a > 0. Donc f_oo e“t dt converge si, et seulement si, « > 0. Et dans ce cas,

0 at]0 a0 at
1
/ et dt = {e ] & _ im -2,

— 00 a | _ o (0% t——oc0 %

Remarque : on aurait également pu utiliser la remarque précédente en remarquant que g : t —
e~ = f(—t) est intégrable sur [0, +oo[ si, et seulement si, o > 0.

2. Intégrale généralisée sur |a,b| ou [a,b]

Définition 4. | Intégrale convergente sur [a,b]

Soit f € Cpm([a, b, K).

b b
Si la limite lirri f existe et est finie, on note / f ou encore / f(t)dt cette quantité, i.e. :
= a a a

/abf(t) dt = lim /z F(4) .

b
Dans ce cas, on dit que / f converge.
a

b
Dans le cas contraire, on dit que / f diverge.
a

Définition 5. Intégrabilité

b
Soit f € Cpm(]a,b],R). On dit que f est intégrable sur ]a,b] ou que / f est absolument

b
convergente si l'intégrale / |f| est convergente.
a

Remarque 2.

On définit de maniére analogue I'intégrale sur un intervalle du type ]a, b].

Tous les résultats de la partie concernant 'intégrale sur [?,+oo[ sont transposables aux cas
des intégrales sur ]a,b] et sur [a, b[; citons notamment les propriétés de comparaison et le

théoreme ”intrégrabilité d’une fonction implique convergence de l'intégrale de cette fonction”
reproduit ci-apres.

14



Théoréme 4.

b
Soit f € Cpm([a,b,R). Si f est intégrable sur [a, b[, alors / f converge.

La démonstration est analogue au cas [a, +0oo[ en remplacant simplement +o0o par b. O

Exemple 2.
1 1
— L’intégrale / In(t) dt converge et / In(t)dt = —1
0 0

1
1
— L’intégrale / ;dt diverge
0

Proposition 8. [ntégrales de Riemann

— di convergent si, et seulement si, a < 1.

b b
Soit a € R. Les intégrales / _ dt et / 1
a (b - t)a a (t - a’)

b
1
On traite la nature de / ——dt:
a (t_a>a
e Sia=1,poura<zx<b ona:

z—at

/b ﬁ dt = [In(t — a)]Z, =In(b—a) — In(z — @) — +00

b
1
donc / —— dt diverge.
. t—a

e Sia#1,ona,poura<xz<b:

v 1
/w o = ot _at),

1 1
T (1—-a)b—a)>! B (1—a)(z—a)>!
b 1 ia<l1
si a :
/ S a0t (1—a)(b—a)*1 ’
z (t—a)® —— 400 sia> 1.
z—0Tt
|
Il en résulte que / ﬁ dt converge si, et seulement si, a < 1. O
a —a)®

15



Corollaire 1. Intégrale de Riemann en 0

1
1
Soit o € R. Les intégrales / o dt converge si, et seulement si, o < 1.
0

On applique la proposition précédente (deuxieéme intégrale) pour a =0 et b = 1.
Voici tout de méme la démonstration directe pour une potentielle question de colle :) :

e Sia=1,pour0<z<1,ona:

/ 1 %dt = [In(t)]} = —In(z) —— +o0

z—0t

1
1
donc / — dt diverge.
O t
e Sia#1l,ona,pour0<z<1:
1

1 1 —_— sia < 1;
ldt:{ 1 } = L 1 z—0t 1 —a
z t* I-ajet], 1-a (Q-az*' | 40 sia> 1.
z—0t
ol
Il en résulte que / = dt converge si, et seulement si, o < 1. O
0

Proposition 9.

Soit f € Cpm([a, b, K).
— Si f est bornée sur [a, b, alors f est intégrable sur [a, b].
— Si f est prolongeable par continuité en b i.e. si f admet une limite finie en b, alors f est
intégrable sur [a, b].

Soit f € Cpm([a,b],K).
— On suppose f bornée sur [a,b]. Alors il existe M € R, tel que pour tout t € la,b],
|f(#)] < M. Or, la fonction constante en M sur [a, b[ est d’intégrale convergente, donc par

comparaison (d’integrales de fonctions positives!), f; |f(¢)| dt converge i.e. f est intégrable
sur [a, bl.

— On remarque qu’une fonction f continue par morceaux sur [a, b[ et prolongeable par conti-
nuité en b est la restriction d’une fonction g continue par morceaux sur [a,b]. Or, toute
fonction continue par morceaux sur un segment est bornée sur ce segment (FEzercice :
prouver cette affirmation ; puis trouwver un exemple de fonction continue par morceauz sur [0, 1]
qui n'est pas bornée), donc f est bornée sur [a, b] comme restriction d’une fonction bornée.
Ainsi, d’apres le cas précédent, f est intégrable sur [a, b].

O

16



Exercice 7.

Etudier la nature des intégrales suivantes :

b 'n(1 | o
/ L /udt /sin(f)dt /Tdt.
0o tz 41 0 tVt 0 t o elmt—1

+3
1. Aucun souci : la fonction ¢t — T est continue sur le segment [0, 1] donc intégrable sur
3+
ce segment ! Ainsi, I'intégrale converge.

In(1+1t)

tv/t

2. La fonction f : ¢t est continue sur ]0, 1]. Etudions f au voisinage de 0. On a :
In(1 +¢) t 1
== o =
WVt =0ttt

) N RN g 1 1 1 . g
Or, d’apres le critéere de Riemann en 0, fo 7 dt converge car 5 < 1; donc par comparaison

1 1
Jo 1f@)dt = [ |f(t)]dt converge.
3. Comme la fonction |sin | est bornée par 1 sur R, la fonction ¢ — |sin({)| est bornée sur 1 sur

]0,1]. Or la fonction constante en 1 est d’intégrale convergente sur |0, 1] d’ott fol |sin(})| dt

1. o Ao g ) o
converge et donc fo s1n(%) dt converge. (On pouvait bien-str faire directement appel a la
proposition précédente, mais ¢ca ne cotte pas trés cher de refaire ce raisonnement & chaque

fois!).
4. La fonction f : ¢t~ el%_l est positive et continue sur [0, 1.

Etudions f pour ¢ au voisinage de 1~. On a le développement limité & Pordre 1 de la fonction
exp suivant :

e =1+u+ o (u?). Ainsi, en prenant u = 1 —t —— 0, on obtient :
u—0 t—1—

=14 (-4 o ((1-1?)

t—1

Ainsi,
1 1 1

fO=G==3= (1-t)+ o ((1-1)?) o1 1t

Or, d’apres le critere de Riemann en 1, fol i dt diverge car 1 > 1; donc par comparaison
fol f(t)dt diverge.

3. Intégration sur un intervalle ouvert

Dans ce paragraphe a, b peuvent étre égaux a —oo et +00 respectivement et on s’intéresse aux intégrales
sur lintervalle ouvert ]a, b|.
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Définition 6. Intégrale convergente sur |a, b

Soit f € Cpm(Ja, b, K).
b
S’il existe ¢ €]a, b] tel que / f et / f convergent, alors on note / f ou encore / ft)dt la

/fdt/fdt+/f

Dans ce cas, on dit que l'intégrale / f converge.

quantité :

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale / f diverge.
a

Proposition 10.

Soit f € Cpm(Ja, b, K / f converge, alors, pour tout ¢ €]a, b| / f et / f convergent et
ona:
/ £t dt = / Ft)dt + / £(t)

Notation 1.

Soit F' € C(]a,b[,K). On note

[F(¢ )} = lim F(t) — lim F(¢)

t—b t—a

lorsque ces deux limites existent et sont finies.

Proposition 11.

b
Soit f € C(Ja,b[,K) et F une primitive de f sur ]a, b[. L’intégrale / f converge si, et seulement

si, la fonction F' admet des limites finies en a et b. Dans ce cas, on a :
’ b
[ swae=re;.
a

Exercice 8.

Etudier la convergence des intégrales suivantes :

1 1 +00 241 5 1
—dt in(t)ln | —— ) dt —dt.
/0 t(l = t) /1 Sln( ) 1 <t2 _ 1) /0 COS(t) et _ 1
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1. La fonction f : ¢t —

de 0 puis de 1 :
— en(O:ona

t(117t) est positive et continue sur ]0, 1[. On étudie donc f au voisinage

1
t—f>v0+ %

1
Or f02 L dt converge d’apres le critére de Riemann en 0 (% < 1), donc, par comparaison,

t)

1
3
fo t(l ) dt converge.

— enl:ona

£ ~

t—1- /1 —t¢

Or fél \/% dt converge d’apres le critére de Riemann en 0 (3 < 1), donc, par compa-
raison, | %1 \/ﬁ dt converge.

1

1
3
Comme fo =D tet f \/7dt convergent, par définition, fo \/idt converge.

241
2. La fonction f : t — sin(?) ln< +

2 1) est continue sur ]1,+oo[. On étudie donc f au

voisinage de 1 puis de 400 :

— en 1 : on remarque que In ( = ) In(t? +1) — In(t + 1) — In(¢t — 1) donc :

t2—1

@]~ —sin)in¢-1)= o (\/tl_il)

Or ff \/% dt converge d’apres le critere de Riemann en 1 (% < 1), donc, par compa-

raison, ff |£(t)] dt converge.

_ +1) _2 _2
en +oo0 : on remarque que In (t2 1) = In(1 + ;%3 ) donc, comme =5 P

sl () 2

2 -1 t—;:-oo 2

Or f;_oo t% dt converge d’apres le critére de Riemann en +oco (2 > 1), donc, par compa-

raison, +OO | f(t)| dt converge.

Comme f1 Tf@®)]dt et f (t)| dt convergent par définition, fo |f(t)]dt converge.
Ainsi, f est intégrable sur |1, +oo[ et donc fl f(t)dt converge.

3. La fonction f : ¢ — W est continue et positive sur 0, Z[. On étudie donc f au
voisinage de 0 puis de §
— en0:commeet —1 ~ ¢, ona:
t—0

1
o

Or fol % dt converge d’apres le critére de Riemann en 0 (% < 1), donc, par comparaison,

f)

fo t) dt converge.
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— en 7 : on remarque que cos(t) = sin(§ —t)

Or ff %17 - dt diverge d’apres le critére de Riemann en 5 (1 > 1), donc, par comparaison,

flg f(t)dt diverge.

Une des deux intégrales (au moins) fol f(t)dt et f1% f(t)dt diverge, donc fog f(t)dt diverge.

Remarque : si on avait commencé par faire I’étude en 7, on aurait pu conclure directement

a la divergence de fog f(t) dt sans faire I’étude en 0.
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Partie C

Propriétés de l'intégrale généralisée

Dans cette partie, I désigne un intervalle quelconque (ouvert, semi-ouvert ou fermé, de longueur finie ou
infinie) de R d’intérieur non vide et on note a et b ses extrémités (possiblement infinies).

1. Propriétés de l’intégrale

Dans ce paragraphe, on résume et généralise les proporiétés de 'intégrale généralisée ; les démonstra-
tions sont laissées a titre d’exercices au lecteur.

a. Espace de fonctions continues par morceaux intégrables

Proposition 12.

L’ensemble E = {f € Cpn,(I,K) | f est intégrable} est un espace vectoriel sur K et 'application
fe / f est une forme linéaire sur E.

I
De plus, cette application est positive et croissante.

b. Inégalités

Proposition 13.| [négalité triangulaire

Soit f,g9 € Cpm(I,K) des fonctions intégrables. Alors

/I F(8) + g(0)] dt < / @) dt+ / o(t)]dt.

Proposition 14.

Soit f € Cpy(I,K) une fonction intégrable. Alors
[rwa< [oa.

c. Séparation
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Proposition 15.| Séparation

Si f est une fonction continue, positive et intégrable sur I, alors

/f(t) dt = 0 si, et seulement si, f = 0.
I

d. Relation de Chasles

Proposition 16.

Soit f € Cpy,(I,K) une fonction intégrable. Alors pour tout a,b,c € I on a :
c b c
/ F(t)dt = / (1) at +/ F(#)dt.
a a b

2. Calculs d’intégrales

a. Intégration par parties

Proposition 17.| Intégration par parties

Soit f,g € C*(I,K). Si la fonction produit fg admet des limites finies aux bornes a et b de I,

alors les intégrales [ fg' et / f'g sont de méme nature. De plus, en cas de convergence, on a :
I I

b b
/ F(g(t) dt = [f(Hg()] — / F(t)g' (1) dt.

Quitte & scinder 'intervalle I en deux et utiliser la définition 6, on peut supposer "qu’il n’y a de
probléme potentiel qu’en b” i.e. I = [a, b[.

Soit € I. Comme f et g sont de classe C! sur le segment [a,x], alors d’aprés le théoréme
d’intégration par parties sur un segment (vu en Sup’ - on rappelle que sa démonstration repose
sur la formule de la dérivée du produit de fonctions!), on a :

/x fl)g)dt = [f(H)g®)]; — /I f)g' () dt. (%)

On suppose que le produit fg admet une limite finie en b (d’aprés notre réduction initiale, c’est
déja le cas en a car f et g sont en particulier continues en a). Alors [f(¢)g(¢)]} tend vers la

quantité finie [f(t)g(t)]z lorsque z tend vers b. Ainsi, d’aprés D'égalité (x), [ f'(t)g(t) dt admet
une limite finie quand z tend vers b si, et seulement si, f; f(®)g'(t)dt admet une limite finie

quand x tend vers b d’ou par définition, / fq' et / f’g sont de méme nature.
I I
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De plus, en cas de convergence de /fg’ ou /f’g, toujours d’apreés (x), on a :
I I

/awf’(t)g(t)dt = iii%/;f’(t)g(t)dt
— 1y (U0l - [ g0 a)

a3 b
[ rasma = sogl - [ fod@a

Exercice 9.

sin(t)
t

+oo
1. Justifier la convergence de / dt
0

) . In(1 —t?)
2. Justifier la convergence puis calculer — 7 dt.
0

“+oo
1
3. On note, pour n € N*, [,, = / ——dt.
’ NGEE

i) Justifier 'existence de I,, pour n € N*.
ii) Soit n € N*. Déterminer une relation entre I,y et I,,. En déduire I,,.

1. On pose f : ¢ — % Alors f est continue sur ]0,+oco[ et comme |f(t)] ~ 1, f est

t—0+
intégrable sur |0, 1] (elle est méme prolongeable par continuité en 0 par f(0) = 1). Par suite

f o f(t)dt converge.

On effectue une intégration par paties pour prouver la convergence de 1+°° sin®) q¢. On
pose u : t — % et v :t > —cos(t). Alors u,v sont C! sur [1,4o0[; le produit uv est défini

en 1, vaut u(1l)v(l) = —cos(1) en ce point et u(t)v(t :Ls(t)—>0
P t—+
—+00
Ainsi, par intégration par parties, ffoo u(t)v'(t) dt = +°° Sm(t dt et f1 o (t)u(t)dt =
1+°O COtSQ(t) dt sont de méme nature.
Etudions cette seconde intégrale : la fonction ¢ : ¢ — Cotbz(t) est continue sur [1,4o0[ et en
+00, on a :
|cos(t)] 1 . , s s .
= < — intégrable sur oo[ d’apres le critere de Riemann en + oo
lg(t)] > <t2 tégrabl [1,4+o00[ d’apres le critére de R +

+o0 COb(t) dt et

Ainsi, par comparaison, g est intégrable sur [1, +oo[ et donc les intégrales f
f+<>0 sin(t)
1 t

Comme fo Slr;(t) dt et [, oo Sm(t) dt converge, il en résulte, par la relation de Chasles, que

dt convergent.
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+00 sin
fO t(t)

dt converge.

. Ici, on peut étudier directement la nature de cette intégrale avec les techniques vues pré-

cédemment. On pose f : t 1n(1t7;t2) Alors f est continue sur |0, 1[. On étudie donc f au
voisinage de 0 et de 1 :

— en0:on aln(l —t?) o t2 donc f(t) = 1. Ainsi f est prolongeable par continuité
— —
en 0 (par 1) et donc intégrable au voisinage de 0. Ainsi, [ L f (t) dt converge.
2
— en 1 : on remarque que In(1 —¢2) = In(1 —¢) + In(1 + t) donc :

|ﬂﬂ“:1hmlwtgo<wé—t)

A s . 1 .
Or, d’apres le critére de Riemann en 1, [, 71— converge, donc par comparaison, f est
=

intégrable au voisinage de 1. Ainsi, [ 11 f(t) dt converge.
2

Par suite, fol f(t)dt converge.

Passons au calcul de fol f(t) dt : utilisons une intégration par partie. On va se rendre compte
qu’il faut parfois étre subtil dans nos primitives :

— Premier essai, sans subtilité : on consideére les deux fonctions u, v de classe C* sur ]0,1]
telles que, pour ¢ €]0, 1] :

Pl 1 _ 1
u(t)—tj U(t)——;
v®) =In(l—3)  o(t) = —%.

Pour appliquer le théoreme d’intégration par parties, il faut vérifier que uv admet des
limites en 0 et 1. Or ici, on a lim;_,; u(t)v(t) = +00 "a cause” du In(1 — ¢2)... oups! On
ne peut donc pas faire notre IPP!

Mais on se rend compte qu’on peut faire en sorte de compenser le fait que In(1 — t?)
tende vers —oo en choisissant plus intelligemment notre primitive de t% : en effet, ici,
—% tend vers —1 alors qu’on voudrait "au minimum” que la primitive tende vers 0 pour

potentiellement compenser le co! Ce qui nous amene au :

— Deuxiéme essai, avec subtilité : on considére les deux fonctions u,v de classe C! sur
10, 1] telles que, pour ¢ €]0, 1] :

1 1 1—t

"t) == )=1--=———

W) =5  ult)=1-=——
2t

Cette fois-ci, on a bien une limite finie en 1 :

—H1In(l — ¢2
w(to(t) — =00 =) .

t t—1

et en O : (1 — (1 t2)
u(t)v(t) = — ; P 0.
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Ainsi, uv admet des limites finies en 0 et 1, donc d’apres le théoreme d’intégration par
. 1 1 o 2 1
parties, fo u'v et fo uv’ sont de méme nature. Or on a prouvé que fo u'v converge, donc

fol uv’ converge et toujours d’apres le théoréme d’intégration par parties, on a :
1 1
/ fHydt = / o' (t)v(t) dt
0 0

= Q@) - / u(t)o' (1) dt

1
1-1¢ 2t
= = — X dt
t 1—¢2

0
1
1
g
o 1+t

/1 fO)dt = —2mn(2).
0

Remarque : On vient de montrer dans ’exercice précédent que f0+°° Sn;—(t) dt converge, mais
il est intéressant de remarquer que la fonction f : ¢t — % n’est pas intégrable sur [0, +oof
ie. f0+°o W dt diverge. Ce qui montre que la réciproque de ”f intégrable sur I implique | I
converge” est fausse.

Voici une démontration de la non-intégrabilité de f sur [0, 4+o00[. Tout d’abord, exposons I'idée de

cette démonstration :

1

31 1 an

gg
5
g

3n an sm un o
T

s
s
s

On va minorer la fonction |sin| sur |7, +o00[ par la fonction g "triangulaire” m-périodique dont le
graphe est représenté en bleu dans le premier graphique. Ainsi, 'intégrale. Ainsi, f:w W dz >
f:ﬂ % dz et cette derniére intégrale représentée par l'aire bleu sur le deuxiéme graphique se

minore aisément par la somme partielle d’une série divergente. On pourra ainsi conclure la diver-

gence de l'intégrale f:oo W da.

Voyons cela rigoureusement :
La fonction |sin| est w-périodique sur R et sur [0, 7] elle est égale & la fonction sin. Comme, pour
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tout x € [0, 7], sin”(z) = —sin(x) < 0, sin est concave sur [0, 7]. Ainsi, sa courbe est au dessus de

la corde entre les abscisses 0 et 5 et de la corde entre les abscisses 5 et 7.
Ces dernieres ont pour équations respectives y = %x et y = —%(x — ).
On consideére alors une fonction g définie sur [0, 7], ayant pour image 1'union de ces deux cordes,

par exemple :
siz € 0,F]

2z
T
g -2(z—m) sizel[Z,n]

Alors g est continue sur [0, 7], et pour tout = € [0, 7], g(z) < sin(z).

On pose, pour k € N*, 2 = (2k + 1)§ = § + kn. Par m-périodicité de |sin|, on a, pour tout
x € [xy— 5,2 — F|(=[0,7] + kmr) :

|sin(z)| > g(x — k).

Ainsi, pour tout k € N* en utilisant un changement de variable t = z — km, on a :

"3 [sin(z)| 3 gla — k) " g 1 "
> —_ = >
/xkg PR /mkg s /0 Pk 02 (k+1)7r/0 Glohet

Par suite, par symétrie du graphe de g par rapport a la droite { = 5, on a :

/zkﬂ [sin@)] o 2 /’5 2.4 4 [ﬁ]g 1
T — = | = = — .
T x “(k+l)m Jy ™ (k+D)m2 2], 2(k+1)

Alors, pour n € N*, comme z; — 5 = 7w et x, + 5 = (n+ 1)7 et pour tout k € N*, 2 + § =
(k+ 1)7r =Tk — Z,ona:
(n+1)m zp+3% n 1
/ |51n Z |51n dx > Z
T :Ek—f k=1 2(k+ 1)

Pour z > 7, on pose n(=n,) = E(£ —1); alors x > (n+ 1) et n = +00 et donc, m
r—r+00

étant le terme général d’une série a termes positifs divergente :

¥ | sin(x)| (nt1)m |sm( "
——dz > —_— ———

Il en résulte que f:oo % dz diverge et donc f0+oo % dx également. Ainsi, f n’est pas
intégrable sur [0, +o00[ mais son intégrale sur [0, +o00[ converge.

b. Changement de variable

Dans ce paragraphe, on considére —oo < a < 8 < +o0.
Proposition 18.| Changement de variable

Soit f € C(]a,b],K) et ¢ :]a, B[—]a, b une fonction de classe C, bijective et strictement mono-

b B
tone. Alors les intégrales / ft)dt et / (f o p)(u).¢’'(u) du sont de méme nature. En cas de
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convergence, on a :

b B
— si @ est croissante : / f)dt = / (fop)(u).¢ (u)du;

b «
— si p est décroissante : / f)dt = /[5 (f o) (u).¢' (u) du.

Exercice 10.

+oo 1 t
Justifier la convergence de l'intégrale / n(t) dt puis la calculer grace au changement de

o 1412

variable u = %

3. Intégration des relations de comparaison

Proposition 19.

Soit f € C([a,b],K) et g € C([a,b],R) une fonction positive. On suppose f = O(g).

b
e Si / g converge, alors f est intégrable sur [a,b] et on a :
a

b b
/f(t)dt20</ g(t)dt) quand x — b

b
e Si / g diverge, on a :
a

/jf(ﬂdtO(/;g(t)dt) quand z — b

Ce résultat est toujours vrai lorsqu’on remplace les O par o.

Exercice 11.

z etz T
1. Montrer que en 400, / = dt =0 </ et dt>.
1 1

2. En déduire un équivalent simple de / e’ dt en +oo (utiliser une IPP).
1
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Proposition 20.

Soit f € C([a,b],K) et g € C([a,b],R) une fonction positive. On suppose f(z) (z).

~Y
z—b g

b
e Si / g converge, alors f est intégrable sur [a,b] et on a :
a

/:f(t) dt ~ /:g(t) dt.

b
e Si / g diverge, alors f n’est pas intégrable sur [a,b| et on a :
a

/j fdt ~ /;g(t) dt.
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