Chapitre VIII
Suites et Séries de fonctions
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Dans ce chapitre, E et F' désigne un espace vectoriel normé de dimension finie sur K = R ou C. Toutes
les fonctions que I'on considere dans ce chapitre sont, sauf indication contraire, des fonctions définies sur
une partie A de F et a valeurs dans F'.

Partie A

Convergences des suites et des séries de fonctions

1. Convergence simple

a. Suites de fonctions

Définition 1. Convergence simple d’une suite de fonctions

Soit (fn)nen une suite de fonctions de A C E dans F.

On dit que la suite (f,)nen converge simplement sur A si, pour tout z € A, la suite
(fn(2))nen & valeurs dans F' est convergente.

Dans ce cas, la fonction f : z +— lim, 4 fn(z) de A dans F' est bien définie et on dit que la
suite (fn)nen converge simplement vers f.

Exemple 1.

La suite (f,)neny de Ry dans Ry définie, pour n € N, par f, : t — t" converge simplement sur

[0, 1] vers la fonction
FIPR {0 sizel0,1]

1 siz=1.

Remarque 1.

L’exemple précédent nous montre que lorsqu’une suite de fonctions continues converge simple-
ment vers f, f n’est pas continue en général!

Exercice 1.

1. Ecrire la définition de la convergence simple vers une fonction en termes ”epsilonesques”.

2. Pour (fn)nen et (gn)nen des suites de fonctions qui converge simplement sur A vers des
fonctions f et g respectivement, étudier la convergence simple des suites de fonctions
()‘fn + Mgn)TLGN (01\1 A p € K) et (fngn)nEN'

3. Soit (fn)nen une suite de fonctions qui converge simplement sur A vers une fonction f. Que
dire de f lorsqu’a partir d’un certain rang, les f;,, sont : positives ? croissantes 7 dérivables?



périodiques (de méme période T') ? strictement positives ?

1. Soit (fn)nen une suite de fonctions de A dans F et f : A — F. Alors (f,)nen converge
simplement vers f sur A si, et seulement si,

Ve>0,Ve e A INeN, Vn> N, |fulz)— f(z)|r <e.

2. On suppose que (fn)nen €t (gn)nen convergent simplement vers f et g respectivement sur
A. Soit A\, € K. Montrons que (Af,, + pgn)nen converge simplement sur A vers Af + pg
et que (fngn)nen converge simplement sur A vers fg.

CVS sur A :

Soit € A. On étudie la nature des suites (Afn + pgn)(2))nen et ((fngn)(@))nen-
On a:

et
(fngn)(@) = fr(x)gn(z) — f(2)g9(z) = (fg)(@),

n—-+oo

Ainsi, les suites ((Afn + pgn)(Z))nen €t ((fngn)(x))nen sont convergentes, et ce pour tout
x € A. Par suite, (A\f,, + gn) et (fngn)nen convergent simplement sur A et ce, vers les
fonctions \f + ug et fg respectivement.

3. Par les propriétés de la limite, on remarque que la positivité, la croissance et la périodicité
(avec une période commune) ”"passent” a la convergence simple.
Par contre, la dérivabilité ne passe pas (voire f, : ¢ — t™ sur [0, 1]) et la stricte positivité
ne passe pas non plus (voire f, : ¢ = ¢™ sur ]0, 1]).

Exercice 2.

Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn)nen= définie, pour n € N* par :

sur Ry. b) fn :t+>sin"(t) cos(t) sur R.

nx? siwe -1 1]

. sur R.
bn (i ~ i) e # A

a) Etudions la convergence simple de la suite (f,,)nen- sur Ry :

CVS sur R :



Soit « € R4. On étudie la nature de (f,(x))nen- On a :

1+ na? 1 siz=0
Jwl®@) = B —
n—+oo

1+nx t siz>0

Ainsi, la suite (f,(z))nen converge, et ce, pour tout = € R.

1 it=20
Donc (f,) converge simplement vers f : ¢ — ST sur R,.
t sit>0

Etudions la convergence simple de la suite (f,,)nen sur R.

CVSsur R :
Soit t € R. On étudie la nature de (fy,(¢))nen. On a :

0 site{f+kn|keZ} carcos(t) =0

fa(t) = sin” (t)cos(t) —— {0 sit ¢ {Z+kr|keZ} car|sin(t)] < 1

Ainsi, la suite (f,(t))nen converge, et ce, pour tout ¢t € R.
Donc (fn)nen converge simplement sur R vers la fonction nulle.

Etudions la convergence simple de la suite (fn)nen~ sur R.

CVS sur R :

Soit € R. On étudie la nature de (f,(z))nen=-
Traitons tout d’abord le cas x # 0. Alors n—lx —+> 0, donc, a partir d’un certain rang
n—-+0oo

N (par exemple N = E(1/|z|) + 1), pour tout n > N, z ¢ [—, ], Par suite, pour tout
n> N,

fn(@) = 6n <Sin(1nlz) - tanznlz)) '

Or, quand n — +00, on a :

1 1 B tan(é) = sin(é)
sin(%) tan(n—lw) B Sin(n—lgﬂ) tan(%)

nz + 5 +0(em) — (55 — we +9(55)

n21m2 + 0(%)

e T 0(55)
—3 + o(%)
1
Remarque : on aurait pu obtenir ce résultat plus simplement, en utilisant tan = sin / cos :

1 1 1—cos(;) M 1
sin()  tan(L)  sin(X) noteo 1/nz 2nx

nxT

Ainsi, toujours pour x 0 et n > N,

~Y
n—+oo 2Nx T

fn(x)zm( 11 ) 6n 3

sin(-L)  tan(=%)



Il en résulte que :

0 sizx=0
fal®) —— 3

n—+oo six e R*

Ainsi, la suite (f,(2))nen+ converge, et ce, pour tout z € R.
siz=0

0
Donc (fn)nen= converge simplement sur R vers la fonction f: 2z — < 3 . i
— sizeR*
x

La définition suivante est une simple reformulation de la précédente dans le cas particulier des séries :

Définition 2., Convergence simple d’une série de fonctions

Soit > f,, une série de fonctions de A C E dans F. On dit que > f,, converge simplement
sur A si la suite de ses sommes partielles converge simplement sur A i.e. si pour tout z € A,
> fn(z) est convergente. Dans ce cas, on note S : A — F la fonction :

+oo
Sz Z fn(2).
n=0

Exemple 2.

— La série de fonctions Y f,, ou f, : t — t" converge simplement vers ¢ — i sur | — 1, 1].

CVS sur | — 1,1] : soit ¢t €] — 1, 1[. On étudie la nature de Y ¢" = (Sy)nen. On a :

N N+1
1—t 1
Sy = g E° = car |t| < 1.
n=0

1—¢t No+oo 1-—1¢

t’n
— La série de fonctions »_ f,, ou fp, : t — — converge simplement sur R.
n!

CVS sur R : soit t € R. On étudie la nature de > %

En appliquant la régle de D’Alembert, on montre que » % est une série absolument

convergente et donc convergente. Ainsi, la série > % converge pour tout ¢ € R d’ou
> fn converge simplement sur R.
De plus, on le montrera plus tard dans ce chapitre, sa somme vérifie
+o0o n -
> =<
n=0

donc > f,, converge simplement sur R vers la fonction exponentielle.




2. Convergence uniforme
a. Définition et premiéres propriétés

Définition 3., Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Soit (fn)nen une suite de fonctions et f une fonction de A C E dans F.

On dit que la suite (f,,)nen converge uniformément vers f sur A si:
Ve>0,INeN, Vze A, Vn>N, |fulz)— flz)|r<e.

On dit que (f,)nen converge uniformément sur A s’il existe f telle que (f,)nen converge

uniformément vers f sur A.

Question 1.

Comparer les définitions des convergences simple et uniforme en termes epsilonesques! Quelle
est la différence ?

On rappelle la notation suivante :
Notation 1. Norme de la convergence uniforme

Soit Fy(A, F) (ou encore B(A, F')) espace vectoriel sur K des fonctions bornées de A C E dans
F'. On note |||l la norme de la convergence uniforme sur F,(A4, F) i.e. pour f € Fp(4, F) :

[flloc = sup |Lf(z)]r-
€A

Proposition 1.

Soit (fn)nen une suite de fonctions et f une fonction de A dans F. La suite (f,)nen converge
uniformément vers f sur A si, et seulement si :
i) Les fonctions f,, — f sont bornées sur A & partir d’un certain rang N € N et,

i) Ifn— flloo P 0.

e (=). On suppose que (f,) converge uniformément vers f sur A. Alors :
Ve>0,INeN, Vae A Vn>N, |fulx)—f(z)|r<Le.

Prenons € = 1. Alors il existe un rang N7 € N tel que pour tout n > NN, on a, pour tout

z €A, |[fulz) = f@)llr < 1.

Ainsi, a partir d’un certain rang, f, — f est bornée sur A par 1.

Montrons désormais que || f, — f|lco ——— 0.
n—+00



Soit € > 0. Alors

Par suite, comme l'inégalité précédente est vraie pour tout x € A, on a, pour tout n > N,

[fn = Flloo = sup | fn(z) — f(2)[[F <e.
€A

Il en résulte que ||fr — flloo — 0.
n—-+oo

e (<). On suppose i) et 4i). Du fait de i), quitte & supprimer une nombre fini de termes de
la suite (f,) on peut supposer que, pour tout n € N, f,, — f est bornée sur A. Ainsi, on
peut considérer, pour chaque n € N, la quantité || f,, — f|locc = supsca ||fn(t) — F(&)||F-
Soit € > 0. D’apres i), ||fn — flloo m 0, il existe un rang N € N tel que pour tout

entier n > N,

[fn = flloo <&

Soitn € Navecn > N et x € A. Alors on a :

1fn(2) = f(@)llF < sup [|fu(t) = FOIF = [Ifn = fllo <e
teA

Il en résulte que la suite (f,, — f)nen converge uniformément vers f.

Proposition 2.

Soit (fn)nen une suite de fonctions et f une fonction de A dans F'. Si (f,,)nen converge unifor-
mément vers f sur A, alors (f,,)nen converge simplement vers f sur A.

On suppose que (fp)nen converge uniformément vers f sur A. alors d’apreés la proposition pré-
cédente, il existe un rang N € N tel que pour tout n > N, f, — f est bornée. Soit x € A. Pour
n>N,ona:

|fn(@) — f(@)] < Ifn = flloo ———0,

n—-+oo

d’ou f,(x) —+> f(x). I en résulte que (f,)nen converge simplement vers f sur A. O
n—-+0oo

Exemple 3.

— La suite (fn)nen telle que, pour n € N, f, : & — 4 /z +% converge uniformément vers

x — y/x sur Ry.



En effet : soit n € N* et on note f : z — /z. On a, pour tout = € R,

1 1
/ P P 1
In = \/> 1L L — :
= rel =] - z+ 1 +f 0 2 /D \/1% vn

Par suite, les fonctions f, — f sont bornées sur Ry et :

1
1= fllee = 9P 11a(&) = F@I S 2 = 0

— La suite de fonctions de terme général ¢t — t" ne converge pas uniformément sur [0, 1[.

En effet, on remarque tout d’abord que (f,,) converge simplement vers le fonction
nulle sur [0, 1].

Soit n € N et on note f : x +— 0. Comme f, : t — t" est strictement croissante sur
[0,1] (pour n > 0), on a :

I/ = flloo = sup t" = lim t" =1
tefo,1] t—=1-

Par suite,

ln=Flee=1 0.

Proposition 3.

Soit (fn)neN, (gn)nen des suites de fonctions de A dans F et A\, pu € K. Si (fn)nen €t (gn)nen
convergent uniformément vers respectivement f et g sur A, alors (Af, 4+ 1gn)nen converge
uniformément vers Af + pg sur A.

On suppose (fn)nen et (gn)nen convergent uniformément vers respectivement f et g sur A. Alors,
a partir d’un certain rang Np (resp. Na), pour tout n > Ny (resp. n > Ns), fn, — f (vesp. g, — g)
est bornée sur A. Par suite, comme ’ensemble des fonctions bornées sur A est un espace vectoriel,
a partir du rang N = max(Ny, Na), pour tout n > N, Af,, + pugn — (Af + pg) est bornée sur A.
Et de plus, on a :

”)‘fn + p1gn — ()‘f + Ng)”oo < |)‘|||fn - fHoo + ‘/1'|||gn - g”oo m 0,

car (fn)nen €t (gn)nen convergent uniformément vers respectivement f et g sur A. Il en résulte
que (Afpn + pgn)nen converge uniformément vers \f + pg sur A. O



Méthode : Montrer qu'une suite de fonctions converge uniformément.

e Limite potentielle : On étudie la convergence simple de la suite (f,,)nen. S'il y a convergence
simple vers une fonction f sur A, on étudie alors la convergence uniforme vers f sur A.

o Convergence uniforme vers la limite : Pour montrer la convergence uniforme de (f,)nen,
on cherche & obtenir une majoration de ||f, — f|lco qui tende vers 0 i.e. une majoration
indépendante de = € A du type (& partir d’un certain rang)

[fa(@) = f@)F < up ——0
n—+oo
ou (uy,) est une suite de réels positifs qui tend vers 0 (et qui ne dépend pas de z € A!!!).

La suite (u,) s’obtient la plus souvent par une majoration simple, quand c’est possible, de
| frn(z) — f(2)||F ou par une étude des extrema de la fonction = — ||f.(z) — f(2)||F (& n
fixé).

Exercice 3.

Etudier la convergence uniforme des suites de fonctions de termes généraux suivants sur inter-
valle de définition indiqué :

1. pourn €N, f, : [-3,3] = R tel que f, : z — 2™

2. pour n € N, f, : [0,1] = R tel que f,, : . — z"(1 — x).
3. pour n € N*, f,, : R — R tel que f, :  — sin(x + %)
4

.pOUI‘nGN*,fnZR+—>Rtelquefn:me‘

1. — CVSsur [-3,4]. Soit z € [-1,1]. On a:

car z| < 1 < 1.
Par suite, (fn)nen converge simplement vers 0 (la fonction nulle) sur [—3, 1].

— CVU sur [-1, 1]. Soit n € N. Pour tout z € [-1, 1], on a:

1
|[fa(@) = fl2)] = |2 < o,

D’ou f, — f est borné sur [—3, 3] et :

1
n - [e%e] < = O
1o = Floo < 57 ——

Remarque : l’inégalité précédente est en fait une égalité.

Il en résulte que (f,)nen converge uniformément vers 0 sur [—%, %]



2. — CVS sur [0, 1]. Soit € [0,1]. On a :

O0x(l—2)=0 si0<z<l1

—"(l—g) —
fa(@) =21 —2) = {1><0=0 =1

Par suite, (fy)nen converge simplement vers 0 (la fonction nulle) sur [0, 1].
— CVU sur [0, 1]. Soit n € N*. On étudie sur [0, 1] la fonction :

2= gn(2) = |fulz) = f(2)] = 2" (1 = 2).

La fonction g, est dérivable, et on a g/, (z) = 2" H(n — (n+ 1)x).

n
* 0 n+1 1
In(57)
0 0

Par suite, on a :

I =Sl = an(2) = () 0= ) —— 2 xo=0.

n+1 n + 1" no4o00 e
Il en résulte que (fy)nen converge uniformément vers 0 sur [0, 1].

3. — CVS sur R. Soit € R. On a, par continuité de la fonction sin sur R et donc en z :

fn(x) = sin(x + %) P sin(x)

Par suite, (f)nen converge simplement vers f = sin sur R.
— CVU sur R. Soit n € N*. Pour tout x € R, on a :
|[fa(z) = f(z)] = |[sin(z+ ;) —sin(z)]
= |cos(z)sin(2) + sin(z) (cos(1) — 1) |
| cos(@)||sin(;;)] + | sin(z)|| cos(5;) — 1]
|sin(;)] + [ cos(5;) — 1
D’ou f, — f est borné par 2 sur R et :

ARVAN

1 = Flloo < [sin(2)] + Jeos(L) — 1] —— 0.

n n n—-+oo

car lim;_,osin(t) = 0 et lim;_,o cos(t) = 1.

Il en résulte que (f,)nen converge uniformément vers sin sur R.

10



4. — CVSsur Ry. Soit z € R4. On a:

ful@) = T {O six=0

“n(l4a") nostoo |0 siz > 0.

Par suite, (f)nen converge simplement vers 0 (la fonction nulle) sur R, .
— CVU sur Ry. Soit n > 2. On étudie sur [0, 1] la fonction :

v g0(a) = @) = F@)| = oy

La fonction g,, est dérivable, et on a

~n(l+a") —n?z" 1—(n—1)2" 1—(n—1)a"

!/
gn(z) = n2(1 4 an)2 - n(l + z7)2 - n(l+ 2")?
0 ! 1F
€T [ —
n n . 1 m
gn (@) o+ 0 -
gn( "271)
0 0
Par suite, on a :
1 1 1
1 = flloo = gn( ) 1x0=0.

1/ o 1" 1 e es

Un—1 Yn—1 ol 4 ) —+
n—1

Il en résulte que (f,,)nen converge uniformément vers 0 sur R..

Remarque : on pouvait conclure plus rapidement en remarquant l’inégalité suivante :

()_ T <1
s _n(ler”) - n

En effet, pour 0 <z <1, H_%Smgl;
x

xT
M <7 <1

et pour x > 1, 2™ > z, donc

Méthode : Montrer qu'une suite de fonctions ne converge pas uniformément.

S’il n’y a pas convergence simple sur A, il n’y pas convergence uniforme.

Mais si on a déterminé une limite f pour la convergence simple, pour montrer que la suite (f},)
ne converge pas uniformément vers f, on peut :

e montrer que la fonction f,, — f n’est pas bornée sur A, ou

11



e exhiber une suite (z,)nen a valeurs dans A telle que la suite de terme général

| fn(xn) — f(xn)||F ne tend pas vers 0.

Exercice 4.

Etudier la convergence uniforme des suites de fonctions de termes généraux suivants :

z"
n!*

1. pourneN, f, :R—Rtel que f, : z+—

2. pourn €N, fr : R = Rtel que fr 12— 755,

3. pourneN*,fn:R%RtelquefnixH(I"‘%)Z'

1. — CVS sur R. Soit € R. On a :

Par suite, (f,,)nen converge simplement vers 0 (la fonction nulle) sur R.
— CVU sur R. Soit n € N*. Pour x € R, on a :

|z["

|fn(2) — f(2)| =

Par suite, pour tout n € N*, f,, — f n’est pas bornée sur R.
Il en résulte que (f,)nen ne converge pas uniformément vers 0 sur R.

——— +o0,

n! z—+co

2. — CVSsur R. Soit z € R. On a :

(@) nT 0 siz=0
n\T) =

1+ n222 no+too |0 sinon.
nT 1

e POUr & £ 0, § 20 o

Par suite, (f,)nen converge simplement vers 0 (la fonction nulle) sur R.
— CVU sur R. Soit n € N. On considére, pour x € R :

_ __ njz
9n(@) = |fa(@) = J(@)] = Ty
1
On remarque que pour x,, = —, on a :
n
(o) = =
Gn\Zn 1+ n2( 1 )2 2
Donc : .
_ — > ——
[ fn = fllo igggn(m) > gn(n) B n::;oo

Il en résulte que (f,)nen ne converge pas uniformément vers 0 sur R.

12



3. — CVS sur R. Soit z € R. On a, par continuité sur R et donc en x de la fonction carrée :

fn(z) = (chr 1>2 —— 22

n n—-+oo
Par suite, (f,)nen converge simplement vers f : x + 2 sur R.
— CVU sur R. Soit n € N*. Pour x € R, on a :
1\° 2 1
— — — — 2 — [ — -
) = @I =1 (24 1) =21 =124 | o 4os

Par suite, pour tout n € N*, f,, — f n’est pas bornée sur R.
11 en résulte que (fy,)nen ne converge pas uniformément vers f sur R.

Exercice 5.

Soit (fn)nen et (gn)nen des suites de fonctions & valeurs réelles qui convergent uniformément
vers f et g respectivement. Est-ce que (f,,gn)nen converge uniformément ?

Non, car la suite (f,)nen, définie par f, : ¢ — x + % pour n € N, converge uniformément vers
f:a+— xsur R et on a prouvé précédemment que la suite de terme général f2 : x — (z + %)2
ne converge pas uniformément vers x — x2 sur R.

b. Convergence uniforme des suites de fonctions bornées

Proposition 4.

Soit (fn)nen une suite de fonctions bornées sur A. Si (fy)nen converge uniformément vers une
fonction f sur A, alors f est bornée sur A.

Soit (fr)nen une suite de fonctions bornées sur A. On suppose que ( f,, )nen converge uniformément
vers f sur A.

Par convergence uniforme, & partir d’un certain rang N, f, — f est bornée sur A. Par suite, pour
tout x € A, on a, pour n > N :

If@Nr <[fn@llr + 1 fale) = F@)F < [ falloo + 1fn = Fllo

Donc f est bornée sur A.

13



Cela est-il vrai dans le cas de la convergence simple ?

Réponse : Non! Considérons la fonction f : z — x et la suite de fonctions (f,,)nen définie, pour
n € N, par :

0 sinon.

fn:xH{f(x):x siz € [—n,n]

Alors, (fn)nen est un suite de fonctions bornées sur R qui converge simplement vers f qui n’est

pas bornée sur R.
(Et bien-sur, il ne peut y avoir convergence uniforme vers f sur R en vertu de la proposition

précédente!)

Proposition 5.

Soit (fn)nen une suite de fonctions bornées sur A. Alors (f,,)nen converge uniformément si, et
seulement si, (f,) converge dans I’espace vectoriel normé (Fy(A, F), || - |lco)-

Il s’agit simplement de deux formulations différentes de la méme propriété. O

Exercice 6.

T

Soit g : R = R telle que g : 2 — -

1. Calculer ||g]|co-

2. On considére la suite de terme générale f, : z — g(nz). Etudier les convergences simple
et uniforme de cette suite.

1. La fonction g est une fonction impaire et dérivable sur R. On effectue son étude sur R;.
Pour x € Ry, on a :

(1+ 27z%) — 1082* 181z

1N
9@ = "—F o T Gr 2

14



x 0 3 +00
g'(x) + 0 =
i
0 0

Par suite, comme ¢ est impaire, on a :

1
ll9llcc = sup|g(x)| = sup |g(z)| = 1
z€R TER4

2. — CVSsur R. Soit z € R. On a :

Ful@) = g(nz) = nT {0 s% z=0

1+ 27n4z4 n—t+oe |0 siz #£0,

nx 1
1+ 27n4x4 no+oo 27033’
Par suite, (f)nen converge simplement vers f : 2 +— 0 sur R.

car pour x % 0,

— CVS sur R. Soit n € N*. La fonction ¢ :  +— nz est une bijection de R dans R, donc :

1
1fn = flloo—suplg(nxl—suplg( =7 = 0

4 n—+oco

Par suite, (f,,)nen ne converge pas uniformément vers f sur R.

Exercice 7.

Soit (fn)nen €t (gn)nen des suites de fonctions a valeurs réelles bornées qui convergent unifor-
mément vers f et g respectivement. Est-ce que (f,,gn)nen converge uniformément ?

Cette fois-ci, I'hypothése "bornées” permet de conclure par l'affirmative.
En effet, d’apres la proposition précédente, f et g sont bornées sur A. De plus, pour tout n € N
et pour tout z € A, on a :

((Fngn = F9) (@) = [fa(@)gn(2) = f(2)gn(2) + f(2)gn(2) — f(2)9(z)|
< |fa(@)gn(@) = f(@)gn(@)] + | f(2)gn () = f(2)g(2)]
< g @)\ fn (@) = f(@)] + |f(@)]|9n(2) = g(2)]
< g @)\ fn(2) = f(@)] + | (@)]|gn(2) — g(2)]
< lgnlloollfn = Flico + 1 fllcollgn — glloo

15



Donc f,gn, — fg est bornée et on remarque que, par convergence uniforme de (g, )nen vers g, on
a:

lgnllo = llgn — 9+ glloe < llgn — glloo + |glloc ——— [19]lco-
n—-+o0o

Ainsi, on a :

Fngn = Fglloo < Igalloellfn = Flloe + I llocllgn = gllos =+ llglloc X 0+ I fllo X 0= 0.

Donc (fngn)nen converge uniformément vers fg.

c. Convergence uniforme sur une partie

Définition 4., Convergence uniforme sur une partie

Soit B C A et (fn)nen une suite de fonctions de A dans R. On dit que (f,)nen converge
uniformément sur B C A si, pour (f,,)nen converge uniformément sur B.

Exemple 4.

Pour tout a > 0, la suite de fonctions de terme général f, : t — —— converge uniformément sur

N 1+nt
[a, +oo[C RY.

16



On remarque tout d’abord que (fn)nen ne converge pas uniformément sur R . En effet,
(fn)nen converge simplement vers f : z + 0 sur R mais on a, pour tout n € N :

)=1 —» 0,

— = su
I = flloo =sup( ) =12

car f, est décroissante sur R et lim; o Tont =1
n
Donc (fn)nen ne converge pas uniformément sur R .

Remarque : on aurait aussi pu utiliser le fait que, pour n € N* :

1 1
=——== = 0
1—|—n% 2 n—+oo

£ = flloe = Ifulloe 2 £a(:)

Soit a > 0. Etudions la convergence uniforme sur [a, +-00[.
Soit n € N. On a, pour tout z € [a, +0o0],

1 1
< .
1+nt — 1+ na

|fn(t) = F()] =
Ainsi, les f,, — f sont bornés sur [a, +o0o[ et :

0.

—
1+ na n—+oo

11 en résulte que (fy)nen converge uniformément vers f sur [a, +o00].

Exercice 8.

Etudier la convergence uniforme de la suite de terme général f, : & — e~ "® sin(nx) sur Ry puis
sur les intervalles de la forme [a, +-00[ avec a > 0.

— CVSsur Ry. Soit x € R4. On a:

0 siz=0car sin(0) =0
fula) —— 40 ©
n—+oo |0  sinon
car, pour x > 0, e — 0 et |sin(nx)| < 1.
n—

Par suite, (f,,)nen converge simplement vers f : x — 0 sur R.
— CVU sur R;. On consideére la suite (x,,)nen+ telle que, pour n € N*| z,, = % Alors, on a :

1

fa(@n) = f(@n)] = e sin(n%) — i),

Par suite,
£ = fllso = esin(1) - 0.

n—-+o0o

17



Donc (fn)nen ne converge pas uniformément sur R .
— Soit @ > 0. CVU sur [a, +00[. Soit n € N. Pour tout z € [a, +00],

|[fn(z) — f(2)] = e7"*|sin(na)| < e™".

Par suite,

[ frn = flloo < €7 ——— 0.
n—+o0o

Il en résulte que (fn)nen converge uniformément vers f sur [a, +00l.

Définition 5. Convergence uniforme sur tout segment

Soit I un intervalle d’intérieur non vide et (f,)nen une suite de fonctions de I dans R. On
dit que (fn)nen converge uniformément sur tout segment de I si, pour tout segment
[a,b] C I, (fn)nen converge uniformément sur [a, b].

Exemple 5.
La suite de fonctions de terme général f, : t — t" converge uniformément sur tout segment de
] - 13 ]-[
CVSsur]—1,1]:

Soit t €] — 1, 1[. On étudie la nature de la suite (¢")nen.
Ona:t" — 0 car |t| < 1 donc (t"),en est convergente.
n—-+0oo

Ainsi la suite (f,)nen converge simplement vers la fonction f:z — 0 sur | — 1, 1].
CVU sur [—a,a] avec a € [0,1] :

Soit n € N. On a f,, — f : t +— t™ est bornée sur [—a,a] car continue sur un segment et,
comme |a| <1 :

[fn = flloo = sup [t"]=a™ ———0
te[—a,al Zaahcd
Par suite, (f,)nen converge uniformément vers la fonction f sur tout intervalle de la forme
[—a,a] avec a € [0, 1].
Or, tout segment de | —1, 1] est inclus dans un intervalle de la forme [—a, a] avec a € [0,1] :
en effet, si [b,c] C] — 1, 1], alors, pour a = max(|],|c|) € [0,1], on a [b, ] C [—a,a]; donc,
(fn)nen converge uniformément vers la fonction f sur tout segment de | — 1, 1].

Exercice 9.

L7 sur tout segment de R.

Etudier la converge uniforme de la suite de terme général f, : z — 5

18



2 .
L. pour n € N, converge simplement vers la

On a déja prouvé que (fp)nen sur R ot f, @ 2 — %
fonction nulle - notée f ici - sur R et on a prouvé que cette suite ne converge pas uniformément
sur R. Montrons qu’il y a tout de méme convergence uniforme sur tout segment de R.

Soit a > 0.

CVU sur [—a,a]. Soit n € N. Pour tout « € [—a,al, on a :

Fule) — @) = fula)] = 2 < &
Donc la fonction f,, — f est bornée sur [—a,a] et on a :
an
1fn = flloo = S [ful@) = f@)| < = —— 0.

Il en résulte que (fy,)nen converge uniformément sur [—a, a] vers la fonction nulle.

Comme tout segment de R est inclus dans un intervalle de la forme [—a,a] avec a > 0, (fn)nen
converge uniformément sur tout segment de R vers la fonction nulle.

3. Convergence uniforme des séries de fonctions

a. Généralités
Définition 6.

Soit > f,, une série de fonctions de A dans F. On dit que >_ f,, converge uniformément sur
A si la suite (Sy,)nen de ses sommes partielles converge uniformément sur A.

Proposition 6.

Soit > fy une série de fonctions de A dans F'. Alors ) f,, converge uniformément sur A si, et
seulement si, > f,, converge simplement sur A et la suite (R, )nen des restes de Y f,, converge
uniformément vers la fonction nulle sur A.

> fn = (Sn)nen converge uniformément vers la fonction S sur A si, et seulement si, (Ry,)nen =

(S — Sp)nen converge uniformément vers la fonction S — S = 0 sur A. O

Exemple 6.

La série de fonctions Y f,, de terme général f, : x — x™ converge uniformément vers x

— 5
sur tout segment de | — 1, 1[ mais ne converge pas uniformément sur | — 1,1][.
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D’apres I'exemple 2, Y- f,, converge simplement sur ] — 1,1[ vers S : z — .
Soit n € N. Pour tout z €] — 1,1[, on a :

xn—i—l

+oo
R.(z) = Z z* =

1—2
k=n-+1

CVU sur [—a,a] avec a € [0,1] :

an+1

l1—a "

Soit n € N. Pour tout = € [—a,a], ona [z" ™| < a"Tlet 1—z > 1—a donc |R,(x)| <
Par suite, la fonction R,, est bornée sur [—a,a] et on a, comme |a| < 1 :

n+1

a
[Bnlloo <

— 0.
—a n—+oo

11 en résulte que (Ry,)nen converge uniformément sur [—a, a] vers la fonction nulle et donc
> fn converge uniformément sur [—a,a] vers S.

De plus, tout segment de | — 1,1 étant inclus dans un intervalle de la forme [—a, a] avec
a € [0, 1], la série Y f, converge uniformément sur tout segment de | — 1,1[ vers S.

CVUsur | —1,1] :
Soit n € N. On a :

anrl

Bulo) =13 oo o

d’ot la fonction R,, n’est pas bornée sur | — 1, 1] et donc (R, ),en ne converge pas unifor-
mément sur | — 1, 1[.
1l en résulte que la série > f,, ne converge pas uniformément sur | — 1, 1].

Exercice 10.

n

Ry . - -1
1. Etudier la convergence uniforme de la série ) ﬁ sur R.

2. Etudier la convergence uniforme de la série > %T sur R puis sur tout segment de R.

1. Tout d’abord étudions la convergence simple de > f,, sur R ou f, : = +— " pour

n+1+x2
n € N.

CVS sur R. Soit € R. On consideére la suite (uy,)nen telle que, pour n € N, w,, =

1
n+1+x2"

Alors (un)nen est décroissante et tend vers 0 quen n — +oo donc, d’apres le critére des

n

ok ; (-1
séries alternées, > == converge.

+oo
—1)»
Il en résulte que > f,, converge simplement vers f : z — Z %
n T

n=0

sur R.

CVU sur R. Soit n € N. Pour tout € R, comme la somme d’une série alternées convergente
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est plus petite que son premier terme (en valeur absolue), on a :
2
it k+1+z

Donc la fonction R,, est bornée et :

1 1
<
Tn+2422  n+2

| R ()] =

1
= < —
| Rl oo ig%‘Rn(‘T” D) n_}_i_(xf

Par suite, Y f,, converge uniformément sur R (vers f).

. On a déja prouvé que Y f, sur R ol f, : z — % pour n € N, converge simplement vers

exp sur R - et on a également montrer que > f,, converge uniformément sur tout segment

de R.

Montrons que Y f,, ne converge pas uniformément sur R tout entier.

CVU sur R. Soit n € N. Pour tout z € R, on a :

+00 :Uk
!

>

k=n-+1

| R (2)| =

Six>0,0na»—>%T>Opourtoutk2n+1. Ainsi, pour tout z > 0 :

+§ ok 1
| R ()] = i e
| |
Wo k! (n+1)!
Or la fonction z — % n’est pas bornée sur R; en effet sa limite quand x — +oo est

400, donc la fonction R, n’est pas bornée sur R.

Il en résulte que > f,, ne converge pas uniformément sur R.

Comme il n’y a pas convergence sur R et que le "probleme” se situe en 400, on tente la
convergence uniforme sur tout segment de R. Soit a € R.

CVU sur [—a,a]. Soit n € N. Pour tout x € [—a,a], en faisant le changement d’indice
k' =k — (n+ 1) et en remarquant que, pour tout k € N, (k+n + 1)! > kl(n + 1)!, on
obtient :

T S e L
k=n+1 k=0
Donc la fonction R,, est bornée et on a :
antl
[Rnlloo = mes[ljg’a] |Rn(2)] < n+ l)lea P
On aurait également pu magjorer (et c’est méme une égalité) ||Ry |0 par rn = 'I:SLH ‘;C—T

qui est le reste d’ordre n d’une série convergente et donc qui tend vers 0 quand n tend vers
Uinfini.
Par suite, Y f,, converge uniformément sur [—a,a] (vers exp).

Tout segment de R étant inclus dans un segment de la forme [—a, a] avec a > 0, on a donc
la convergence uniforme sur tout segment de R de >_ f,, vers exp.

21



b. Convergence normale des séries de fonctions

Définition 7., Convergence normale

Soit Y fy, une série de fonctions de A dans F'. On dit que Y f,, converge normalement sur
Asi:
i) pour tout n € N, la fonction f, est bornée; et

ii) la série Y || fn]lco est convergente.

Exemple 7.
. cos(n3x)
La série Y, ———— converge normalement sur R.
(n+1)?
cos(n3z)
En effet, on a, pour f, :z— ——=
pour fu (n+1)2
cos(n3x) 1
= su <
anHOO IJR?( (TL+1)2 )— (n+1)2
Or d’apres le critere de Riemann, ﬁ est le terme général d’une série convergente.
Ainsi, Y f,, converge normalement.

Proposition 7.

Soit Y f,, une série de fonctions de A dans F. Si Y f,, converge normalement sur A, alors >_ f,
converge uniformément sur A.

Si > fn converge normalement, alors les f,, sont bornés et > || f|lco converge. La convergence
de > || fulloo revient & la convergence absolue de Y f,. Par suite, Y f,, converge dans F(A, F)
vers f et donc Y f,, converge uniformément vers f sur A. O

Remarque 2.

Attention, la réciproque est fausse : chercher parmi les exemples précédents une série de fonctions
qui converge uniformément mais pas normalement.

On a ainsi, pour une série de fonctions, le diagramme suivant :

CVN = CVU = CVS
& &
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Proposition 8.

Soit > f,, une série de fonctions de A dans F. Si Y f,, converge normalement sur A, alors, pour
tout z € A, la série de vecteurs Y f,,(x) est absolument convergente, i.e. > || fn(2)||F converge.

Siy fn converge normalement, || f |looc = Supgea || fn(2)] 7 est le terme général d’une série conver-
gente. Soit x € A. Comme pour tout n € N, on a :

1fn(@)lF < [l fnlloo,

par comparaison, la série & terme positifs Y || fr(z)|| F est convergente i.e. > f,,(x) est absolument
convergente. O

Méthode : Montrer qu’une série de fonctions converge normalement

Pour montrer la convergence normale de ) f,,, on cherche & obtenir une majoration de || f,||co qui
tende vers 0 i.e. une majoration indépendante de x € A du type (& partir d’un certain rang)

[fn(@)lF < un

telle que Y u, est une série numérique convergente (et u,, ne dépend pas de =z € A!!!).

Exercice 11.

—nx

. e
1. Etudier la convergence normale/uniforme/simple de )" -, sur R.

n2
1

. 1
2. Etudier la convergence normale/uniforme/simple de ) - o puisde > <, o
=tn24x In24zx

sur R.

e—"n<T

1. On pose, pour n € N*, f,, : ¥ — <. Commengons par la convergence normale :
CVN sur R, : Soit n € N*. On a, pour tout z € R :

—nxT

|fn()] = <

ﬁ.
Donc f,, est bornée sur R et I'inégalité précédente étant une égalité pour z = 0, on a
1

an”oo = ﬁ

Or L est le terme général d’une série convergente d’aprés le critére de Riemann (2 > 1) ;
par suite, Y || fnllco converge et donc » f,, converge normalement sur R .

Comme pour une série de fonctions, CVN = CVU = CVS, la série > f,, converge unifor-
mément et simplement sur R .
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2.

e On pose, pour n € N*, f, : x +— ﬁwﬂ qui est bien définie sur R.

CVN sur R : Soit n € N*. On a, pour tout z € R :
1

| fn(2)] = P

< 1
_nz'

Donc f,, est bornée sur R et I'inégalité précédente étant une égalité pour =0, on a :

1
”anoo = ﬁ

Or L est le terme général d’une série convergente d’apres le critére de Riemann (2 > 1) ;
par suite, Y || fnllco converge et donc > f,, converge normalement sur R.

Comme pour une série de fonctions, CVN = CVU = CVS, la série ) f,, converge
uniformément et simplement sur R.

On garde les mémes notations que précédemment et on pose fy : © — ;12 qui est définie
sur R*. On ne peut donc plus étudier les convergences sur R de > - f, du fait que fo
n’est pas définie en 0! On doit donc faire notre étude sur les intervalles R* et R% . Les
fn étant tous des fonctions paires, on peut restreindre I’étude a R7 .

CVN sur R : Soit n € N. On remarque que fo n’est pas bornée sur R* car fo(x) —
z—0

400 donc sa norme infinie n’est pas définie et donc 1’étude de la convergence normale
n’est pas possible méme si cela semblait de prime abord étre exactement comme le cas
précédent.

IIn’y a donc pas convergence normale sur R a cause d’'un "détail” mais on se doute que
la convergence uniforme va stirement fonctionner puisque dans les restes, fy n’apparaitra
pas!

CVS sur R% : Soit z € R% . On étudie la nature de ) f,, ().

Ona fn(z) = ﬁ et 2> et & est le terme général d’une série convergente (critere
de Riemann avec 2 > 1), donc ) f, () converge, et ce, pour tout x € RY.

Ainsi, )7 f,, converge simplement sur R .

CVU sur R7 : Soit n € N. Pour tout x € R, on a :

+oo 1 +oo 1
| Bn ()] = Z mﬁ Z 5= n
k=n-+1 k=n-+1

Or la série Zn21 % converge donc la suite (7, )nen+ de ses restes converge vers 0. Ainsi,
R,, est une fonction bornée et on a :

IR |loo < 7pp ——— 0.
n—-+o0o

Par suite, ) - fn converge uniformément sur R* (et donc également sur R* ).
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Exercice 12. Fonction Zéta de Riemann

La fonction ¢ de Riemann est définie, pour s €]1, +oo[ par :

+oo
1
C(s) = ne
n=1
Justifier la définition de la fonction ¢ sur 1,400 en étudiant la convergence simple de la série
de fonctions. Que dire de la convergence uniforme de la série vers la fonction ¢ 7

Pour n € N*, on pose f, : s — ni qui est bien définie sur R.
e Déterminons le domaine de la fonction . On remarque que ((s) existe si, et seulement si,
la série numérique Y f,,(s) est convergente. On se rameéne donc & trouver le plus grand
intervalle sur lequel la série de fonction »_ f,, converge simplement.

CVS sur R : Soit s € R. On a, d’apres le critére de Riemann,

fuls) = # est le terme général d’une série convergente si, et seulement si, s > 1.

Ainsi, la série Y f,, converge simplement sur |1, +o0o[ et ne converge pas simplement sur
] — o0, 1].

Il en résulte que le domaine de définition de ¢ est |1, +ool.

Remarque : En prenant s complexe, on peut, de la méme maniere que précédem-
ment, montrer que ¢ est bien définie sur DP = {s € C | Re(s) > 1}. On montrera
dans la suite que ¢ est de classe C* sur |1, 4+o00[ et de maniére similaire, on peut
montrer que ¢ est holomorphe (une généralisation de la dérivabilité réelle pour les
complexes) sur DP.

Par des méthodes que nous ne détaillerons pas ici, on peut montrer que la fonction
¢ peut étre prolongée de maniére analytique (nous parlerons de cela quand nous
aborderons les développements en séries entiéres) et donc en particulier, ¢ admet
un prologement continu sur C \ {1}.

Ce prolongement (dont on peut prouver qu’il est unique) donne la valeur :

1
1) = ——
(1) =-—
+oo 1
d’ou la célebre confusion : E n = 12 !
n=1

Mais il ne faut pas s’y méprendre! Comme nous I'avons définie, la série & termes
positifs Y n diverge et donc tend vers +oo. La formule Zzz ni de la fonction ¢
n’est plus valable dans le sens "somme de série numérique” pour les complexes s
en dehors de DP et il faut utiliser une autre formule - une de celles qui permettent
de définir le prolongement - pour obtenir la valeur de ((s).

e On essaye la convergence normale dans un premier temps :
CVN sur |1, +o0[ : Soit n € N*. On a :

1 1
lulloo = sup ():
s€]1,+00[ \ T n
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qui le terme général d’'une série divergente, donc il n’y a pas convergence normale sur
|1, +o0l.

On voit que le probléme se situe en 1 puisque le ”%” est atteint en s = 1. On tente donc
d’isoler ce probleme :

soit a > 1.

CVN sur [a,4o00[ : Soit n € N*. On a :

1 1
[falloo = sup ():
s€la,4oo[ \ T n

qui est le terme général d’une série convergente d’apres le critere de Riemann car a > 1.
Ainsi, > f,, converge normalement et donc uniformément vers ¢ sur tout intervalle de la
forme [a,4+o0o[ pour a > 1. Nous verrons dans la partie suivante que cela nous satisfait
amplement pour en déduire la continuité de ¢ sur |1, 4o0].

Mais pour répondre a la question initiale, il nous reste a étudier la convergence uniforme
sur |1, +oo] :

CVU sur |1, 4o00[ : Soit n € N*. On a, pour tout s > 1 :

+o0 1
Ba(s)l = Y -
k=n+1

Or, par une comparaison série-intégrale que nous avons effectuée au chapitre précédent,

on a:
/+°°1 1 1 Dt
= X0 = o0
ne1 t° s—=1(n4+1)571 so1+

k= n+1
Donc, d’apreés le théoréme des gendarmes, |R,,(s)| —— 400 et ainsi, R,, n’est pas bornée
s—1+

sur |1, +ool.
Ainsi, Y f, ne converge pas uniformément sur |1, 4o0o].
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Partie B

Convergence uniforme : continuité, limites, intégration et
dérivation

1. Continuité

Proposition 9.

Soit a € A, (fn)nen une suite de fonctions et f une fonction de A dans F. Si la suite (f,)nen
converge uniformément vers f sur A et, pour tout n € N, f, est continue en a, alors f est
continue en a.

Pour tout € A, on a pour tout n € N.

() = f@)llr <If(2) = fa@)llr + [1fn(z) = fula)llr + | fn(a) = fla)llp-

Soit € > 0.

e Comme (f,)nen converge uniformément vers f sur A, alors il existe N € N tel que pour
tout € A et pour tout n > N :

1 (@) = fa(@)llr < [1fn = flloo <

W ™

et c’est donc en particulier vrai pour x = a également :
€

e Soit n > N. Comme f, est continue en a, alors il existe § > 0 tel que pour tout x € A
avec ||z —al|lp <6 :

€
I£n(2) = fu(@) | < 1fa = flloo < 3
Ainsi, en choisissant n > N, on exhibe un § tel que pour tout = € A avec ||z — a||g < 0,

I1f(z) = Fla)llr < |If(2) = fu(@)||lE + || fn(@) = fu(a)llE + || fn(a) = fla)llr <e.

<

< <

wlm
wlm
wlm

Par suite, f est continue en a. O
Corollaire 1.

Soit (fn)nen une suite de fonctions et f une fonction de A dans F'. Si la suite (f,,)nen converge
uniformément vers f sur A et, pour tout n € N, f,, est continue sur A, alors f est continue sur
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Si la suite (fy,)nen converge uniformément vers f sur A et, pour tout n € N, f,, est continue sur
A, alors, pour tout a € A, f,, est continue sur A et donc, d’apres la proposition précédente, f est
continue en a. Il en résulte que f est continue sur A. O

Proposition 10. | Cas particulier des séries

Soit @ € A, Y f,, une série de fonctions et S une fonction de A dans F. Si la série ) f,, converge
uniformément vers S sur A et, pour tout n € N, f,, est continue en a (resp. sur A), alors S est
continue en a (resp. sur A).

On suppose que Y f, = (Sp)nen converge uniformément vers S sur A et, pour tout n € N, f,, est
continue en a (resp. sur A). Alors, la suite (S, )nen converge uniformément vers S sur A et, pour
tout n € N, S, = >"7_, fx est continue en a (resp. sur A) comme somme (finie!) de fonctions
continues en a (resp. sur A). Ainsi, d’apres la proposition 9 (resp. le corollaire 1), S est continue
en a (resp. sur A). O

Remarque 3.

— Ainsi, on peut, aprés avoir établi la convergence simple d’une suite/série de fonctions
continues, conclure directement & la non convergence uniforme si la fonction limite n’est
pas continue !

— Comme la convergence normale d’une série de fonctions implique la convergence uniforme,
une série de fonctions continues qui converge normalement converge vers une fonction S
continue.

Théoréme 1.

Soit a € A, (fn)nen une suite de fonctions et f une fonction de A dans F. Si la suite (f5)nen
converge uniformément vers f sur un voisinage de a et, pour tout n € N, f, est continue en a,
alors f est continue en a.

Soit a € A, > f, une série de fonctions et S une fonction de A dans F. Sila série Y f,, converge
uniformément vers S sur un voisinage de a et, pour tout n € N, f, est continue en a, alors S
est continue en a.
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On suppose que la suite (f,)nen converge uniformément vers f sur un voisinage V' de a et que,
pour tout n € N, f,, est continue en a. Alors d’apres le corollaire 1, f : V' — F est continue sur
V. Comme V est un voisinage (relatif de A) de a, alors f : A — F est continue en a.

De méme dans le cas particulier des séries en utilisant la proposition 10. ]

,(Théoréme 2.) Théoréme de continuité des limites de suites/séries de fonctions

Soit (fn)nen une suite de fonctions et f une fonction de A dans F. Si la suite (f,,)nen converge
uniformément vers f au voisinage de tout point de A et, pour tout n € N, f,, est continue sur
A, alors f est continue sur A.

Soit > f, une série de fonctions et S une fonction de A dans F'. Si la série > f,, converge
uniformément vers S au voisinage de tout point de A et, pour tout n € N, f,, est continue sur
A, alors S est continue sur A.

On applique le théoreme précédent en tout point de A. O
Exemple 8.
g5 X gm
La série de fonction ) — converge uniformément sur tout segment de R vers S : x — Z —-
n! n!
n=0

On pose f, : x — ”;—T‘L Soit @ € R%..

CVN sur [—a,qa] :
Soit n € N. On a :

n

95
lalloo = sup (

z€[—a,a) n!

an
)Zm

Or, % est le terme général d'une série convergente (d’apres la régle de D’Alembert par
exemple) d’out Y f,, converge normalement sur [—a,a] et donc uniformément sur [—a, a
vers S et ce, pour tout a > 0.

De plus, tout segment de R est inclus dans intervalle de la forme [—a, a] avec a > 0 donc
n

€ g .
> — converge uniformément sur tout segment de R vers S.
n

n
Ainsi, la fonction S est continue sur R car ) — converge uniformément au voisinage de tout
n!

point de R.

En effet, chaque point 2y de R est inclus dans un segment [z¢o — 1,29 + 1] qui est un
voisinage de xy dans R.
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Exercice 13.

—+o0

L. Justifier que la fonction S:z — >~ — e est bien définie sur ]0, +oo[ et qu'elle est
n?+x

continue sur cet intervalle.

2. Montrer que la fonction ¢ de Riemann est continue sur |1, +o0].

} 1
1. Pour n € N, on pose f, : ¢ = 15325

simplement et uniformément sur R? .

On a montré dans 'exercice 11 que > f,, converge

+o0o
Comme ) f,, converge simplement sur R , sa fonction limite S : z — Z R est bien
n=0
définie sur R .
De plus, Y f, converge uniformément sur R’ vers S donc d’apres le théoréme de continuité
des limites de séries de fonctions (Theoreme 1), S est continue sur R .

1
2. On pose, pour n € Net xz € R, f,(x) = s Montrons que ¢ : x — Z:i% n(2) est définie

et continue sur |1, 4+o0].
— Domaine de définition de (.

CVS sur R :
1

Soit « € R. Alors, d’apreés le critére de Riemann, f,(z) = — est le terme général d’une
n

série convergente si, et seulement si, x > 1.

Ainsi, Y f, converge simplement sur |1, +oo[ d’ott ¢ est définie sur |1, +ool.

— On applique le théoreme de continuité de la somme d’une série de fonctions :

e les f, sont continues sur |1,+o00[ car f, : = — nif = =) est une fonction
continue sur R.

e CVU sur tout segment de R :
Soit a > 1. On établit la Convergence Normale sur [a, +o0].

Soit n € N. pour tout x € [a, +00],

1
donc | fullooe < — (c’est méme une égalité) qui est le terme général d'une série

convergente d’apres le critére de Riemann.
Ainsi, par comparaison, Y || fn]lco converge. Il en résulte que, pour tout a > 1, > f,
converge normalement sur [a,+oo[, et donc que Y f,, converge uniformément sur
tout segment de |1, +oo.
Par suite, d’apres le théoreme de continuité de la somme d’une série de fonction, ( est
continue sur |1, +00]
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Exercice 14. Fonction continue et dérivable nulle part

On consideére la fonction ¢ : R — R telle que ¢ est 4-périodique sur R et définie, pour z € [—2, 2],

par :
1—2 si0<x<2
p(z) = .
1+ si —2<x<0

p(27" )z
n
1. Montrer que ¢ est bornée par 1 et 1-lipschitzienne sur R.
+oo
2. Montrer que la fonction S : x — Z fn(x) est définie, 1-périodique et continue sur R.
n=1
3. Dans cette question, on cherche a démontrer que S n’est dérivable en aucun point de R.
Soit z € R.

(a) Montrer que pour tout n € N*, il existe a, € Z et u, € {—1,1} tels que 22"z et
22"y + u, sont compris entre 2a,, et 2a,, + 2.

(b) Soit N € N*. On pose hy = &

22N

On pose, pour n € N*, f,, : . +—

i. Calculer f,,(z + hy) — fn(z) pour n = N puis pour n > N.

ii. Montrer que :
1
ISn—1(z + hn) — Sn-1(z)| < 2271
ou S, désigne la somme partielle d’ordre n € N de la série ZnZl fn-

(¢) Déduire de ce qui précede que S n’est pas dérivable en z puis conclure.

1. On a |1 £ 2| < 1 pour tout « € [—2,2], done, par 4-périodicité de p, ¢ est bornée par 1
sur R. Montrons qu’elle est 1-lipschitzienne sur R. Soit z,y € R avec z < y. Distinguons
plusieurs cas :

* Si|x —y| > 2 : comme @ est bornée par 1, on a :

lo(z) —p(y)| <2 < |z -yl

x Si |z —y| < 2 : ¢ étant 4-périodique, on peut supposer sans perte de généralité que

x €] —2,2].
— Siz,y €] — 2,0[ ou z,y € [0,2] alors, ¢ étant affine de coefficient drecteur +1 sur
ces intervalles, on a |p(x) — p(y)| = |z — y|.

— Sinon, si z €] — 2,0[, alors y € [0,2] d’ou :

[f(@) = f(y)l < |f(@) = FO[+]f0) = fW)] = || + |yl = =z +y = |z —y].

=[1+z-1]| 1-(1-y)|

— Sinon, si z € [0, 2], alors y €]2,4] d’ou :

[f@)=f @)l < [f(z) = FR)+ [f(2) = fy)] = [2=z[+[2-y[ = 2—2+y—-2 = |z—y].
=li—ot1]  |-1-(1+u-4)|

Ainsi, dans tous les cas, |p(z) — ¢(y)| < |z — y|. D’out ¢ est 1-lipschitzienne sur R.

Remarque : on aurait pu montrer le fait plus général sutvant : si une fonction est continue, lipschitzienne
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par morceauxr sur R et telle que l’ensemble des constantes de Lispchitz sur les morceaux est majoré,

alors cette fonction est lipschitzienne sur R.

2. On considere la série de fonctions ), - fn.

CVN sur R :
Soit n € N*. Pour tout « € R, on a, comme ¢ est bornée par 1 sur R :
lp(2*" )] _ 1
= —— 1K _

Ainsi, || frlloo < 2% qui est le terme général d’une série convergente car série géométrique

de raison 1 €] —1,1].

Par suite, par comparaison }_, -, || falloc converge et donc 3, -, f, converge normalement

sur R.

Il en résulte que anl fn converge uniformément et simplement sur R vesr S.

De plus, pour tout n € N*| f,, est continue sur R comme composée de la fonctions continues
n . . . . \ 7 N . . ye

x — 22"z et ¢ (continue car lipschitzienne), donc, d’aprés le théoréme de continuité des

sommes de séries de fonctions, S est définie et continue sur R.

On remarque que, pour tout n € N*, on a 2" > 2 d’ott 22" = 4q avec ¢ € N* et donc, par
4-périodicité de ¢ :
fal@+1) = (2% (x+1)) = 9272+ 2°") = p(2°"z) = fu(a).

Par suite, f,, est 1 périodique. Ainsi, comme S est la limite simple de la série > - fn, S
est 1 périodique sur R. B

3. Soit = € R.
(a) Soit n € N*. On pose y = 22" z. Pour a,, = {%J € Z,on a 22a, <y < 2a,+ 2.
— Si 2a, <y < 2a, + 1, alors 2a,, < 2a, +1 <y+1< 2a, + 2, dou, pour u, =1,
22"x =y et 22"z + u,, = y + 1 sont compris entre 2a,, et 2a, + 2.
— Si 2a, +1 <y < 2a, + 2, alors 2a, < y—1< 2a, +1 < 2a, + 2, d’ou, pour
Up = —1, 22"y = y et 22"y + U, =y — 1 sont compris entre 2a,, et 2a,, + 2.

(b) Soit N € N*. Pour n € N* on a :

n n UN n_oN
22 hN:22227N:22 2UN.

i. % pourn =N :

Si apn est pair, alors 22V p et 227 1 + upy sont compris entre 4q et 4q + 2 ou

aN = 2q;
Si an est impair, alors 22"y et 22"z + uy sont compris entre 4q¢ — 2 et 4q ou
any =2q —1;

donc, par 4-périodicité de ¢, on a :
0(22" z + un) — p(2%" 7)

1= (22Nx +uy —4q) — (1 — (22Nx —4q)) siay pair
)1+ (22Nx +uy —4q) — (1 + (22Nx —4q)) siay impair
02z +un) — 022 z) = uy

d’ou :

fn(@+hw) - ) = 55 = iQLN.
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* pour n > N :

On a 2" — 2V =2N(2""N) > 2 car N € N* donc ¢ = 92" =22y, est un

entier et on a :
_9oN

22nhN = 22" UN = 4q
Par suite, par 4-périodicité de ¢ :
fa(@+hy)—fole) = (2% c+2% hy) — (2% 1) = (2% £ +4q) —p(2¥ ) = 0.

ii. Comme ¢ est 1-lipschitzienne sur R, on a, pour tout n € N* :

n n n n n N
lp(2% z + 2% hy) — (2% )| < 22" |hy| =222

Par suite, sin < N, on a 2% — 2N < 2N—-1 _ 9N — _9N=1 Qo
n . @ 1
lp(2%"z + 2% hy) — (2% z)| < v
Ainsi, on a :
N-1
|Sn-1(z + hn) = Sn-1(z)] = Z (fu(z + hn) = fu(x))
n=1
N-1
n=1
N-—1 n n n
- (2% x + 22" hy) — (2% 2)|
n=1 2n
1 =1
= 2V on
n=1
N
=1-—m<1
1
S 22N—1

(¢) On a, d’apres les deux précédentes questions, pour tout N € N* :

S(z + hy) — S(x) LR
o ] ngﬂ(f ( ~N) — fa(2))
2N 1
= 2° |(Sn-1(z+hy) — Sy_1(x)) = oN
N 1
> 22 (Q—N —|Sn-1(z + hn) — Sn-1(z)|
N, 1 1
2
> (27\, - 22N7—1)
Ainsi, on a :
S(z+hy) =S@)|  ov, L 1 2NN !
> — ) = -
hN £ 2 (2N 22N—1) 2 (1 22N_1—N) n—-+o00 169
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Or, on remarque que la suite (h,)pen converge vers 0, donc la quantité
w n’admet pas de limite finie quand h tend vers 0 i.e. S n’est pas
dérivable en z.

Ceci étant vrai pour tout x € R, S n’est dérivable en aucun point de R et est continue
en tout point de R!

Apergu des fonctions : ¢ (en noir); Sy (en bleu); S (en vert); Ss (en rouge).

2. Limites

a. Interversion de limites

,(Théoréme 3.) Théoréme de la double limite

Soit a € A et (f,)nen une suite de fonctions qui converge uniformément vers une fonction f sur
A. Si, pour tout n € N, il existe ¢, € F tel que f,(x) —— £, alors :
r—a

i) il existe £ € F tel que la suite (¢, )nen converge dans F vers { et,
ii) f(z) — £
r—a
Autrement dit,

lim f(z) = lim | lim fn(:z:)> = lim (lim fn(x))

Tr—ra T—ra (n~>+oo n—-+oo \r—a

Sous les mémes hypotheéses, le résultat est valable dans les cas suivants :
— ACReta=+00;

— F =1R; a partir d'un certain rang, ¢, = lim,_,, f,(x) = *oo; et £ = fo0.
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Cette démonstration est hors programme car nous n’avons pas le bon cadre permettant de la
démontrer ”joliment” : il nous manque la notion d’espace métrique complet. En fait, I’énoncé
reste vrai en supposant que F' (I’espace d’arrivée des fonctions f, et f) est un espace métrique
complet. Dans notre cas, F' est bien complet car c’est un espace vectoriel normé de dimension
finie sur R ou C.

Un espace métrique est dit complet si toutes les suites a valeurs dans cet espace dont les termes
se rapprochent uniformément en l'infini - on appelle cela une suite de Cauchy - convergent. De
maniere imagée, un espace complet est un ensemble dans lequel il n’y a pas d’élement "manquant”,
de 7trou”, métriquement parlant - penser & Q et R munis de la distance associée a la valeur
absolue : Q n’est pas complet et R 'est; les trous dans Q sont lesL irrajtionnels. Par exemple,

10"e

pour montrer la non-complétude de Q, on peut considérer la suite (~55r)nen qui est une suite

de Cauchy a valeurs dans Q mais qui ne converge pas dans QQ car e est irrationnel (oui, e est
irrationnel ! Exercice : prendre la suite (S,) des sommes partielles de > % et la suite (Sn, +
qu’elles sont adjacentes - et donc de limite e puis en déduire que e est bien irrationnel).
Comme dit précédemment, (R, |- |) est complet : pour le démontrer, il nous faudrait construire
proprement ’ensemble des réels, ce qui est compléetement hors programme. Selon la construction
effectuée (avec des suites de Cauchy justement ou les coupures de Dedekind par exemple), la
complétude ne s’obtient pas de la méme maniere.

Pour démontrer notre énoncé tout en restant dans le programme, nous allons ”tricher” un peu,
en laissant sous silence la construction de R, et en nous inspirant d’une fagon de montrer la

complétude de R, sans en parler bien-siir !

ﬁ) ; montrer

Allons-y :

Soit @ € A et (f)nen une suite de fonctions qui converge uniformément vers une fonction f sur
A telle que, pour tout n € N, il existe ¢,, € F' tel que f,(x) — £,,.
Tr—a

i) Montrons que la suite (£,,)nen converge.
Soit £ > 0. Comme (f,,)nen converge uniformément vers f sur A, il existe un rang N € N
tel que, pour tout entier n > N, || f,, — f|loc < §. Ainsi, pour tous p,q € N tels que p,q > N
et pour tout z € A, on a :

I fp(x) = fo(@)lF < 1fp(x) = f@)F + 1 fo(x) = F@IIF < Ifp = flloo + 1fg = fllo <e.

Par suite, en passant & la limite quand « tend vers a, application v — ||u||r étant continue
sur F', on obtient :
14p — LgllF < e

C’est ici que nous devons nous compliquer la vie : avec I'hypothése F' complet, nous aurions
pu conclure directement que la suite (¢,,)nen converge car nous venons de prouver qu’il
s’agit d’une suite de Cauchy. Rusons pour nous en sortir dans le cadre du programme :
pour tout n > N, on a ||ly]|lr < [[€n — En|lFr + |1¢n]|F < €+ ||¢n| F, done la suite (£y,)nen
est bornée & partir du rang N et donc est bornée tout court !

Comme F' est un espace vectoriel normé de dimension finie (sur K = R ou C), le théoréme
de Bolzano-Weierstrass s’applique & la suite (¢,)nen : il existe une sous-suite (£, (n))nen
qui converge vers un certain £ € F.

Soit &’ > 0. On pose € = %/ > 0.

Comme (£, (n))nen converge vers £, il existe un rang M € N tel que pour tout n > M,
I€o(ny —L|lF < € et en reprenant le calcul initial, il existe N € N tel que pour tous p,q > N,
[€p — Lqllm < e.

On pose N’ = max(N, M) € N. Pour tout n > N’, on a ¢(n) >n > N, d’ou :

1 =l < [ = Loyl 2 + o) — Lllr < 26 = €.
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Par suite, (£,)nen converge.
ii) Notons ¢ la limite de la suite (¢,)nen et montrons que f(x) — £. Soit € > 0.
T—a

— Comme (fy,)nen converge uniformément vers f sur A, il existe un rang N; € N tel que,
pour tout entier n > N1, || fn — flloo < £

— comme (€,)nen converge vers £, il existe un rang Ny € N tel que, pour tout entier
n > No, [[€, —L||lr < §5

— pour N = max(Ny, Na), comme fy(z) — Iy, il existe & > 0 tel que pour tout
€A, |r—allp <é=|fy@)nllF <35

Par suite, pour tout z € A tel que ||z —a||p <, on a :

If(2) = Lllr < |If(@) = fn(@)llE + lfn(2) = Inlle + |[€n = LllE <e.
<

SIfv=fllo<§

<

wlm
wlm

Ainsi, f(z) — L.
T—ra

b. Cas des séries

,lThéoréme 4.) Inversion limite/somme

Soit a € A et Y £, une série de fonctions qui converge uniformément sur A. Si, pour tout n € N,
il existe £,, € F tel que f,(z) —— ¢, alors la série > £,, converge et on a :
r—a

+oo +oo
lim 3 fu(@) = > (lim fu(@))
n=0 n=0

Sous les mémes hypotheéses, le résultat est valable dans les cas ot A C R et a = +o0.

Exercice 15.

1. Justifier 'existence et déterminer lims_, 4o ($).

1

2. Justifier 'existence et déterminer lim, o+ 2>, _, PR
n?+x

3. Intégration

Dans ce paragraphe, les fonctions considérées sont définies sur un intervalle d’intérieur non vide I de
R et sont a valeurs dans K = R ou C; de plus, a, b sont des éléments de I tels que a < b.

a. Intégration sur un segment

On rappelle la notation suivante :
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Notation 2.| Norme de la convergence en moyenne

Soit C([a, b], K) 'espace vectoriel sur K des fonctions continues de [a,b] dans K. On note || - ||;
la norme de la convergence en moyenne sur C([a,b],K) i.e. pour f € C([a,b],K) :

b
1]l = / ()] dt.

Proposition 11.

Soit (f) une suite de fonctions continues et f une fonction continue de [a, b] dans K. Si (f5)nen
converge en moyenne vers f ie. ||f, — fl1 R 0, alors
n—-+0oo

lim /ab Falt)dt = /abf(t) dt.

n—-+o0o

S fa®dt = [ f@) @t = | [ (fa®) = £2))
< Jo 1fa(®) = £()] dt

= ||fn—fH1 mﬂ

Sur C(]a, b],K), la norme de la convergence en moyenne est dominée par la norme de la conver-
gence uniforme ; plus précisément, on a, pour tout f € C([a,b],K) :

£l < (b= @)l flloo-

Soit f € C([a,b],K). On a :

b b
[ 1w a<ifle [ d=@-a)lfle
a ~—~— a

<supefa,p [ f (D)
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,(Théoréme 5.) Interversion limite/intégrale

Soit (fn)nen une suite de fonctions continues et f une fonction de [a,b] dans K. Si (fn)nen
converge uniformément vers f sur [a,b] alors f € C([a,b],K) et

b b b
Aﬁyﬂh@“:lnﬁgﬂ@“:Lf@“

On suppose que (fn)nen converge uniformément vers f sur [a,b]. Alors, comme les (fy,) sont
continues sur [a, b], alors f est continue sur [a, b]. Ainsi, pour tout n € N, f,, — f € C([a,b],K) et
on a, d’apres le lemme précédent :

[fn = Fllh < (0= a)llfn = flloo ——— 0.

n—-+o0o

Donc (f,,) converge en moyenne vers f. Par suite, d’apres la proposition précédente, on a :
b )

1m‘[hma=4%@a

n—-+oo

Exercice 16.

1

Déterminer lim nsin™(x) dx.
n—-+oo 0

Pour n € N, on pose f, : z — nsin™(z) qui est continue sur [0,1]. Etudions la convergence
uniforme de la suite (f)nen-

CVS sur [0,1] :

Soit z € [0,1]. Etudions la nature de (f,,())nen-
Comme [0,1] C [0, 5[, on a 0 < sin(x) < 1 donc, par croissances comparées :

fn(z) = nsin™(z) R 0.

Par suite, (fn)nen converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.
CVU sur [0,1] :
On a, par positivité et croissance de la fonction sin™ sur [0,1] :

| frn — flloo = msin™(1) P 0.

Par suite, (f)nen converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction nulle.

Ainsi, d’apres le théoréeme d’interversion limite/intégrale, on a :

n—-+o00 n—-+o0o

1 1 1
lim nsin”(x)dz = / < lim nsin"(x)) dz = / 0dz = 0.
0 0 0
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b. Intégration des séries de fonctions

{ Théoréme 6.) Interversion intégrale/somme

Soit > fn une série de fonctions continues de [a,b] dans K. Si 3 f,, converge uniformément sur
[a, b] vers sa somme S, alors on a :

+oo b b b [+
fa)dt) = | S@)dt = fat) | dt.
g(/ 0 ) | s /(Zj <>)

On note (Sy)nen = Y fn. Comme pour tout k € N, f,, est continue sur [a,b], S, = > 1 _, fx est
continue sur [a, b] comme somme de fonctions continues sur [a, b] et (Sp)neny = D, fn converge uni-
formément sur [a, b] vers S. Ainsi, on obtient le résultat en appliquant le théoréme d’interversion
limite/intégrale (Théoréme 5) & la suite de fonctions (S, )nen- O

Exercice 17.

est définie et continue sur [0,7], puis démontrer que

sin(nx)
2

—+o0
Montrer que L o=
que f ; ;

i 7
/0 7t dt = 1¢(3).

c. Primitives

Soit a € I, (fn)nen une suite de fonctions continues et f une fonction de I dans K. Si (f,,)nen
converge uniformément vers f sur tout segment de I, alors pour tout « € I :

lim /jfn(t)dt:/axnggrlwfn(t)dt:/axf(t)dt.

n——+o0o

Soit a € I et > f,, une série de fonctions continues de I dans K. Si ) f,, converge uniformément

sur tout segment de I vers sa somme S, alors on a :

:Z: (/: fa(t) dt) = /: S(t)ydt = /: (ifn(t)> dt.

On applique le théoréme 5 sur le segment [a, z]. O
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Exercice 18.

+oo
x
Montrer que pour tout = €] — 1, 1], Z — =—In(1—x).
n
n=1
Pour n € N, on pose f, :  — 2™ qui est une fonction continue sur | — 1,1[. De plus, d’apres
Pexemple 6 la série > f,, converge uniformément sur tout segment de | — 1, 1[ vers la fonction
R e
=47

Ainsi, d’aprés le théoréme 7, pour tout €] —1,1[, on a :

_1n(1—x):/jS(t)dt:i(/jt”dt) =§:n+1 :i%

4. Dérivation

Dans ce paragraphe, les fonctions considérées sont définies sur un intervalle d’intérieur non vide I de
R et sont a valeurs dans K = R ou C; de plus, a,b sont des éléments de I tels que a < b.

a. Dérivation des suites de fonctions

{ Théoréme 8.) Interversion dérivation/limite

Soit (fn)nen une suite de fonctions de classe C* sur I et f, g des fonctions de I dans K. Si

i) la suite (f,)nen converge simplement vers f sur [ et;
ii) la suite (f},)nen converge uniformément vers g sur tout segment de I.

Alors la suite (f,)nen converge uniformément vers f sur tout segment de I et la fonction f est
de classe C! sur I otton a :

1
I : o : !
f o (ngr-ll-loo fn) 9= nll)l-&r-loo fn

En fait, on peut affaiblir les hypotheses du théoréme sans changer sa conclusion : le résultat reste
valide si on remplace i) par : ”il existe a € I et £ € K tel que (f,(a))nen converge vers £” et en
posant f :x f; g(z) dt + ¢. Montrons le :

Tout d’abord, remarquons que la fonction g est continue sur I d’aprées le théoreme de continuité
des limites de suites de fonctions car les f;, sont continues sur I et la suite (f),)nen converge sur
tout segment de I vers la fonction g.

Ainsi, la fonction f: z — f; g(z) dt + ¢ est définie sur I et de classe C! sur I comme primitive
sur I de la fonction g continue sur I.

Comme les f,, sont C! sur I, les f! sont continues sur I et d’apres ii), la suite (f/,)nen converge
sur tout segment de I vers la fonction g. Ainsi, d’aprés le théoréeme 7, pour z € I, la suite
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(/ fn(t) dt) converge et on a :
& neN

f(x)—éz/;g(t)dt: lim /:f,’l(t)dt.

n—-4o0o

Comme la suite (fy,)nen converge simplement vers f sur I, (f,,(a))nen converge vers £ et de plus,
on a, pour tout n € N :

xr
fu0) = [ Fi®dt+ (@),
a
Ainsi, la suite (f,(2))nen converge comme combinaison linéaire de suite convergente et on a :

fa(@) —— f(@) + L= L= f(2).

n—-+oo

Il en résulte que (f,)nen converge simplement vers f sur I et on a :

(lim fn> =f =g= lim f.

n—-+o0o n—-+o0o

Il reste a montrer que la convergence est uniforme sur tout segment de I :
Soit S un segment de I de longueur s et contenant a. Pour tout € S, on a :

[ rwars s - ([ aae—o)|

/;(f;(t) — g(8)) dt + fula) — g'

max(a,z)
/ FL0) — ()] dt + | fula) — €]
—_——

() = f(2)]

<

) s
< lz—alllfy — 9llco,s + | fn(a) — ¢
< sllfy = glloo,s + [ fn(a) — 2.

Par suite, f,, — f est bornée sur S (mais on le savait déja car f,, — f est continue sur le segment
S) et on a, par convergence uniforme sur S de (f/)nen vers g et par convergence de (fn(a))nen
vers £ :

| = flloo,s < 5Hf7/z - gHoo’S + [fn(a) — ] ——— 0.

Ainsi (f,)nen converge uniformément sur tout segment de I contenant a vers f. Or, tout segment
de I est inclus dans un segment de I contenant a, donc (f,,)nen converge uniformément sur tout
segment de I vers f. O

Remarque 4.

Dans la conclusion, on ne peut pas espérer mieux que la convergence uniforme de (f,,)nen sur
tout segment de I, et ce, méme si on a convergence uniforme de (f!)nen sur I tout entier vers
g. En effet, pour f,, : x> (z+ )2, on a (f},)nen converge uniformément sur R vers g : z — 2z
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mais (fn)nen ne converge pas uniformément vers f : x + 22 sur R tout entier (mais converge
bien stir uniformément sur tout segment de R)!

Corollaire 2. Cas des fonctions de classe C*

Soit k € N*, (fn)nen une suite de fonctions de I dans K de classe C* sur I. Si
i) pour tout ¢ € [0,k — 1], la suite ( fT(f))neN converge simplement vers f sur [ et;

ii) la suite ( fﬁk))neN converge uniformément sur tout segment de I.
Alors la limite simple f de la suite (f,,)nen est de classe C* sur I et, pour tout k € [0, k], on a

b. Dérivation des séries de fonctions

,(Théoréme 9.) Interversion dérivation/somme

Soit 3" f,, une série de fonctions de I dans K de classe C! sur I. Si

i) la série Y f, converge simplement vers sa somme S sur I et;

ii) la série Y f; converge uniformément sur tout segment de I.

Alors la série Y f,, converge uniformément vers S sur tout segment de I et la fonction S est de

classe C! sur I ot on a :
00 ! +00
(3n) 52
n=0 n=0

Exemple 9.

La série de fonctions Y f,, de terme général f,, :  — fL—T,L est C! de somme S sur Retona S’ = S
et ainsi S = exp car S(0) = 1.
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On applique le théoreme précédent :
e les f,, sont de classe C* sur R car ce sont des fonctions polynomiales et on a, pour
tout x e R :
0 sin=0
fal@)=4q a"!
(n—1)!
e CVS sur R : Soit z € R. En appliquant la regle de D’Alembert, on montre que

n

sin > 0.

"'L. 7’ 7’ . .

— est le terme général d’une série numérique absolument convergente et donc
n!

convergente.

Ainsi, Y f,, converge simplement sur R.

e CVU sur tout segment de R de la série des dérivées :
Soit @ > 0. On établit la Convergence Normale sur [—a, al.
Soit n € N. On a f§ = 0 et pour tout z € [—a,a],

|x|n—1 an—l

(@)l = n—1)! = (n—1)

=1
(n—1)!
série convergente d’apres, par exemple, la regle de d’Alembert.
Ainsi, par comparaison, Y ||f}||cc converge. Il en résulte que, pour tout ¢ > 0,
> fI converge normalement sur [—a, al, et donc que Y f/ converge uniformément
sur tout segment de R.

donc ||f! |leo < (c’est méme une égalité) qui est le terme général d’une

Par suite, d’apres le théoréme d’interversion dérivation/somme, S est de classe C! sur R
et on a pour tout x € R :

d Xan XN g X gt X gm
O = T 2w = 2 ol 2 D)~ 2 = 5@

Remarque : Ainsi, comme S(0) = 1, S est solution du probléeme de Cauchy :

Y=y
y(0) =1
dont 'unique solution est la fonction x +— e*.
On a donc montré ’égalité qu’il faut absolument connaitre :

+OO£L'TL
T __
VzeR, e —E T
n=0

Corollaire 3. Cas des séries de fonctions de classe C*

Soit k € N*, 3 f,, une série de fonctions de I dans K de classe C* sur I. Si

i) pour tout i € [0,k — 1], la série ) fy(f) converge simplement vers f sur I et;
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ii) la série 3 f(*) converge uniformément sur tout segment de I.

Alors la somme S de la série > f,, est de classe C* sur I et, pour tout i € [0,k], on a

+oo (@) +00
s = (Z fn> =) .
n=0

n=0

c. Suites et séries de fonctions de classe C*

,(Théoréme 10.) Cas des fonctions de classe C>

e Théoréme d’interversion dérivation /limite

Soit (fn)nen une suite de fonctions de I dans K de classe C* sur I. Si,
i) la suite (f,)nen converge simplement sur I, et

ii) pour tout k € N*| la suite ( f,(lk))neN converge uniformément sur tout segment de I,
alors la limite simple f de la suite (f,)nen est de classe C° sur I et, pour tout k € N,

ona f*) = (lim,_ o fn)(k) = limy, 100 f,(Lk).

e Théoréme d’interversion dérivation /somme
Soit Y fy, une série de fonctions de I dans K de classe C* sur I. Si,
i) la série Y f,, converge simplement sur I, et

ii) pour tout k € N*| la série > fék) converge uniformément sur tout segment de I,
alors la somme S de la série Y f,, est de classe C°° sur I et, pour tout k € N, on a :

+oo (k) +oo
0= (0] -X
n=0

n=0

Exemple 10.

La série de fonctions > f,, de terme général f, : z — fl—T,L est C*° de somme S sur R et on pour
tout k € N, S*®) = 5.

Exercice 19.

1. Montrer que la série de fonctions Y f,, de terme général f,, : © — z™ est C>° sur | — 1,1].
Pour k£ € N, en déduire une expression, pour tout z €] — 1,1[, de :

n=0

2. Montrer que la fonction ¢ est C*° sur |1, +o0| et pour k € N déterminer ¢*).

) . +oo e~ T
3. Montrer que la fonction ¢ : x +— Y "7 21
que f est croissante et déterminer lim,_ .o+ f(z). En déduire que f n’est pas dérivable en
0.

est continue sur Ry et C*° sur R* . Montrer
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1
2. Montrons que ¢ : z — Z:: — est de classe C* sur |1, +oo[. Pour cela, on vérifie les
n
hypotheses du théoréme d’interversion dérivation/somme (version C'*) :
i) Pour tout n € N*, f,, : @ — - est de classe C* sur ]1, +ool;

ii) pour tout k € N, la série ) fy(Lk) converge uniformément sur tout segment de |1, +00[.

i) Soit n € N*. On a, pour z €]1, +o00[, fn(x) = n% = e~ 2In(") Ajnsi, f, est de classe C>
sur R comme composée de la fonction exp et = — —zIn(n) qui sont C*° sur R. Ainsi,
en particulier, f, est de classe C* sur ]1,+o00[ et on a, pour k € N et z €]1,4+00] :

(=1)* In(n)*

noc

f(lc) _ (71)k1n(n)k67$ln(n) _

ii) Soit k € N. Soit a > 1. On étudie la convergence normale de ) 75 sur [a, +o0].
Soit n € N. On a :

_1)k k k
Hfr(zk)”OO _ sup '( 1) ln(n) < IH(TL) .
z€la,+oo| n* ne
In(n)" Al - -
— Pour k£ =0, = — est le terme général d’une série convergente d’apres le
ne ne

critére de Riemann car a > 1. Ainsi, Y f,, converge normalement sur [a, +00[.

=1
— Soit k € N*. Pour tout 3 > 0, In(n) = o(n?) ; ainsi, pour 8 = a4 0,ona:

2k
1 k
n(n) _ 0( 1 )
ne na—k,@
a1 a+1 . s 9
Ora—kB =a-% = 5 > 1 car a > 1; par suite, d’apres le critere de

Riemann, est le terme général d’une série convergente et donc

1 In(n)*
v flia) Pest
aussi par comparaison. Ainsi, »_ fy(Lk) converge normalement sur [a, +00]
Il en résulte que, pour tout k € N, > fT(Lk) converge uniformément sur [a, +0o0 pour
tout @ > 1 et donc sur tout segment de |1, +o00|.
11 en résulte que, par le théoréme d’interversion dérivation/somme, ¢ est de classe C*°
sur |1, +o0[, et on a, pour tout k € N et tout = €]1, +o0[ :

~+o0 () +o0 +oo ln(n)k
(W) = (Z fn> () =) @) =(-1* )y —
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Partie C

Approximation uniforme

Dans cette partie, les fonctions considérées sont définies sur un intervalle I de R d’intérieur non vide et
sont & valeurs dans un espace vectoriel F' sur K = R ou C de dimension finie. De plus, a, b désignent deux
réels de I tels que a < b.

1. Définitions

Définition 8. Subdivision d’un segment

Soit n € N* et 0 = (a;)ic[o,n] une famille finie & valeurs dans [a,b]. On dit que o est une
subdivision du segment [a, b] si

a=ay< a1 <...<@p_1<a, =0>b.

Définition 9.| Fonctions en escalier

Soit ¢ : [a,b] — F. On dit que ¢ est une fonction en escalier sur [a,b] s’il existe une
subdivision o = (ag, ..., a,) de [a, b] telle que pour tout ¢ € [0,n — 1], Pllasasinl est constante.

On note Esc([a, b], F') 'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

Définition 10., Fonctions continues par morceaus

Soit f : I — F. On dit que f est continue par morceaux sur le segment [a,b] s'il existe
une subdivision o = (ao, ..., a,) de [a,b] telle que pour tout i € [0,n—1], f| . est continue

aj,a;41

et prolongeable par continuité sur [a;, a;4+1].

On dit que f est continue par morceaux sur ’intervalle [ si f est continue par morceaux
sur tout segment de 1.

On note Cp, (I, F') Vensemble des fonctions continues par morceaux sur 1.

Exercice 20.

1. Dessiner quelques graphes de fonctions en escalier et continues par morceaux sur un seg-
ment.

2. Montrer que Cpy, (I, F) est un sous-espace vectoriel de Fy,(I, F).

2. Approximation uniforme par des fonctions en escalier
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Théoréme 11.

Soit f € Cpm([a,b], F). Alors, pour tout £ > 0, il existe ¢ € Esc([a, b], F) telle que || f — ¢l < €.

Autrement dit, toute fonction continue par morceaux sur [a,b] est limite uniforme d’une suite
de fonctions en escalier sur [a, b].

Autrement dit, I'ensemble Esc([a, b], F') est dense dans (Cpm([a,b], F), | - o)

e On traite tout d’abord le cas f continue sur [a,b]. Alors, d’apres le théoréme de Heine, f
est uniformément continue sur [a, b].
Soit € > 0. Alors il existe § > 0 tel que, pour tout z,y € [a,b] avec |z —y| < 4, || f(x) —
f(@W)|lFr < e. On construit alors une subdivision de [a, b] de la fagon suivante :

—a —a
— comme la suite (—— ), en+ converge vers 0, il existe n € N* tel que <.
n
. b—a
— pour ¢ € [[O,n]], on pose a; = a +1
n
Ainsi, 0 = (ag, - . ., ay) est une subdivision de [a, b]. On définit alors la fonction en escalier

@ :la,b] = F, pour z € [a,b], par :

(p(x):{f(a) siz=a

flair1) sia; <z <ajpr,t €[0,n—1].
Pour z € [a, b], on a l'alternative :
— z =a. Alors ||f(a) — p(a)||lr =0<e.
— il existe i € ¢ € [0,n — 1] tel que z €a;, a;+1]. Alors |z — a;41] < 6, donc :

1f(2) = p@)llr = If(2) = flai)llr <e.
Dans tous les cas, || f(z) — ¢(z)||r < e. Par suite, ||f — @[l < e.

o Traitons maintenant le cas général f € Cp,([a,d], F'). On considére une subdivision o =
(ag,...,a,) adaptée a f et on note, pour tout ¢ € [0,n — 1], f; le prolongement par
continuité de f|1a7¢,a¢+1[ sur [a;, a;y1].

Soit € > 0. Comme pour chaque i € [0,n — 1], f; est continue sur [a;, a; 1], en appliquant

le point précédent & f;, on construit p; € Esc([a,b], F) telle que || f; — ¢illco < €.

On définit alors la fonction en escalier ¢ : [a,b] — F, pour z € [a,b], par :
fla; siz=ua;, t€[0,n
olz) =710 0.7
wi(x) sia; <z <ap, i€ [0,n—1].
Pour z € [a,b], on a lalternative :
— il existe ¢ € i € [0,n] tel que x = a;. Alors ||f(a;) — ¢(a;)||Fr =0 <e.
— il existe i € i € [0,n — 1] tel que = €]a;, a;11[. Alors, on a :
I1f(2) = e(@)llr = lfi(z) = pi(@)]|r < [Ifi = pillc <e.
Dans tous les cas, || f(z) — ¢(z)||r < e. Par suite, ||f — ¢|lo < €.

Pour démontrer ce point, on pouvait également remarquer que tout fonction continue par
morceaux sur [a,b] est la somme d’une fonction continue et d’une fonction en escalier.
On conclut alors en approximant, grace au premier point, cette fonction continue par une
fonction en escalier.

O
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Exercice 21.
Montrer que toute fonction continue sur le segment [a,b] est limite uniforme d’une suite de

fonctions affines par morceaux.

Exercice 22. Cas particulier du Lemme intégrale de Riemann-Lebesque

Soit f € Cpm([a,b],C). Montrer que f; ft)emtdt — 0.

3. Approximation uniforme par des fonctions polynomiales

Notation 3. Fonctions polynomiales

On note P([a, b], K) l'ensemble des fonctions polynomiales de R dans K restreintes au segment
[a,b] i.e. sip € P([a,b],K), il existe P € K[X] tel que, pour tout x € [a,b], p(x) = P(x).

,(Théoréme 12.] Théoréeme de Weierstrass

Soit f € C([a,b],K). Alors, pour tout £ > 0, il existe p € P([a, b],K) telle que ||f — ¢|loo < €.

Autrement dit, toute fonction continue sur [a,b] est limite uniforme d’une suite de fonctions
polynomiales.

Autrement dit, I’ensemble P([a, b], K) est dense dans (C([a,b],K),| - |lco)-

Exercice 23.

Soit f € C(]0,1],R). Montrer que si, pour tout n € N, fol t"f(t)dt = 0, alors f est la fonction
nulle sur [0, 1].
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