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Dans ce chapitre, on utilisera la notation A pour désigner le complémentaire d’une sous-partie A d’un
ensemble.



Partie A

Dénombrabilité

Dans cette partie, E et F' désignent des ensembles quelconques.
1. Généralités
Définition 1. Dénombrabilité

— On dit que E est au plus dénombrable s’il est en bijection avec une partie de N.

— On dit que F est dénombrable s’il est en bijection avec N.

Exemple 1.

— Un ensemble fini est au plus dénombrable.

En effet, si son cardinal est n, alors il est en bijection avec la partie finie de N,
[0,n].

— L’ensemble N et N* sont dénombrables.

Pour la dénombrabilité de N il suffit de considérer I'identité. Quant a N*, ’applica-
tion f : n— n+1 est une bijection de N dans N* (sa réciproque est g : n — n—1).

— L’ensemble Z est dénombrable.

On définit 'application f : N — Z telle que, pour n € N
z si n pair
f(n)—{QnH R
—12=  sin impair
ie. f(0) =0, f(1) = -1, f(2) = 1, £(3) = —2, f(4) =2, etc...

f est bijective de réciproque f~!:Z — N :

2k sik>0
—1 _ £
f (”)_{_(2k+1) si k<0

Exercice 1.

Montrer que 2N est un ensemble dénombrable.



On définit f : N — 2N par :
VneN, f(n)=2n

Alors f est bijective : sa réciproque est g : 2N — N ou, pour tout k € 2N, g(k) = g

En fait, on a le résultat général suivant :

Proposition 1.

Soit A une partie infinie de N. Alors A est dénombrable.

Soit A une partie infinie de N. Alors A est non vide - car ’ensemble vide est un ensemble fini
(de cardinal 0), et A est non majoré dans N car, si on suppose par I’absurde qu’il est majoré par
n € N, alors A C [0,n] qui est fini, contradiction.
On construit par récurrence une suite strictement croissante (u,) & valeurs dans A qui parcourt,
dans 'ordre, tous les éléments de A :
— Initialisation. Comme A est une partie non vide de N, A possede un plus petit élément
min(A). On note alors up = min(A).
— Hérédité. Soit n € N. On suppose ug, ..., u,, construits. Comme A n’est pas majoré par
Uy, Uensemble {k € A | kK > u,} est une partie non vide de N et donc posséde un plus
petit élément que l'on note u,4+; i.e.

Unt1 =min({k € A | k > u,}).

Ainsi la fonction de N dans A associée a la suite (uy,), @ : n — u,, est une bijection.
En effet, elle est :

— injective. Pour tout n € N, par construction, on a w41 > u,. Par suite la suite (u,) est
strictement croissante et donc la fonction ¢ lest aussi. Ainsi, ¢ est injective.

— surjective. Soit k € A. Comme la suite (uy) est strictement croissante, il existe m € N tel
que U, 41 > k. L’ensemble de ces m est une partie non vide de N, donc il en existe un plus
petit que l'on note n i.e. up41 >k et k > uy,.

Or, par définition, u,11 est le plus petit élément de A strictement plus grand que u,, donc

linégalité w,11 > k > u,, est impossible. Ainsi, ¢(n) = w,, = k. Par suite, ¢ est surjective.
O

Proposition 2.

L’ensemble E est au plus dénombrable si, et seulement si, il existe une injection de F dans N.

Si F est au plus dénombrable, alors il existe une bijection f de F dans A C E. Par suite,
f: E — N est injective.

Réciproquement, s’il existe une injection f de E dans N, alors f : E — f(FE) est une bijection de



E dans la partie f(E) de N. Donc E est au plus dénombrable. O

Exemple 2.

L’ensemble N? est dénombrable : en effet, I'application (n,m) — 2"3™ est injective par unicité
de la décomposition d’un nombre entier en facteurs premiers et de plus, N2 est infini.

Proposition 3.

Soit A C E. Si E est dénombrable, alors A est au plus dénombrable. Et de plus, si F est
dénombrable et A est infini, alors A est dénombrable.

On suppose E dénombrable. Alors il existe une bijection f : E — N. De plus, 'application
id|4 : A — E telle que, pour a € A, id|4(a) = a est injective. Par suite, I’application g = id|4 o f :
A — N est injective. Il en résulte que A est au plus dénombrable.

De plus, si A est infini, g : A — g(A) est une bijection et g(A) est donc une partie infinie de N.
Par suite, g(A) est dénombrable, donc il existe une bijection h : g(A) — N. Ainsi, g o h est une
bijection de A dans N. Donc A est dénombrable. O

Proposition 4.

On suppose E non vide. Alors E est au plus dénombrable si, et seulement si, il existe une
surjection de N sur F.

¢ (=). On suppose E au plus dénombrable. Alors il existe A C Net f : A — E une bijection.
Comme FE est non vide, on choisit xy € E et on construit 'application f : pour tout n € N,

) f(n) sinecA
() = {xo sin¢ A

Alors on a f(N) = f(A) U {zo} = f(A) = E. Donc f est une surjection de N sur E.

e (<). On suppose qu'il existe f : N — E une surjection. Montrons qu’il existe une appli-
cation injective g de E dans N. Comme f est surjective, pour tout z € E, f~1({z}) est
une partie non vide de N. Ainsi, la fonction de F dans N :

g:z+— min(f 1 ({z})

est injective. En effet, pour x,y € E tels que g(x) = g(y), on a z = f(g(x)) = f(9(y)) =



Exercice 2.

Montrer de nouveau que N? est dénombrable en exhibant (graphiquement) une surjection de N2
sur N.

2. Opérations sur les ensembles dénombrables

Proposition 5.| Produit cartésien

Si E, F' sont dénombrables, alors E x F' est dénombrable.

On suppose E, F' dénombrables. Alors il existe des bijections f: E — Net g : FF — N. Alors la
fonction (z,y) — (f(x),g(y)) est une bijection de E x F' dans N? qui est lui-méme dénombrable.
Ainsi, on peut construire une bijection de N sur E x F. Par suite, E X F' est dénombrable. [

Exemple 3.

L’ensemble Q des nombres rationnels est dénombrable.

En effet, Papplication f : Z x N* — Q telle que, pour (p,q) € Z x N*, f(p,q) = g est

surjective et 'ensemble Z x N* est dénombrable comme produit cartésien d’ensembles
dénombrables. Par suite, il existe une surjection de N sur Q, d’ou Q est dénombrable.

Remarque 1.

Par récurrence, on obtient qu'un produit cartésien d’une famille finie (non vide) d’ensembles
dénombrables est dénombrable.

Exercice 3.

Soit A, B des parties de E. Montrer que si A, B sont dénombrables, alors AU B est dénombrable.

On a la généralisation suivante :

Proposition 6. Réunion

Soit (4;)ier une famille de parties de E. Si I est au plus dénombrable et si, pour tout i € I, A4;
est au plus dénombrable, alors U A; est au plus dénombrable. Et de plus, s'il existe i € I tel
iel
que A; est dénombrable, alors U A; est dénombrable.
iel



On suppose I non vide, au plus dénombrable et pour tout i € I, A; au plus dénombrable. Alors,
pour chaque i € I, il existe une surjection f; de N dans A; (quitte a le supprimer de la liste, on
peut supposer A; non vide). Alors la fonction f: I xN — |, ; A; telle quel, pour (i,n) € I xN:

fli,n) = fi(n).

iel

est surjective. En effet, pour tout a € | J,.; A;, il existe i € I tel que a € A; et il existe n € N tel

que a = f;(n); par suite, a)f(i,n).
Ainsi, comme I x N est dénombrable, il en résulte que

el

;er Ai est dénombrable. O

3. Exemples d’ensembles non dénombrables

Proposition 7.

Il n’existe aucune surjection de E sur 'ensemble P(E) des parties de E.

Soit f : E — P(F) une application. On note A = {z € E | z ¢ f(x)}. Alors A C P(F) n’a pas
d’antécédent par f. En effet, pour x € E on a :

— ler cas : x € A. Alors f(z) # A car comme x € A, par définition de A, x ¢ f(z).
— 2nd cas : x ¢ A. Alors f(x) # A car comme z ¢ A, par définition de A, z € f(z).
Dans tous les cas, f(z) # A.
Il en résulte que f n’est pas surjective. O

Remarque 2.

1l en résulte que P(N) n’est pas dénombrable : en effet, il n’existe a fortiori aucune bijection de
N dans P(N).

Exercice 4.

1. Montrer que P(E) est en bijection avec {0, 1}¥.

2. On considére X = {0,1}". Montrer que X n’est pas dénombrable grace & l'argument
diagonal de Cantor : supposer par I’'absurde qu’il existe une énumération (indexée par N)
de X, et construire un élément de X qui ne peut pas étre dans cette énumération (indice :
argument "diagonal”!).

3. En déduire qu'un produit dénombrable d’ensembles au plus dénombrables n’est pas dé-
nombrable en général et également que P(N) n’est toujours pas dénombrable!



Proposition 8.)

L’ensemble R des nombres réels n’est pas dénombrable.




Partie B

Familles sommables

1. Familles sommables de nombres réels positifs

Dans ce paragraphe, I désigne un ensemble dénombrable.

a. Définitions

Définition 2. Famille sommable
Soit (a;)ier de réels positifs est sommable si ’ensemble
> aj|JCIet J fini
jeJ
est majoré ; autrement dit si :
il existe M > 0 tel que, pour toute partie .J fini de I, ZjeJ a; <M.
— Si la famille (a;);cs est sommable, alors on appelle somme de la famille (a;);cr et on

note Z a; la quantité :
iel

Zai:sup ZaﬂJCIetJﬁni
icl jeJ

— Si la famille (a;);cr n’est pas sommable, on convient que ), ; a; = +00.

Exemple 4.

La famille ( -)nen est sommable.

En effet, pour toute partie finie J de N, on a J C [0, m] ot m = max(J), donc :
1 1
Z 7 <2 =25 <2
jeJ =0

(Démontrer que la somme de la famille est en fait bien égale & 2 grace & la définition
précédente)




(Proposition 9.)

Soit (un)nen une suite de réels positifs. Alors la famille (u,,),en est sommable si, et seulement
si, > u, converge. Dans ce cas, on a :

—+oo
n=0

neN

b. Propriétés

(Proposition 10.) Sous-familles sommable

Soit (a;)icr une famille de réels positifs. Si (a;);er est sommable, alors pour tout J C I la
sous-famille (a;);e est sommable et

Zaj SZai.

jeJ i€l

(Proposition 11.)

Soit (a;)icr et (b;)icr des familles de réels positifs telles que pour tout @ € I, a; < b;. Si (b;)ier
est sommable, alors (a;);er est sommable et

Zai SZbi.

i€l i€l

(Proposition 12.)

Soit (a;)ier et (b;)ier des familles de réels positifs et A\, € Ry. Si (a;)icr et (b;)icr sont
sommables, alors la famille (Aa; + ub;);cr est sommable et

D> (Nai+pbi) =A> ai+pd b

iel i€l i€l

(Proposition 13-) Changement d’indice

Soit o une bijection d’un ensemble J sur I et (a;);c; une famille de réels positifs. Alors (a;)ier
est sommable si et seulement si, (a,(;))jes est sommable. Dans ce cas, on a :

Z a; = Z aa(j).

iel jeJ

c. Sommation par paquets

10



Définition 3. Partition

Soit (I,)weq une famille de partie de I. On dit que (I,,),eq est une partition de I si U I,=1

we
et pour tout w,w’ € Q avec w # W', I, N I, = 0.

Exemple 5.

Les ensembles 2N et 2N + 1 forment une partition de N.

Proposition 14.| Sommation par deuz paquets

Soit J, K des parties de T tels que (J, K) est une partition de I et (a;);c; une famille de réels
positifs. Alors (a;);er est sommable si, et seulement si (a;) ;e et (ag)iex sont sommables. Dans

ce cas, on a :
E ai:E ajJrE ag.

i€l jeJ keK

Exercice 5.

1 2
On admet 1'égalité e % En déduire que Zn21

n=1,73 converge et déterminer sa

1
2n+1)
somime.

On peut généraliser la proposition précédente de la fagon suivante :

,(Théoréme 1.) Sommation par paquets

Soit (I,)weq une partition au plus dénombrable de I et (a;);e; une famille de réels positifs.
Alors (a;);es est sommable, si, et seulement si,

— pour tout w € £, la famille (a;);ecs, est sommable de somme ¢, = Z a;,
i€l,
— la famille (ay,)wecq est sommable.

Dans ce cas, on a :

Y3 (Ta)

i€l we \iel,

Corollaire 1.

Soit (I, )nen une partition au plus dénombrable de I et (a;);c; une famille de réels positifs.
Alors (a;);es est sommable, si, et seulement si,
— pour tout n € N, la famille (a;);er, est sommable,

— la série Z (Z ai> est convergente.

i€ly

11



Dans ce cas, on a :

Su-3 (¥l

i€l n=0 \iel,

2. Familles sommables de nombres complexes

Dans ce paragraphe, I désigne un ensemble dénombrable.

a. Définitions

Définition 4. Famille sommable de nombres complexes
Soit (a;)ies une famille de nombres complexes. On dit que la famille (a;);c; est sommable si
la famille (|a;|);er de réels positifs est sommable.

Remarque 3.

Ainsi, d’aprés ce qu'on a vu précédemment, une suite (a,)nen est sommable si; set seulement
si, la série de terme général (a,,)nen est absolument convergente.

Définition 5., Somme d’une famille sommable de réels
Soit (a;);er une famille sommable de nombres réels. On pose, pour chaque i € I, aj” = max(0, a;)

et a; =min(0, ;). On appelle somme de la famille (a;);cs et on note Z a; la quantité :
il

S Yt Yo
il il il
Définition 6., Somme d’une famille sommable de complexes
Soit (a;);er une famille sommable de nombres complexes. On appelle somme de la famille

(a;)ier et on note Z a; la quantité :
il

Z a; = Z Re(a;) + 1 Z Im(a;).
i€l il il
Proposition 15.

Soit (an)nen une suite de nombres complexes. La famille (a,,)nen est sommable si, et seulement

12



si, la série Y a,, est absolument convergente. Dans ce cas, on a :

—+oo
E Ap = E Q.
=0

neN

b. Propriétés

(Proposition 16-) Changement d’indice

Soit o une bijection d’un ensemble J sur I et (a;);e; une famille de nombres complexes. Alors
(a;)ier est sommable si et seulement si, (aq(;))jes est sommable. Dans ce cas, on a :

Zai = Zag(j).

el jeJ

Remarque 4.
N—

En combinant les deux précédentes propositions, on obtient que la somme d’une série abso-
lument convergente est invariante par changement bijectif d’indice. Dans le cas d’une série
semi-convergente, par exemple » -, %, on peut, en appliquant une permutation d’indice
bien choisie, faire converger la série obtenue vers n’importe quel nombre réel, et méme la faire

diverger !

(Proposition 17-) Inégalité triangulaire

(a;)icr une famille de nombres complexes. Si (a;);cr est sommable, alors

1> al <Y ail.

el el

(Proposition 18.)

Soit (a;)ier et (b;)icr des familles & valeurs dans K =R ou C et A\, u € K. Si (a;)ier et (b;)ier
sont sommables, alors la famille (Aa; + ub;);cr est sommable et

D _ai+pub) =AY ai+p) b

i€l iel el

De quelle structure peut-on munir ’ensemble des familles sommables sur le corps K =R ou C?

13



c. Sommation par paquets

,(Théoréme 2.) Sommation par paquets

Soit (I,)weq une partition au plus dénombrable de I et (a;);c; une famille de complexes. Alors
(a;)icr est sommable, si, et seulement si,

— pour tout w € Q, la famille (a;);cz, est sommable de somme «, = Z a;,
=
— la famille (ay,)weq est sommable.

Dans ce cas, on a :

Yoo (Tl

iel we \i€l,

Corollaire 2.

Soit (I;,)nen une partition de I et (a;);c; une famille de complexes. Alors (a;);cr est sommable,
si, et seulement si,
— pour tout n € N, la famille (a;);cs, est sommable,

— la série Z (Z ai|> est convergente.

icl,

Dans ce cas, on a :

Su-3 (¥l

i€l n=0 \iel,

3. Applications des familles sommables
a. Sommes doubles

Définition-Proposition 7. Partitions classiques de N2

On appelle :
— Partition verticale de N2, la partition (V,,,)men de N2 o1, pour m € N,

Vin ={m} x N={(m,n) | n € N}

— Partition horizontale de N2, la partition (H,),en de N2 o, pour n € N,

H, =Nx{n} ={(m,n) | m € N}

— Partition diagonale de N2, la partition (A, ),en de N? ot1, pour k € N,

A= {(m.n) €N’ |m+n =k} = {(p.k—p) | p < [0.K])

14
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Théoréme 3. Somme double "verticale”

Soit (@m,n)(m,n)en> une famille de réels positifs. Alors (@m,n)(m,n)en st sommable si, et seule-
ment si :

— pour tout m € N, la série )~ am,n converge (somme sur V;,,) et

+oo
— la série g g Qm,n | converge.
n=0

Dans ce cas, on a :

“+oo +oo
E Amn = E Amn | -
0

(n,m)eN? m=0 \n=

Théoréme 4.) Somme double "horizontale”

S0it (@m,n)(m,n)enz une famille de réels positifs. Alors (@m,n)(m,n)en> est sommable si, et seule-
ment si :

— pour tout n € N, la série Y - am,n converge (somme sur H,) et

+oo
— la série E E am,n | converge.
m=0

Dans ce cas, on a :

“+oo “+oo
D ama=2_ (D ama )
0

(n,m)eN? n=0 \m=

Théoréme 5.) Somme double "diagonale”

Soit (@m,n)(m,n)en> une famille de réels positifs. Alors (@m,n)(m,n)en2 est sommable si, et seule-
ment si :

15



k
— la série E E Qp k—p converge.
p=0

———

somme sur Ay

Dans ce cas, on a :

Corollaire 3. Somme double de complezes

S0it (@m,n)(m,n)enz une famille de complexes. Si (@m,n)(m,n)enz st sommable alors :

SR SIES

(m,n)EN? n=0 \m=0
—+o0 —+o0
= 2|2 amn
m=0 \n=0
+o0 k
= § Ap,n—p
k=0 \p=0

Exercice 6.

Soit a € R. Etudier la sommabilité de la famille (@m,n)(m,n)en2 Ol, pour (m,n) € N2,

1
(m+n+1)

Am,n

Soit & € R. On utilise le théoréme de sommation par paquets sur la partition diagonale de N2
(ce choiz est guidé par la "vue” du m + n qui sera constant sur les diagonale!) i.e.

+oo
N? = |_|Ak ou Ay ={(n,k—n)|nel0,k]}
k=0

Testons les hypotheses de ce théoreme :

La famille (@m,n)(m,n)en> est une famille de réels positifs.

16



— Somme sur chaque paquet : soit k¥ € N. La famille (@y,n)(m,n)ea, est une famille finie,
donc elle est sommable et on pose :

k
1
W=D (m+n+1 gk+1 U

(m,n)EAL

— Somme des sommes des paquets : la famille (s;)ren est une suite, elle est donc sommable
si, et seulement si, Y s converge absolument.
1 1
——————— ~ —— or, d’apres le critere de Riemann L
(k+1)21 gkostoo ka1’ 77 L ’ Z’“21 ke=t
converge si, et seulement si, « — 1 > 1 i.e. @ > 2. D’ou, par comparaison, Y s, converge
absolument si, et seulement si, a > 2.

Ainsi, la famille (sx)xen est sommable si, et seulement si, o > 2.

On a |sg| =

Par suite, d’apres le théoreme de sommation par paquets, la famille (@y,,n)(m,n)en> est sommable
si, et seulement si, o > 2. Et dans ce cas, on a :

1
D @ ZS’“ kZUkJrl ka =da—1).

(m,n)eN?

b. Produit de Cauchy

Proposition 19.

Soit (an)nen €t (bn)nen des suites de nombres complexes. Si Y a, et > b, sont absolument

convergentes, alors
+oo +oo
3w (L) (S0).
n=0 n=0

(m,n)€eN2

Définition 8.) Produit de Cauchy

Soit > ay et > by, des séries de nombres complexes. On appelle produit de Cauchy des séries
> an et Y by, la série Y ¢, de terme général défini, pour n € N, par :

n
Cp = E akbn,k.
k=0

Soit Y a, et Y b, des séries de nombres complexes. Si > a, et > b, sont absolument conver-
gentes, alors leur produit de Cauchy 3 ¢,, est absolument convergent et on a :

17



Exercice 7.

—+o0 —+o0 2
Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que Z(n +1)2" = <Z z”) . En déduire que
n=0 n=0
S Lo
(z-1)

n=0

4. Exercices

Exercice 8.

Déterminer si la famille (am,n)(m,n)eN2 est sommable ot pour m,n € N :

1 1 1 1
(1) amn = W; (2) amm = 2’”7—"; (3) amm = W? (4) amn = W;

1 1

(5) Amn = ; (6) Am,n =

9max(m,n) 9omin(m,n) ;

Si c’est le cas, écrire la somme de la famille comme une somme de série (puis déterminer sa
valeur si la série est connue!)

On pose, pour m,n € N,
Vo ={(m,p) €N’ |peN} H,={(p,n) eN’|peN} A,={(p,n—p)|pel0,n]}

1. On applique le théoréme de sommation par paquets en utilisant la partition (Hp,),en de
N2,
e Somme sur chaque paquet. Soit n € N. On considere la famille (ﬁ)meN. 1l s’agit d’une

suite de réels positifs donc elle est sommable si, et seulement si, la série > -, 27,%

converge.
On note a = 2% Pour tout m € N, on a 0 < Qm% = 5w qui est le terme général
d’une série convergente (terme d’une série géométrique de raison 3 dans ] — 1,1[) donc

> om0 s converge. Ainsi la famille (5t )men est sommable et on a :

1 =X 1 = 1
Sn:ZW:ZW:aZTmZGI_;:%:ﬁ
meN m=0 m=0 2

e Somme des sommes sur les paquets. La famille (s,),cn est une suite de réels positifs,
elle est donc sommable si, et seulement si, la série Y s, converge. On a, pour tout
neN, s, = 22,%1 qui est le terme général d’une série convergente (terme d’une série
géométrique de raison 1 dans ] —1,1[) donc }_ s, converge. Ainsi la famille (s, )nen est
sommable et on a :

+o00 1
an:an: T =4
neN n=0 1 2
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Il en résulte, d’apres le théoréeme de sommation par paquets, que la famille ( ﬁ)(m’n)ew

est sommable et on a : .
Z 9om+n = Z Sn =4
(m,n)eN? neN

Remarque : comme (ﬁ)(m,n)eNZ est une famille sommable, on a toujours d’apres
le théoréme de sommation par paquet mais sur la partition (Ag)reny de N2 la série

Z Z 2ml+n sz;l converge et on a :

k>0 (m,n)EA k>0
k+1 1 1
X=X X s X mmd
k>0 kEN (m,n)eAy (m,n)€EN?
2. — 1ére facon : en exhibant une une sous-famille non sommable.

On considere la sous-famille (zn%n)(n,n)el\ﬁ = (1)nen-. Il s’agit d’une suite qui est le terme
général d’'une série grossierement divergente donc cette sous-famille n’est pas sommable.
Par suite, la famille (Qm%n)(m,n)eNz n’est pas sommable.

— 2éme fagon : en utilisant le théoréme de sommation par paquets sur la partition (V,,)men
de N2,

e Somme sur chaque paquet. Soit m € N. On considere la famille (Qm%n)nEN' Il s’agit
d’une suite de réels positifs donc elle est sommable si, et seulement si, la série
> >0 s converge.

On note a = 2}” # 0. Pour tout n € N, on a 0 < 2”%” = a2™ qui est le terme
général d’une série grossierement divergente. Ainsi, la famille (zm%n)neN n’est pas
sommable.

Par suite, d’apreés le théoréme de sommation par paquets, la famille (=) (m,n)enz n'est

pas sommable.

3. On applique le théoréme de sommation par paquets en utilisant la partition (H,)nen de
N2,

e Somme sur chaque paquet. Soit n € N. On considere la famille (W)m@;. 1l
s’agit d’une suite de réels positifs donc elle est sommable si, et seulement si, la série
Ym0 ST Converge.

Pour tout m € N,ona 0 < W%(H) < 2% qui est le terme général d’une série conver-

gente (terme d’une série géométrique de raison dans | — 1,1[). Ainsi, par comparaison,
Dm0 m converge et donc la famille ( m)m@\; est sommable. De plus,
ona:
D B g WSRE S
Sn = — N N — e — )
+1 +1 m+1 17 1 1
(m,n)€H, 2(m Sty m=0 (2n+1) 2n 1 n+1 2n 1

e Somme des sommes des paquets. La famille (s, )nen est une suite de réels positifs, elle
est donc sommable si, et seulement si, la série Y s,, converge.

On a, pour tout n € N, s, < 2% qui est le terme général d’'une série convergente
(terme d’une série géométrique de raison % dans | — 1,1[) donc > s,, converge. Ainsi la
famille (s, )nen est sommable et on a :

+oo +oo 1 +oo 1
D= =) s 1= 5n T
neN n=0 n=0 n=1
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I en résulte, d’apres le théoreme de sommation par paquets, que la famille
(557550717 ) (m,nyenz est sommable et on a :

1
Z 2(m+1 (n+1) Z Sn = Z —-1

(m,n)€EN2 neN n= 1

Remarque : voir exercice d’aprés!

. On exhibe une une sous-famille non sommable.

On considere la sous-famille (5% )(0,n)enz = (1)nen. Il s’agit d’une suite qui est le terme
général d'une série grossierement divergente donc cette sous-famille n’est pas sommable.
Par suite, la famille (5 )(m,n)enz nest pas sommable.

. On applique le théoréme de sommation par paquets en utilisant la partition (Hp,),en de
N2,

e Somme sur chaque paquet. Soit n € N. On considere la famille (W}mm))m@\;. 11
s’agit d’une suite de réels positifs donc elle est sommable si, et seulement si, la série
> m>0 W}mn) converge.
Pour tout m > n, on a 0 <

1

gmax(m,n) T

gente (terme d’une série géométrique de raison % dans | —1, 1[). Ainsi, par comparaison,

5w qui est le terme général d’une série conver-

Dm0 W%mn) converge et donc la famille (m)meN est sommable. De plus, on
a: )
1 e 11 n+ 2
Sn = Z 9max(m,n) Z on + Z om = 2n 1-1 = on
(m,n)EH, 2

e Somme des sommes des paquets. La famille (s,)nen est une suite de réels positifs, elle
est donc sommable si, et seulement si, la série Y s, converge.

On a, pour tout n € N, s, = "24;2 qui est le terme général d’une série convergente (par

exemple avec la régle de d’Alemebert ou avec le critere de Riemann en multipliant par
n?) donc Y s,, converge. Ainsi la famille (s, )nen est sommable et on a :

Sn = sn— °°n+2:6

neN n=0

Pour la derniére égalité, utiliser la remarque finale de la question 1 ou encore utiliser la
somme de la série entiére Y  nx™.

I en résulte, d’apres le théoreme de sommation par paquets, que la famille
(m)(m,n)ENQ est sommable et on a :

Z Qmax(m n Z $n = 6.

(m,n)eN? neN

. On exhibe une une sous-famille non sommable.

On considere la sous-famille (m)(om)em = (1)nen- Il s’agit d’une suite qui est le terme
général d’une série grossierement divergente donc cette sous-famille n’est pas sommable. Par
suite, la famille (m)(m,n)g\lz n’est pas sommable.
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Exercice 9.

Pour un entier n € N*, on note d(n) = #{d € N | d|n} le nombre de diviseurs positifs de n.

Montrer que les séries ) - 2n) o D1 67(:2”) convergent et que :

2Tl,
—+o0 +oo —+oo 4
d 1 d
Sy w Y
n=1 2" n=1 -1 n=1 n 36

Pour n € N*, on note P,, = {(p,q) € N? | pg = n} et on remarque que d(n) = #P,. De plus,
(Pp)nen+ forme une partition de (N*)2. On applique le théoréme de sommation par paquets aux

familles de termes généraux a,, = 55 et by = ﬁ : tout d’abord sur la partition verticale

(Vp)pen= ot V,, = {(p, q) € (N*)?} avec p € N* puis sur la partition (P,),en+ précédente.

o Somme sur chaque paquet. Soit p € N*. On considere les familles (ﬁ)(p,q)evp = (ﬁ)qu*

e.t (ﬁ)(p,q)evp = (ﬁ,)q.ew. 1l s’%git de suites de réels positifs donc elles sont sommables
si, et seulement si, les séries associées convergent.

Pour tout ¢ € N*, on a 0 < 2% = ﬁ qui est le terme général d’une série convergente
(terme d’une série géométrique de raison 5 dans ] — 1, 1[). Ainsi, D1 S+ converge et
donc la famille (55 )gen+ est sommable. De plus, on a :

+oo
1 1 1 1 1
=), ﬁzz(zp)q Twi_L w1
(P,9)EVp g=1 22

Pour tout ¢ € N*, on a 0 < 722

(critéere de Riemann 2 > 1). Ainsi, par comparaison, » >1 ﬁ converge et donc la famille

< qiz qui est le terme général d’une série convergente

(ﬁ)qel\l* est sommable. De plus, on a :

B 1 1]X1 %1
b= 2 ma=mla-en
(p,a)EVp 9=
e Somme des sommes des paquets.
— La famille (a)nen+ est une suite de réels positifs, elle est donc sommable si, et seule-

ment si, la série ) -, = a;, converge.

* _ 1 1 . e 5 2.9
On a, pour tout p € N*, a, = 55775 < 55 qui est le terme général d’une série conver-

gente (terme d’une série géométrique de raison % dans | — 1,1[) donc par comparaison
szl o, converge. Ainsi la famille (o )pen+ est sommable et on a :

00 1
> =3, w1
peEN* p=1

— La famille (8p)nen+ est une suite de réels positifs, elle est donc sommable si, et seule-
ment si, la série Zp>l = B, converge.

2
On a, pour tout p € N*, 3, = %p% qui est le terme général d’une série convergente
(critere de Riemann 2 > 1) donc par comparaison Zp>1 Bp converge. Ainsi la famille
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(Bp)pen+ est sommable et on a :
Sa-535-(5) -k
p=7 2. 2= \%) T3
Z 6 = p 6 36

Il en résulte, d’aprés le théoréme de sommation par paquets, que les familles les familles
(ﬁ)(p,q)e(N*P et (ﬁ)(nq)e(N*)Q sont sommables et on a :

—+oo

1 1 1 s
Z g 2% _ 1 e Z p2q> = 36"

(p,q)€(N*)? p=1 (p,q)€(N*)2

De plus, toujours d’apres le théoreme de sommation par paquets, comme ces familles sont som-
mables, leurs sommes sur (N*)2 sont égales & leurs sommes des sommes sur la partition (P,)nen--
Or, pour n € N*, on a :

2 il én)et D pE= X o

P n? n2
(p,9)€Pn pln (p,9)EPn pln
Et donc : . .
o0 o0
1 1 1 d(n)
ng_lz Z 2pq:Z Z opa on
p=1 (p,g)€(N*)?2 n€EN* (p,q)€P, n=1
et

4 1 1 =4 n)
36 Z 2 Z Z 2P s
(p,g)€(N*)2 neN* (p,q)€P, n=1

Partie C

Espaces probabilisés

1. Espaces probabilisables

a. Définitions

Définition 9. Tribu

Soit 2 un ensemble non vide et 7 C P(€). On dit que T est une tribu sur Q si :
— QeT;
— T est stable par passage au complémentaire i.e. pour tout A€ 7, A€ T;
— T est stable par réunion dénombrable i.e. pour toute suite (A, )nen & valeurs dans T,
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U4.eT.

neN

Remarque 5.

On trouve parfois la terminologie o-algébre pour désigner une tribu et la notation A au lieu de

T.

Définition 10., FEspace probabilisable

Soit © un ensemble non vide et T une tribu sur . Le couple (2, T) est appelé espace proba-
bilisable.

Exemple 6.

Soit €2 un ensemble non vide.
— T = {0,Q} est une tribu appelée tribu grossiére;
— T =P(9Q) est une tribu;
— SiACQ, T={0A4,A Q} est une tribu.

Exercice 10.

Soit 2 un ensemble non vide et F C P(12).

1. Montrer que l'intersection de toutes les tribus contenant F (en existe-t-il?) est une tribu.
On note cette tribu o(F) et on 'appelle tribu engendrée par F.

2. Montrer que o(F) est la plus petite tribu contenant F.

Remarque 6. Vocabulaire

Soit (€, 7T) un espace probabilisable. On utilise la terminologie suivante :
— Q est 'univers;
— les éléments A de T sont les événements;

b. Les événements

Proposition 20.
Soit (2, T) un espace probabilisable. On a les propriétés suivantes :

— 0eT,;

— 7T est stable par réunion finie;
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— T est stable par intersection au plus dénombrable.
— pour tout A,BeT,ANBeT.

— OnaQeTdonch=QeT.

— Soit n € N* et Ay, ..., A, € T. On considére la suite (Ag)xen telle que Ay = A, € T pour
tout entier k > n. Par stabilité de 7 par union dénombrable, on a | J, .y Ax € T. Par suite,
on a :

AU UAn 1 UA =AU AU (A [ = A eT.

keEN keN
k>n

— Pour toute famille (A;);c; au plus d’éléments de T, (A;);cs est une famille au plus dé-
nombrable d’éléments de 7 donc, par stabilité de 7 par réunion au plus dénombrable et
par passage au complémentaire :

N4=J4ieT
el 1€l

— Soit A, B € T. Par stabilité de T par intersection finie et par passage au complémentaire,
on a :

ANB=ANBeT.

Remarque 7. Vocabulaire

Soit (€2, 7T) un espace probabilisable et A, B € T des événements. On utilise la terminologie
suivante concernant les événements :

— {2 est I'événement certain et () ’événement impossible;
— A est I'événement contraire de A;
— si ANB =0, on dit que A et B sont des événements incompatibles.

Définition 11.| Systéme complet d’événements

Soit (€2, T) un espace probabilisable et (4;);c; une famille au plus dénombrable d’événements.
On dit que la famille (A;);er est un systéme complet d’événements si elle forme une partition
de Q.

2. Espaces probabilisés

a. Définition
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Définition 12.| Probabilité

Soit (£2,7T) un espace probabilisable et P : T — [0, 1] une application. On dit que P est une
probabilité sur (Q,7) si :
i) P() =1;

ii) pour toute suite (A, )nen d’événements deux a deux disjoints, la série > P(A,,) converge

et :
+oo
P (U An> = Z P(A,).  o-additivité

neN n=0

Remarque 8.  Vocabulaire

Soit (2, 7) un espace probabilisable et P une probabilité sur (2, 7). Pour A € T, on dit que
P(A) est la probabilité de ’événement A.

Définition 13.| FEspace probabilisé

Soit (2, T) un espace probabilisable et P une probabilité sur (Q, 7). Le triplet (Q,7, P) est
appelé espace probabilisé.

Définition 14.] Evénement négligeable/presque sir

Soit (£2, T, P) un espace probabilisé et A € 7. On dit que :
— DPévénement A est négligeable si P(A) = 0.

— Dévénement A est presque siir si P(A) = 1.

b. Propriétés

Proposition 21.

Soit (92, T, P) un espace probabilisé et A, B € T. On a les propriétés suivantes :
i) P(0) =
ii) si A et B sont incompatibles, P(AU B) = P(A) + P(B);

iii) P(A)=1- P(A);

iv) si AC B, P(B~A)=P(B)— P(A);

v) si AC B, P(A) < P(B);

vi) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB).

i) Notons ¢ = P(). Pour tout n € N, on pose A, = 0 € T. Alors, pour tout n,m € N
avecn # m, Ay N A, = 0N0 = 0 done (A,)nen est une suite d’événements deux &
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deux disjoints. Par suite, la série > P(A4,,) = >_ ¢ converge. Or, une suite constante est
terme général d’une série convergente si, et seulement s’il s’agit de la suite nulle, d’ou
P() =c=0.

ii) On suppose A et B incompatibles. Alors, pour Ag = A, A; = B et A, = 0 pour tout
entier n > 2, (A, )nen est une suite d’événements deux & deux disjoints et done, > P(A,,)
converge et on a, en utilisant i) :

P(AUB) = P(AoUA;UD)

= P AOUAlLJUAn

neN
u)
neN

n>2
+oo
= Z P(An)
n=0

+oo
= P(A1)+P(4)+ ) P(A,)

=2 p(@)=0

P(AUB) = P(A)+ P(B).

iii) Comme A € T, A€ T et comme A et A sont incompatibles, d’apreés ii), on a :

1= P(Q) = P(AUZA) = P(A) + P(A).

D’ou P(A) =1— P(A).

iv) On suppose A C B. On a alors, par les diverses stabilités d'une tribu : BeT,B\A=
BNAeTet AUB=DB~ A€ T;donc, Bet A étant incompatibles, on a, en utilisant
ii) et iii) :

P(BNA) = 1-P(AUB)
1—(P(A)+ P(B))
1— (P(A)+1— P(B))

P(B) — P(A).

P(B~\ A)

v) On suppose A C B. Comme P est & valeurs dans [0,1] et BNA € T,ona P(BN\A) > 0. Or,
d’apres iv), on a P(B~\ A) = P(B)— P(A), d’'ou P(B)— P(A) > 0 et donc P(A) < P(B).

vi) Par les diverses stabiltés d’une tribu, AUB, ANB, AN (ANDB) et B\ (ANB) appartiennent
a 7. De plus, (AN (ANB),B~ (AN B), AN B) forme une partition de AU B donc, ANB
étant inclus dans A et B, d’aprés ii) et iv) :

P(AUB) = P((AN(ANB)U(B~(ANB))U(AN B))
= P(AN(ANB))+P(B~(ANB))+P(ANB)
= P(A)—-P(ANnB)+P(B)—-P(ANB)+ P(ANB)
P(AuB) = P(A)+P(B)—P(ANB).
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Exercice 11.

Soit (2,7, P) un espace probabilisé et (A,),en une suite & valeurs dans 7. Montrer que si
(Ap)nen est un systéme complet d’événements, alors :

400
1. >° P(A,,) converge et ZP(A,,) =1.
n=0
+oo
2. pour tout B € T, > P(A, N B) converge et Z P(A,NB)=P(B).
n=0

3. Propriétés élémentaires des probabilités

,(Théoréme 7.) Continuité croissante/décroissante

Soit (2, T, P) un espace probabilisé et (A4, )nen une suite & valeurs dans 7.

e Si (Ap)nen est croissante i.e. pour tout n € N, A, C A, 41, alors la suite (P(4,))nen
converge et :

P({J A,) = lim P(A,).

n—-+oo
neN

o Si (An)nen est décroissante i.e. pour tout n € N, 4,11 C A, alors la suite (P(A4,))nen
converge et :
P([) An) = lim P(A,).

n—-+oo
neN

e Soit (A,)nen une suite croissante d’événements. Alors, pour tout n € N, on a P(A,) <
P(An41) et P(A,) < 1. Ainsi (P(A,))nen est une suite croissante et majorée de réels
donc elle converge.

Onnote A_; =0€cT.
La série télescopique Y (P(A4,)—P(A,_1)) étant de méme nature que la suite (P(A,))nen,
cette série converge, et on a :

+oo
HZZO(P(ATL) — P(Ap-1)) = ngr_li_loo P(An) — P(A-1) = ngr_li_loo P(Ap).

On pose, pour n € N, B, = A, ~ A,_1 € T. Pour tout n € N, on a P(B,) = P(4,,) —
P(A,,—1) car, pour n =0, A_1 =0 C Ag et pour n > 1, la suite (A, )nen est croissante.
De plus, pour n,m € N avec n > m, on a, toujours par croissance, B,, C A,, C A,_1 car
n— 1> m, donc :
BnNB,=B,N(A,NA,_1)=4,N(BnNA,_1)=0.
—_——
=0
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Ainsi, les B,, sont des événements deux & deux disjoints. Par suite, Y P(B,,) converge et

on a: N
P B, | = P(Bn = lim P(Ay).
(lEL > 2;% \jw,_z n—+o0o ( )
=P(An)—P(An-1)

Or, on a, par un raisonnement par double inclusion :

U Bn= 4,

neN neN

donc :

P (U An) =P <U Bn> = nETOOP(An).

neN neN

e Soit (A,)nen une suite croissante d’événements. Alors, pour tout n € N, A, € T et

A1 C A, car A, C A,yqq. Par suite, (Ay,)nen est une suite croissante d’événements et

donc, d’apres la point précédent, (P(A,,))nen converge et :

() -

neN

Or, pour tout n € N, P(A,) = 1 — P(4,) donc, par combinaison linéaire de suites

convergentes, (P(A;))nen converge et lim, o P(A,) =1 —lim,, 4o P(4,).

De plus, on a ﬂ A, = U A, donc :

neN neN
P (ﬂ An> =1-P (U An> :1—nEIEOOP(A7) ZHEIEOOP(A,L).
neN neN

Proposition 22.

Soit (2, T, P) un espace probabilisé et (A4, )nen une suite d’événements.

e pourn € Nyon a:

e Ona:

ot Y7 P(A,) € Ry U {400}

n=0
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Soit (A, )nen une suite d’événements. Alors, par stabilité d’une tribu par réunion au plus dénom-
brable, pour n € N, B,, = |J;_, A) est un événement et Unen An est un événement.

e On démontre ce résultat par récurrence sur N.
— Initialisation. On a

0
P(Bo) = P(Ag) < P(Ag) = ZP(Ak)o
k=0

donc la propriété est vraie au rang n = 0.
— Hérédité. Soit n € N. On suppose P(B,,) < >;_, P(A).
On a B,+1 =B, UA,1, donc :

P(Bn-i-l) = P(Bn) + P(An+1) - P(Bn N An-i-l) < P(Bn) + P(An+1)~

>0
Ainsi, par hypothése de récurrence,
n+1
P(Bpi1) > P(Bn) +P(Ani1) <> P(Ap).
k=0

—
<3k—o P(Ax)

Ce qui acheéve le raisonnement par récurrence.
Ainsi, pour tout n € N,

P <U Ak> _ P(B.) <Y P(AY).
k=0 k=0

e Si Y P(A,) diverge, I'inégalité est vérifiée. On suppose que »_ P(A,) converge. La suite
(Bn)nen est une suite croissante d’événements, donc par continuité croissante, (P(By,))nen
converge et on a :

Ainsi, d’aprées le point précédent et le théoreme des gendarmes, on a :

n +oo
P (U Bn> < lim 3 P(4y) = ,;P(A")'

neN

Puis on conclut en remarquant que U B, = U A,.
neN neN

Corollaire 4.
Soit (2, T, P) un espace probabilisé et (A, )nen une suite a valeurs dans 7. Si, pour tout n € N,

A, est négligeable, alors U A, est négligeable.
neN
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On applique le deuxiéme point de la proposition précédente a la suite (A, )nen; on a :

OSP<U An> gioP(An):ioozo.
n=0 n=0

neN

Dot P (U,en An) = 0 et donc J, o An est négligeable. O

neN

4. Probabilité sur un univers au plus dénombrable

a. Caractérisation

Théoréme 8.

Soit  un ensemble non vide au plus dénombrable.
i) Soit P une probabilité sur (2, P(£2)) et on pose, pour w € €, p, = P({w}). Alors, pour
tout w € Q, py, >0et:
D pu=1

ii) Si (py)wen est une famille sommable de réels positifs telle que Z P = 1, alors il existe

weN
une unique probabilité P sur (2, P(2)) telle que, pour tout w € Q, P({w}) = p,. Elle

est définie, pour A € P(f2), par :

f«fﬂ = Ez:pw~

weA

Comme, pour tout w,w’ € Q, {w} € P(Q), {w}N{w'} =0 et U, co{w} = Q, la famille au plus
dénombrable ({w})weqn est un sytéme complet d’événements.

i) La famille au plus dénombrable ({w})wecq étant un sytéme complet d’événements, la famille
(P({w}))wen est sommable et on a :

Y PHwh =3 po=1
weN weN

ii) Soit A € P(Q2) un événement. Alors la famille (p,,),eca est sommable comme sous-famille
de la famille sommable (p,)weq-
On définit alors 'application P : P(Q) — R, pour A € P(Q), par :
P(A) = p..
w€eA
Montrons que P est une probabilité sur (2, P(2)).

— On a, pour tout A € P(Q), P(A) = > caPw > 0 car p, > 0 pour tout w € Q
et P(A) = > caPw <X cqPw = 1 car (pu)wea est une sous-famille de la famille
sommable (p,,)uen- Ainsi, P est & valeurs dans [0, 1].
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—onaP(Q)=3 qpu=1

— Soit (A, )nen une suite d’événements deux & deux disjoints. On pose A = UneN A, €
P(Q). Alors (pw)wea est une famille sommable, donc, d’aprés le théoréme de som-
mation par paquets appliqué a la partition (A4, ),en de A, la famille (P(Ay))neny =
(X_wea, Pw)nen est sommable et donc ) P(A,) converge, et de plus, on a :

P(U An> =PA) =) po=D) Y, pwziP(An»

neN wEA neENweA,,

Il en résulte que P est une probabilité sur (Q, P(Q)).
Finalement, on a, pour tout w € , {w} € P(Q) et P({w}) = Zw,e{w} D! = Peo-

Par construction, P est unique.

b. Exemples de probabilités sur N

Exemple 7.

1. Loi géométrique. Soit p €]0,1[. On définit la probabilité P suivante sur (N, P(N)) par
pn=P({n})=(1-p)"p pour n € N.

2. Loi de Poisson. Soit A € R%. On définit la probabilité P suivante sur (N, P(N)) par

n

pn=P({n}) = e_’\% pour n € N.

Pour justifier la bonne définition de ces probabilités, d’apres le théoreme précédent, il
suffit de vérifier que la famille (p,,)cn est sommable et de somme 1.

1. La suite (pp)nen = ((1 —p)™p)nen est une suite géométrique de raison 1 — p €]0, 1]
donc > p,, converge et ainsi, (p,)en est sommable car la suite est & terme positifs.

De plus, on a :

+00 P

D pa=p) (=P =g =L
neN n=0 1_(1_]3)

Donc il s’agit bien d’une probabilité.
2. La suite (pn)nen = (e*)‘%)neN est le terme général d’une série convergente (par

exemple en utilisant la régle de D’Alembert) et ainsi, (p,,)en est sommable car la
suite est a terme positifs. De plus, on a :

- = A" -2 A
an:e ZFZB et =1.
n=0

neN

Donc il s’agit bien d’une probabilité.
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Partie D

Probabilités conditionnelles

Dans cette partie, (Q, T, P) désigne un espace probabilisé.

1. Conditionnement

Définition 15.) Probabilité conditionnelle

Soit B € T tel que P(B) > 0. Pour A € T, on appelle probabilité (conditionnelle) de A
sachant B et on note Pg(A) ou encore P(A|B) la quantité :

P(ANB)
Pp(A) = P(A|B) = “P(B)
L’application Pg : T — [0, 1] définie par :

fﬁ;:f1F%‘PB(A>

est appelée probabilité conditionnelle sachant B.

Soit B € T tel que P(B) > 0. La probabilité conditionnelle Pg : 7 — R sachant B est une
probabilité sur espace probabilisable (2, 7).

Montrons que Pg une probabilité sur (2, 7).

— Pour tout A € T, Pg(A) = P;‘%gf’) > 0 car P est a valeurs positives et comme ANB C B,

ona P(ANB) < P(B) dou Pg(A) = Pgég,;g) < 1. Par suite, Pp est & valeurs dans [0, 1].
P(QNB) _ P(B
— Ona Pp(Q)) = I(D(B)) :%:1.
— Soit (Ap)nen une suite d’événements deux & deux disjoints. On a :

<U An>mB: J@“.nB)

neN neN

De plus, pour tout n,m € N avec n # m, (A4, N B)N (4, N B) = (A4, NA,)NB = 0;
—

=0
donc (A, N B),en est une suite d’événements deux & deux disjoints.
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Par suite, Y P(A, N B) converge, donc Y Pp(A,) =>_ PAOB) ¢oalement et on a :

P(B)
P(U,en(AnNB)) X A mB e
B (nLgNAn> = U lil((B) ) znz% il ZPB

Il en résulte que Pp est une une probabilité sur (2, 7).

2. Formules conditionnelles

a. Formule des probabilités composées

,(Théoréme 10.) Formule des probabilités composées

i) Soit A,B € T tel que P(B) > 0. On a :

P(AN B) = P(A|B)P(B).

n—1
ii) SoitneNavecn22etA1,...,AneTtelsqueP<ﬂ Ai> >0.0na:

i=1

(ﬂA) P(A) ><P(A2|A)><P(A3|AlﬂA2)><...><P<An

i) Soit 4,B € T tel que P(B) > 0. On a P(A|B) = Z557 donc :

P(AN B) = P(A|B)P(B).

ii) Montrons, par récurrence sur N ~\ {0,1}, que, pour tout entier n > 2, la propriété

n—1
P, ="pour tout Aq,...,A, €T tels que P <ﬂ A¢> >0,o0na:

i=1

o({4) - i
=1 k=1

— Initialisation. On a, d’apres i) :

(ﬂ A; > P(A; N Ay) = P(A3|A1)P(A;) = P(A;) x 1:[ P <Ak+1
k=1

Donc Py est vraie.

k—1
ﬂ Ai> )
=il

k—1
ﬂ Ai> .
=l

— Hérédité. Soit un entier n > 2. On suppose P, vraie. Soit Ai,...,A,+1 € T tels que
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P (m AZ-) > 0. Alors, comme (), A; C ﬂ;:ll A;,ona:

i=1
n n—1
i=1 i=1

Ainsi, par hypothése de récurrence,

k=1

k—1
ﬂ Ai> )
g=i

De plus, on a, d’apres i) :

a2

() (v (1) (o

Ainsi, il en résulte que :
n+1 n—1
P (ﬂ Ai> P(A) H P <Ak+1
i=1

k=1
n+1

P (ﬂ AZ->
i=1

n
rA) I P (Ak+1
k=1
Ce qui acheve le raisonnement par récurrence.

k—1

m Az) x P (An+1
=1

k—1

na)

i—1

Il en résulte que la propriété P, est vraie pour tout n € N~ {0,1}.

b. Formule des probabilités totales

,(Théoréme 11.) Formule des probabilités totales

Soit (B;);er un systéme complet d’événements. Pour tout événement A € T, on a :

P(A) =) P(A|B))P(B).

i€l

avec la convention P(A|B;)P(B;) =0 si P(B;) =0.

Comme (B;);cs est un systéme complet d’événements, on a :

i€l
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Par suite, on a :
A= JANB;) avec (ANB;)N(ANB;) =0 sii#j.

el
En effet,
UAnB)={JAn|JBi=4Ana=4;
i€l i€l i€l
et

(AﬁBi)ﬂ(AﬂBj):Aﬂ(BiﬂBj)zAﬂ(Z):(Z).

Par suite, par les propriétés de la fonction de probabilité P, on a :

P(A)=P (U(A N B¢)> => P(ANB;) =Y P(A[B;)P(B;).

i€l el i€l

Exercice 12.

Soit B € T tel que P(B) > 0 et P(B) > 0. Montrer que pour tout A € T, P(A) = P(A|B)P(B)+
P(A|B)P(B).

c. Formule de Bayes

,(Théoréme 12.) Formule de Bayes

Soit A € T tel que P(A) > 0.
i) Soit B € T tel que P(B) > 0. On a :

P(A|B)P(B)

P(BI4) = =575

ii) Soit (B;);es un systéme complet d’événements. On a, pour tout j € I :

_ _P(A[B;j)P(B;))
ZP(A|Bi)P(Bi).

icl

P(B;)

d. Exercice d’application des formules

Exercice 13.

Dans une population, on donne la probabilité définie, pour n € N par p,, qu'une famille ait n
enfants o, a étant un réel strictement positif :
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On suppose qu’il est équiprobable qu’un enfant soit une fille ou un garcon.
1. Déterminer le nombre a.
2. Déterminer la probabilité qu'une famille ait au moins un garcon.
3. Déterminer la probabilité qu'une famille ait exactement 2 garcons et 3 filles.

4. On cherche a déterminer la probabilité qu'une famille ait exactement deux enfants sachant
qu’elle a au moins deux filles.
a) Déterminer la probabilité qu'une famille ait exactement deux filles.
b) Déterminer la probabilité qu'une famille ait au moins deux filles.

¢) Conclure.

1. Soit  l'ensemble des compositions (d’enfants) des familles de la population. La suite d’évé-
nements (A, )nen définie par :

A,,="La famille posseéde exactement n enfants”.

étant un systeme complet d’événements, on a :

1=P(Q)=P (U A,L> :ioAn = —ffpn.
n=0 n=0

neN

Par suite,
—+oo —+o0 2"
— — g _ 2
1—an—azn! = ae”.
n=0 n=0
D'ott o = e~ 2.
2. On note B I’événement :
B="La famille posséde uniquement des filles (ou aucun enfant)”.

Alors B="La famille posséde au moins un garcon” est 1’événement dont la probabilité est
recherchée.

On a, d’apres la formule des probabilités totales :

+oo +oc0

1 _ 1

P(B) =Y P(BIA))P(Ax) = ) oopn =€ e = -~
n=0

n=0

3. On note C l'événement recherché, D 1’événement ”la famille possede 2 gargons et 3 filles
(au moins)” et on reprend la suite (A,) de la question précédente. Alors on a C' = DN A,
donc :

5
P(C) = P(D N As) = P(D|45)P(As) = (@ 212213> '672% - 121e2'

4. On note F I'événement "une famille a au moins deux filles” et on reprend la suite (A4,) de
la question 1.
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a) Avec les notations précédentes, ce qu’on doit calculer est :

P(FNAz) = P(F|A2)P(A2) =

.€ - = —=.

NG
o
Do
o
n

b) D’apres la formule des probabilités totales, on a :
P(F)=1-P(F)=1-) P(F|A,)P(A,).
n=0

et on a :

= ny 11 ny 1 1 1
P(F|An) = (0>202n+ <1)212n_1 = (n+1)27.

Ainsi, on a :

Diow P(F) =1— =.
¢) On a:

3. Evénements indépendants
a. Définition et premiéres propriétés

Définition 16.) FEuvénements indépendants

Soit A, B € T. On dit que A et B sont indépendants si

P(ANB) = P(A).P(B)

On justifie le choix de la terminologie d’”indépendance” par la proposition suivante :
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Proposition 23.

Soit A,B € T avec P(B) > 0. Les événements A et B sont indépendants si, et seulement si,
P(A|B) = P(A).

Proposition 24.

Soit A, B € T. Si A et B sont indépendants, alors
— A et B sont indépendants
— A et B sont indépendants (et A et B également).

b. Indépendance d’une famille d’événement

Définition 17.) Indépendance deuz d deux/Indépendance

Soit (A;);es une famille & valeurs dans 7.

e On dit que les événements A;, pour i € I sont deux a deux indépendants si, pour
tous i,j € Tavec i # j,on a :

P(Ai N Aj) = P(A;) P(4;).

e On dit que les événements A;, pour i € I sont indépendants (ou mutuellement indé-
pendants) si, pour toute partie finie J de I, on a :

P (ﬂ A¢> = HP(Ai).

i€J i€J

Remarque 9.

Il est clair que I'indépendance d’une famille d’événements implique 'indépendance deux a deux
de ces événements mais la réciproque est fausse!

En effet, si on considére deux lancers de dé et les trois événements suivants sont deux a deux
indépendants, mais pas indépendants !

— A;="La somme des deux lancers est pair”;
_» . O
— Ay="Le premier lancer est pair”;

— As="Le second lancer est pair”.
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Partie E

Variables aléatoires discretes

1. Variables aléatoires discrétes
a. Définition

Définition 18.) Variable aléatoire discréte

Soit (2, 7) un espace probabilisable, F un ensemble et X : 2 — E. On dit que la fonction X
est une variable aléatoire discréte sur (2,7) si :

i) 'ensemble X (€2) est au plus dénombrable;
ii) pour tout x € X(Q), X 1({z}) est un événement de T, i.e.

X '{a}) ={weQ|X(w)=a}eT.

De plus, si £ C R, on dit que X est une variable aléatoire discrete réelle.

Proposition 25.

Soit (€2, 7) un espace probabilisable, F un ensemble et X : Q@ — FE une variable aléatoire
discrete. Pour tout A C B, X~1(A4) e T.

Pour des questions de lisibilité et de simplicité, on emploie les notations suivantes :
Notation 1.

Soit (£2,7) un espace probabilisable, E un ensemble et X : Q@ — E une variable aléatoire
discrete.

— Pour A C E, Pévénement X ~1(A) est noté (X € A).

— Pour z € E, I'événement X ~!({z}) est noté :

— Si E C R, pour x € E, les événements X (] — oo, z[), X 1(] — 00, z]), X 1(Jz, +o0[) et
X~1([z, +o0[) sont notés respectivement :

(X < x), (X <), (X > ), (X > 2x).

b. Loi de probabilité d’une variable aléatoire
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Définition 19., Loi de probabilité

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2,7, P). On appelle loi de
probabilité de X lapplication Px : P(X(Q2)) — [0, 1] définie par :

Px : A P(X € A).

Proposition 26.

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2,7, P). Le triplet
(X(Q),P(X(Q)), Px) est un espace probabilisé.

Proposition 27.

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q, 7, P). Alors la famille
(X =2)),cx(q) est un systéme complet d’événements. En particulier, on a :

Y PX=2)=1

zeX(Q)

Remarque 10.

— D’apres ce qui précede, si X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé
(Q, T, P), laloi de probabilité Px est entiérement déterminée par les événements (X = z)
pour x € X(Q).

Ainsi, pour déterminer la loi de probabilité Px de la variable aléatoire X, (il faut et) il
suffit de déterminer les valeurs de P(X = ) pour chaque z € X (Q).

— Si X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable
E, X () n’est pas forcément égal & E. Dans la suite, on étendra la loi Px de X a P(F)
tout entier, en posant, pour x € E ~ X(Q), Px({z}) := 0 ou encore P(X =z) = 0.
Ainsi, Px définit une loi de probabilité sur (E, P(E)).

Définition 20., Loi de probabilité discréte
Soit E un ensemble au plus dénombrable et (p,).cr une famille de réels positifs telle que
> ps = 1. On appelle loi (de probabilité) discréte sur E la probabilité sur (E,P(E))
zEE
définie par la famille (p,)zer. On notera souvent £ une telle loi.

Notation 2.

Soit E un ensemble au plus dénombrable, £ une loi discréte sur E définie par une famille (p,)zep
et X,Y des variables aléatoires discrétes a valeurs dans F.

— On dit que X suit la loi discréte £ et on note X ~ L si Px = L i.e. si pour tout
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re kb,
P(X =z) = p,.

— On dit que X et Y suivent la méme loi ou encore que X et Y sont équidistribuées
et on note X ~Y si Py = Py i.e. si pour tout z € F,

c. Fonction d’une variable aléatoire discréte

Proposition-Notation 28.
Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2,7, P), F un ensemble et
f: X(22) — F une fonction. On note f(X) la variable aléatoire discréte f o X.

Proposition 29.

Soit E, F' des ensembles, X,Y des variables aléatoires discretes a valeurs dans un ensemble F
et f: E — F une fonction. Si X ~ Y, alors f(X) ~ f(Y).

2. Lois usuelles sur un univers fini
a. Loi uniforme

Définition 21.| Loi uniforme

Soit E un ensemble fini. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur E et
on note X ~U(E) si X(Q) = E et, pour tout z € E,

1
= U5

Si E = [1,n] pour un certain n € N*, on notera simplement ¢ (n) la loi uniforme sur [1, n].

P(X =)

b. Loi de Bernoulli

Définition 22.| Loi de Bernoulli

Soit p €]0,1]. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parameétre
p et on note X ~ B(p) si X(2) = {0,1} et

P(X =1)=np, P(X=0)=1-p.
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c. Loi binomiale

Définition 23.| Lo¢ binomiale

Soit n € N* et p €]0,1[. On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi binomiale de
parameétres n et p et on note X ~ B(n,p) si X(Q2) = [0,n] et, pour tout k € [0, n],

Px =) = ()=

3. Lois usuelles sur un univers dénombrable

a. Loi géométrique

Définition 24.| Loi géométrique

Soit p €]0,1[. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parameétre
p et on note X ~ G(p) si X(Q) = N* et, pour tout k € N*,

P(X =k)=p(1—p)* "

Remarque 11.

Une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p modélise le temps d’attente
du premier succes d’une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes de parametre p.

Exercice 14.

Soit p €]0, 1] et X une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de parametre p. Déterminer
la valeur de P(X > k) pour k € N*.

On a X ~ G(p) donc X () = N* et pour tout k € N*,
P(X =k)=p(1-p)*".

On remarque que :

+oo
(X>k)=X=k+)UX=k+2)U..= | X=n)
n=k+1
Les événements (X = n) étant incompatibles, on a alors :
+oo +oo +oo
P(X>k)= Y PX=n)= Y pl—p)"'=pl-p*) (1-p"=@1-p*
n=k+1 n=k+1 n=0
—_———

"=
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Proposition 30.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* et que P(X = n) # 0 pour tout n € N*. Alors
X suit une loi géométrique si, et seulement si, pour tous k,l € N*,

P(X>k+1X>k)=P(X >1).

On remarque tout d’abord que, pour tous k,! € N*, (X > k+1) C (X > k) d’ou (X > k+1)N(X >
k)= (X >Ek+1), et ainsi :

POC> ki > by = DEZ PR - P2

(=) On suppose qu’il existe p €]0,1[ tel que X ~ G(p). Alors, d’apres l'exercice précedent,
pour tous k,l € N* :

PX > k+1X > k) = Pg;fz)” _ (11__]2;;: —(1—p)=P(X >1).

(<) On suppose que pour tous k,l € N*,

P(X >k+1)

— = | P(X X = P(X .

(P(X>k) ) (X >k+1X >k) (X >1)

On pose p = 1 — P(X > 1) €]0,1] (car les P(X = n) sont non nuls) et pour n € N*,
Up, = P(X >n) > 0. Alors on a :

Up 41 _P(X>Tl+1)

Up P(X >mn)

PX>1)=1-p

o
=n et =1

k

Ainsi, (un)nen+ est une suite géométrique de raison 1 — p et donc, pour tout n € N* :
P(X >n) = = (1 —p)" uy = (1 p)"P(X > 1) = (1 —p)”

On remarque que la formule précédente est toujours valable pour n = 0 car X étant a
valeurs dans N*, P(X > 0) = 1.

Par suite, comme, pour k € N*,

(X=k)=(X<HNX>k-1)=X>HN(X>k-1)=(X>k—1)~ (X > k)
et (X >k)C(X>k—1),ona:

P(X=k) = PX>k—-1)—P(X >k)
1-p)*t-Q1-pF
1-p*'1-(1-p)
p(l—p)*!

!
»
I

&
I

Il en résulte que X ~ G(p).
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b. Loi de Poisson

Définition 25.) Loi de Poisson

Soit A € R%. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre A
et on note X ~ P(A) si X(Q) = N et, pour tout k € N,

)\k
_ =

Exercice 15.

Soit A € R%, (pn)nen une suite a valeurs dans ]0, 1 et (X,,)nen une suite de variables aléatoires
telle que pour chaque n € N, X, ~ B(n, p,).

Montrer que si np,, — A, alors, pour tout k € N,
n—-+oo

)\k
— -
P(Xy = k) ——— e 5.

Remarque 12.

Pour n € N et p €]0, 1] tels que A = np est proche de 0, une variable aléatoire qui suit une
loi binomiale de parameétres n et p, suit approximativement une loi de Poisson de parameétre
A =np.

4. Couples de variables aléatoires

Dans ce paragraphe, (Q, 7, P) désigne un espace probabilisé. Les variables aléatoires considérées sont
définies sur cet espace.

a. Généralités

Définition 26., Couple de variable aléatoires discrétes

Soit X,Y des variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisable. On appelle couple
de variables aléatoires discrétes sur (2,7,P) et on note (X,Y) lapplication w +
(X(@), Y (w)).

De plus, pour (4, B) C X(Q2) x Y (Q), on note (X € A,Y € B) I’événement ((X,Y) € Ax B) =
(XeA)n(Y eB).

Remarque 13.

En particulier, pour (z,y) € X(Q) x Y(€), la notation est :

(X =2,V =y) = ((X,Y) = (z,9)) = (X =2) N (Y = y).
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Proposition 31.
Soit X,Y des variables aléatoires discretes a valeurs dans E, F' respectivement. Alors le couple
de variables aléatoires (X,Y") est une variable aléatoire discréte & valeurs dans E x F.
Proposition 32.

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discrétes. Alors la famille d’événements :

(X=z)n(Y = Y) (e m)ex (@)=Y (Q)

est un systéeme complet d’événements appelé systeme complet d’événements associé au
couple (X,Y).

b. Loi conjointe

Définition 27.| Loi conjointe

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discrétes. On appelle loi conjointe de (X,Y) et
on note P(x yy la loi de probabilité du couple (X,Y).

Proposition 33.

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discretes. La loi P x y) est déterminée par la donnée
des P(X = z,Y = y) pour chaque couple (z,y) € X(Q) x Y(Q).

c. Lois marginales

Définition 28.| Loi marginales

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. On appelle premiére loi marginale du
couple la loi de probabilité de X et deuxiéme loi marginale du couple la loi de probabilité
de Y.

Théoréme 13.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes. On a :
— pour tout z € X(Q), P(X =2)= Y P(X =z =y)
yeEY ()

— pour tout y € Y(2), P(Y =y) = Z P(X =2,Y =y).
z€X(Q)
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d. Lois conditionnelles

Définition 29. ) loi conditionnelle
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes et x € X(Q) tel que P(X = z) # 0.
Q

On appelle loi conditionnelle de Y sachant X = x la probabilité notée Px—,) sur (€2, 7)
déterminée, pour y € Y(Q), par :

P(X:z)(Y =y) =P =y|X =2x).

Exercice 16.

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discrétes tel que, pour tout € X (Q), P(X = x) #
0.

1. Soit (z,y) € X(Q) x Y(Q2). Montrer que

Remarque 14.

On généralise toutes les notions précédentes aux cas d’'un n-uplet de variables aléatoires.

5. Variables aléatoires indépendantes

a. Couple de variables aléatoires indépendantes

Définition 30., Couple de variables aléatoires indépendantes

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discrétes. On dit que X et Y sont indépendantes
et on note X 11 Y si, pour tout (z,y) € X(Q) x Y(Q),

Proposition 34.

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discrétes. Les variables X et Y sont indépendantes
si, et seulement si, pour tout (4, B) C X(Q) x Y(Q),

P(X €AY eB)=P(X € A)P(Y € B).
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Proposition 35.
Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discretes et f, g des fonctions définies sur X () et
Y (92) respectivement. Si X et Y sont indépendantes, alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.
Proposition 36.| Loi d’une somme de variables aléatoires discrétes

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discrétes & valeurs dans N. Si X et Y sont indé-
pendantes, alors, pour tout n € N,

P(X+Y =n)=Y P(X=kPY =n—k).
k=0
Exercice 17.

Soit A\, € R et (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes tel que X ~ P(X) et

Y ~ P(u). Montrer que si X et Y sont indépendantes, alors X +Y ~ P(X + p).

b. Famille finie de variables aléatoires indépendantes

Définition 31.| Variables aléatoires indépendantes

Soit n € N* et (X&)reqr,n] une famille de variables aléatoires discrétes. On dit que les variables
X1, ..., X, sont indépendantes (ou mutuellement indépendantes) si, pour tout (z1,...,z,) €
X1(2) x ... x X, () :

P(X] :xl,...,Xn:xn) = HP(Xk :xk:)~
k=1

Proposition 37.

Soit n € N* et (X)pe[1,,) une famille de variables aléatoires discretes. Les variables X1,..., X,
sont indépendantes si, et seulement si, pour tout (Ay,...A,) C X1(Q) x ... x X, (Q),

P(Xi€Ay,...,Xp € Ay) = H P(X}, € Ayp).
k=1
Proposition 38.| Lemme des coalitions
Soit n,m € N* avec m < n, (Xg)re[1,n] une famille de variables aléatoires discretes et f, g

des fonctions définies sur X1(Q) x ... X X, (2) et X;p1(Q) x ... x X,,(Q) respectivement. Si
Xi,...,X, sont indépendantes, alors f(X1,...,X,,) et g(Xm+1,...,X,) sont indépendantes.

47



Exercice 18.
Soit m € N* ny,...,n, € N, p € [0,1] et Xq,..., X, des variables aléatoires telles que, pour

ke [1,m], Xi ~ B(ng,p).
On suppose X1, ..., X,, indépendantes. Déterminer la loide Y = Xy + ...+ X,,.

c. Famille infinie de variables aléatoires indépendantes

Définition 32.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires discrétes. On dit que les variables X, sont in-
dépendantes si, pour toute partie finie I = {i1,...,ix} de N, les variables X;,,..., X;, sont
indépendantes.

Le théoréme suivant (dont la démonstration est admise) va nous permettre de pouvoir ”parler sans
crainte” de suites de variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi prescrite :

Théoréeme 14.) Théoréeme d’existence de Kolmogorov

Si (Ln)nen est une suite de lois discrétes, alors il existe un espace probabilisé et une suite
(X, )nen de variables aléatoires discrétes indépendantes sur cet espace telle que, pour tout
neN, X, ~L,.

Exemple 8.

Soit p € [0,1] et (X,,)nen+ une suites de variables aléatoires indépendantes suivant chacune une
loi de Bernouilli de parameétre p - le théoréme précédent (et il n’est la que pour cela) garantit que
cette suite est bien définie !

La variable T'= min{n € N* U {c0} | X,, = 1} suit une loi géométrique de parametre p.

Partie F

Espérance, variance

Sauf mention contraire, les variables aléatoires discretes considérées dans cette partie sont définies sur un
espace probabilisé (2, T, P) et sont a valeurs réelles.

1. Espérance

a. Définitions et exemples
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Définition 33., FEspérance

Soit X une variable aléatoire discréte .

e Si X est a valeurs dans Ry, on appelle espérance de X et on note E(X) la quantité
(potentiellement infinie) :

E(X)= Y aP(X=nu).

zeX(Q)

e Si X est a valeurs dans R, on dit que X admet une espérance finie et on note X € L',
si la famille (zP(X = x))a:ex(sz) est sommable. Dans ce cas, on appelle espérance de
X et on note E(X) la quantité :

E(X)= ) zP(X=u)

z€X ()

Exemple 9.

Soit X une variable aléatoire discréte.

1
— Si X ~G(p) alors X € L et E(X) = >’
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Si X ~ G(p), alors pour tout k € N*, P(X = k) = p(1 — p)*~1. D’apres le critere
de D’Alembert, uy = kp(1 —p)*~! est le terme général d’une série convergente car
0<1—p< 1. Parsuite, X € L' et

+o00
B(X) =Y kp(1—p)*".
k=1

Calculons la valeur de cette somme. La série entiere Y, ., 2% a pour rayon de

convergence 1, donc sa somme [ : x +—> ﬁ est C1 sur ] — 1,1] et on a, pour tout
x€l—1,1]:

T, A&,
m—f(x) = %I;)x

+o00 d .
=35
dx
k=0

—+oo
k=0
Par suite, on a, comme 0 <1 —p < 1:

+oo
E(X) = Y kp(l—p)*
k=1

+oo
= pY k1-p*!
k=0

— 4 — :—p
A Cer )
E(XX) = %

— Si X ~P(\) alors X € L' et E(X) = \.

50



Ak
Si X ~ P()), alors pour tout k € N, P(X = k) = 67)\@' D’apres le critére de
B !

D’Alembert, uy = kﬁ est le terme général d’une série convergente. Par suite,

XelLlet
+oo

/\
Z ke#‘ .
Calculons la valeur de cette somme. On a:

E(X) = Zk —*A

Ak
= pz ke_)‘
= 7>‘ Z

= Jde et
EX) = X

Akfl
t(k—1)!
Ak
=0 (k)!

Exercice 19.

1. Soit ¢ € R et X une variable aléatoire discrete presque siirement égale a c. Calculer
P’espérance de X.

2. Déterminer les espérances des lois uniforme sur [1,n], de Bernoulli et binomiale.
Exercice 20.

Q@
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N* telle que, pour n € N*, P(X = n) = — pour
n
un certain o > 0.

1. Déterminer a.

2. Quelle est I'espérance de X ?

b. Propriétés de I’espérance

Théoréme 15.

Théoréeme de transfert

Soit X une variable aléatoire discréte et f : X(Q) — R une fonction. La variable aléatoire f(X)
est d’espérance finie si, et seulement si, la famille (f(z)P(X = ))zex (o) est sommable. Dans
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ce cas, on a :

On consideére la variable Y la variable aléatoire discréte f(X) et on pose, pour y € Y(Q) :

I=f"({y}) ={r € X() | f(=) =y}

On remarque qu’on a, pour tout y € Y (), (X € I;) = (Y = y) par définition de I,.

La famille (I,)yey (o) forme une partition de X () et d’apres le théoréeme de sommation par
paquets appliqué & la famille (f(z)P(X = 7)),ex (o) et & la partition précédente, on a :

la famille (f(2)P(X = x)),ex (o) est sommable si, et seulement si,

— Somme sur chaque paquet. Pour tout y € Y/(Q), (f(z)P(X = 7))zer, = (WP(X = 2))zer,
est sommable. Or c’est le cas ici car (yP(X = x))zez, est une sous-famille de la famille
(yP(X = ))zex(n) qui est sommable car (P(X = x)),ex(q) l'est. De plus, on a, en
notant s, la somme de la famille (f(z)P(X = x))zer, :

sy= Y f@P(X=2)=y Y P(X=2)=yP(X €l,)=yP(Y =y).

z€ly, €l

— Sommes des sommes des paquets. La famille (s,),cy (o) = (YP(Y = ¥))yev(q) est som-
mable. Or, c’est le cas si, et seulement si, Y est d’espérance finie.

Il en résulte que la famille (f(2)P(X = z)).ex () est sommable si, et seulement si, Y = f(X) est
d’espérance finie. De plus, dans ce cas, on a, toujours le théoréme de sommation par paquets :

B(X)=E¥)= Y P=y)= 3 Y f@PX=0)= ¥ [@)PX=2).

vey (@) -, yeY (Q) z€l, TEX ()

,(Théoréme 16.) Linéarité de Uespérance

Soit X, Y des variables aléatoires discrétes et A, € R. Si X,Y € L', alors la variable aléatoire
discréte AX +uY € L' et on a :

E\X + pY) = AE(X) + pE(Y).

On consideére la fonction f : (x,y) — Az + py.
Montrons que la famille (f(z,y)P((X,Y) = (2,¥))(z.y)ex(@)xy(0) est sommable.

On remarque que, pour tout (z,y) € X(Q) x Y(Q2), on a :

f@,y)P(X =2,Y =y)=aP(X =2,V =y) + pyP(X =2,Y =y)
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On étudie alors séparemment les familles (zP(X = 2,Y = y)) @ yex@xv@) et (yP(X =z,Y =
y))(m,y)EX(Q)XY(Q)-
e On applique le théoréme de sommation par paquets a la famille (zP(X = z,Y =
Y))(z,y)ex (@) xy(Q) sur la partition verticale (Vi)zex() ou Vi = {(z,y) | vy € Y(Q)
pour z € X(Q).
— Somme sur chaque paquet. Soit z € X (2). Pour tout y € Y/(Q0), P(X =2,V =y) <
PY=y)car (X =2,Y =y) C (Y =y), donc :

P(X=2Y=y) <PY =y).

Or, la famille (P(Y = y))ycy (o) est sommable donc, par comparaison, (P(X = z,Y =
Y))yey (o) est sommable.

Par suite, (zP(X = z,Y = y)),cy(q) est sommable et on a, en notant s, la somme de
cette famille, d’apres la formule des probabilités totales :

Sy = Z 2P(X =2,Y =y)
yEY ()
= =z Z PX=2zY =y)
YyEY ()
sy = zP(X=x1x)

— Sommes des sommes des paquets. La famille (s;),ex(0) = (P(X = 2),ex(q) est som-
mable car X € L!.
Par suite, (zP(X =z,Y = ¥))(2,y)ex(@)xv(2) €st une famille sommable et on a :

> sP(X=z,Y=y)= Y Y sPX=zY=y = > zP(X=z)=EX).

(z,y)EX(Q)XY(Q) z€X (Q) yeY () z€X (Q2)

e On applique le théoréme de sommation par paquets & la famille (yP(X = z,Y =
Y)) (z,y)ex (@) xy(Q) sur la partition horizontale (Hy)yey (o) ot Hy = {(z,y) | € X(Q)}
pour y € Y().

— Somme sur chaque paquet. Soit y € Y(Q). Pour tout z € X(Q), P(X =z,Y =y) <
P(X=z)car (X =2,Y =y) C (X =uz), donc :

P(X =2,Y =y) < P(X =)

Or, la famille (P(X = )),ex(q) est sommable donc, par comparaison, (P(X = z,Y =
Y))zex (o) est sommable.

Par suite, (yP(X = 2,Y = y)),ex (o) est sommable et on a, en notant s, la somme de
cette famille, d’apres la formule des probabilités totales :

sy = Y, yP(X=zY =y
ze€X(Q)
= Z P(X =2,Y =y)
z€X ()
sy = yPY =y)

— Sommes des sommes des paquets. La famille (s,),cy @) = (yP(Y = y)yey (o) est som-
mable car Y € L.
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Par suite, (yP(X = 2,Y = 9))(z,y)ex@)xy (@) est une famille sommable et on a :
> yP(X =2,Y=y)= Y > yP(X=zY=y)= > yPY =y)=E().
(z,y)EX(Q) XY () yeEY (Q) zEX () yeY (Q)

Il en résulte que (f(z,y)P((X,Y) = (2,9))(@.y)ex@)xy(e) est une famille sommable comme
combinaison linéaire de famille sommable. Ainsi, d’apres le théoreme de transfert, AX + pY =
f(X,Y) est d’espérance finie et, par linéarité de la somme, on obtient :

EQX +uY) = E(f(z,y))
- > fl@,y)P(X =2,V =y)

(z,9)eX(2)xY ()

= > Az +py)P(X =2,Y =y)
(z,y) EX(Q)XY (Q2)

— A 3 eP(X =2, =y) +p > yP(X =2,Y =y)

(z,9)€EX ()XY (Q) (z,y)EX(Q) XY (Q)
EMX +uY) = AE(X)+pEY).
D’ou la linéarité de I’espérance. O

Proposition 39.| Positivité/Croissance

Soit X, Y des variables aléatoires discretes.
— Si X est & valeurs positives, alors E(X) > 0 et E(X) = 0 implique X = 0 presque
slirement.

— SiX,YeLlet X <Y, alors E(X) < E(Y).

— On suppose X a valeurs positives. Alors on a :
EX)= Y & P(X=1)>0
TEX(Q) >0 230

(E(X) étant potentiellement +oo ici).
On suppose de plus X € L! et E(X) = 0. Alors, on a, pour tout € X (), comme X est
a valeurs positives :

0<zP(X=z)< Y 2'P(X=2')=E(X)=0,

2/ €X(Q)
donc zP(X = z) = 0. Ainsi, pour tout € X(2) \ {0}, P(X =x) =0, d’ou :
PX=0=1- Y PX=z)=1
zeX (Q2)~{0}

D’ou X = 0 presque stirement.
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— On suppose X <Y et X, Y € L' Alors Z =Y — X € L' est positive, donc, d’apres le
point précédent et par linéarité de ’espérance :

dott E(X) < E(Y).

Proposition 40.

Soit X une variable aléatoire discréte. Alors X € L! si, et seulement si, | X| € L. Dans ce cas
on a |[E(X)| < E(|X]).

,(Théoréme 17.) Espérance d’un produit de variables indépendantes

Soit X, Y des variables aléatoires discretes. Si X et Y sont indépendantes et d’espérance finie,
alors la variable aléatoire XY est d’espérance finie et on a :

E(XY) = E(X)E(Y).

,(Théoréme 18.) Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs positives. Si X € L', alors, pour tout a > 0, on
a:

E(X)

P(X >a) <

On suppose X € L'. Soit a > 0. On pose Y = I(x>aq) i-e. pour w € 2,

)1 siX(w)>a
Y<w)_{0 si X(w) <a

Alors Y est une variable aléatoire & valeurs dans {0, 1} et donc d’espérance finie; et on a :
EX)=0xPY =0+1xPY=1)=PY =1)=P(X >a).
De plus, on remarque que X > aY ; en effet, pour tout w €  :
— 81 X(w) > a, alors Y(w) = 1, et donc X(w) > aY (w);

— 81 X(w) < a, alors Y(w) = 0 et comme X est & valeurs positives, X (w) > 0 = aY (w).
Par croissance de 1’espérance, on a donc E(aY) < E(X) et donc

aP(X >a)=aE(Y)=FE@Y) < E(X)

D’ou le résultat en divisant par a > 0. O
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2. Variance
a. Moments

Définition 34.| Moments
Soit X une variable aléatoire discrete et r € N. On dit que X admet un moment d’ordre r

et on note :
XelL".

si la variable aléatoire discréete X™ admet une espérance finie. Dans ce cas, on appelle moment
d’ordre r la quantité E(X").

On-1

Proposition 41.

Soit X une variable aléatoire discréte. Si X € L?, alors X € L'.

Théoréme 19.) I[négalité de Cauchy-Schwarz

Soit X,Y des variables aléatoires discrétes. Si X,Y € L? alors XY € L' et on a :

E(XY) < VE(X2).\/JE(Y?).

b. Variance, écart-type

Définition 35.) Variance

Soit X une variable aléatoire discréte telle que X € L2. On appelle variance de X et on note
V(X) la quantité :
V(X) = E (X - E(X))?).

Théoreme 20.

Formule de Kenig-Huygens

Soit X une variable aléatoire discréte. Si X € L?, alors on a :

V(X) = E(X?) — B(X)2

Exemple 10.

Soit X une variable aléatoire discrete.

— Si X ~G(p) alors X € L? et V(X) = ! —2;0,
p

— Si X ~P(\) alors X € L? et V(X) = \.
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On suppose que X ~ P(A). Alors

e X()=N

e pour tout k e N, P(X =k) = e”‘%.
X € L? si X? est d’espérance finie, ce qui est équivalent, d’apres le théoréme de
transfert, & : la famille (k2 P(X = k))gen est sommable. Comme cette famille est
une suite & termes positifs, il suffit alors de montrer que c’est le terme général d’une

série convergente.
Or, pour tout k > 1, up = k*P(X = k) = ke _)‘A, >0etona:

Uk+1 :)\(k—i—l) 0<1
U k2 k—4o00

donc, d’apres la régle de D’Alembert, Y uj converge.

Par suite, (k2P(X = k))ren est sommable et donc X € L2.

Ainsi, X admet une variance finie et également une espérance finie. Calculons tout
d’abord E(X (X — 1)) (la variable X (X — 1) est bien d’espérance finie car X? et
X sont d’espérance finie et on a X(X — 1) = X2 — X) :

)\k
E(X(X -1) = Zk —1)e
+oo
_ )\2 —/\Z )\k 2
_ y2,.-X
= Xe Z ﬁ
k=0
—e
E(X(X-1) = X\
On a, par linéarité : E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X) et d’apres le théoréme de

Koenig-Huygens, V(X) = E(Xz) E(X)?%; par suite :

VIX)=BE(X(X-1)+EX)-EX)?=X4+X1=-)X =\

Exercice 21.

Déterminer les variances des lois uniforme sur [1,n], de Bernoulli et binomiale.

Proposition 42.

Soit A, u € R et X une variable aléatoire discréte. Si X € L2, alors on a :

VX +p) = X2V (X).
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Définition 36. E'cart—type

Soit X une variable aléatoire discréte telle que X € L2. On appelle écart-type de X et on
note o(X) la quantité :

Définition 37.) Variable centrée réduite
Soit X une variable aléatoire discréte telle que X € L2. On dit que la variable aléatoire X est
centrée réduite si E(X) =0et o(X) = 1.

Proposition 43.
Soit X une variable aléatoire discréte telle que X € L? et V(X)) # 0. Alors la variable aléatoire

X) est une variable aléatoire centrée réduite.
o

Théoréme 21.

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire discréte. Si X € L2, alors on a, pour tout € > 0 :

V(X)

P(X-EX)z¢) <

3. Covariance
a. Généralités

Définition 38.) Covariance

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discrétes tel que X, Y € L?. On appelle covariance
du couple (X,Y) et on note Cov(X,Y) la quantité :

Cov(X,Y) = E (X — E(X))(Y — E(Y))).

Théoréme 22.) Formule de Kenig-Huygens

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. Si X,Y € L?, alors on a :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
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Proposition 44.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes tel que X,Y € L2 Si X et Y sont
indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0.

b. Variance d’une somme

Théoréme 23.

Soit (X,Y) deux variables aléatoires discrétes. Si X,Y € L2, alors :
V((X4+Y)=V(X)+ V() +2Cov(X,Y).
Soit n € N*. On a, plus généralement, si (X3, ..., X,,) est un n-uplet de variables aléatoires

discretes, on a :

i=1 1<i<j<n

Corollaire 5.

Soit (X,Y) deux variables aléatoires discrétes telles que X,Y € L2. Si X et Y sont indépen-
dantes, on a :
VIX+Y)=V(X)+V(Y).

4. Loi faible des grands nombres

Théoréeme 24.) Loi faible des grands nombres

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires discrétes, deux & deux indépendantes, de méme
loi et admettant un moment d’ordre 2. On pose m = E(X7) et, pour n € N*, S, = X;+...+X,,.
Alors on a, pour tout € > 0 :
S
7(

_n_m'zg) B
n n—-+oo

5. Fonctions génératrices
a. Définition et premiéres propriétés

Définition 39.| Fonction génératrice

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice de
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X et on note Gx la fonction :
GX t—= E(tX).

Théoréme 25.

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N. La fonction génératrice Gx de X est
définie sur [—1,1] et on a, pour tout ¢t € [-1,1] :

+oo
Gx(t)=> t"P(X =n).
n=0

Pour ¢ € [—1, 1], on considere la famille (¢” P(X = n))nen. On remarque que pour tout ¢ € [—1, 1]
et tout n € N

[t"P(X = n)| = [t|"P(X =n) < P(X =n)

Or P(X = n) est le terme général d’une série convergente (dont la somme vaut 1), donc par
comparaison, Y. t"P(X = n) converge absolument.

Par suite, (" P(X = n))nen est une famille sommable, et ainsi, d’apres le théoréme de transfert,
la variable aléatoire tX est d’espérance finie. Alors, pour ¢t € [—1,1] Gx(t) = E(tX) est bien
défini et on a :

+o00
Gx(t)=E(Et*)=> t"P(X =n)
n=0

Proposition 45.

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N. La fonction génératrice de X est de
classe O sur | — 1, 1] et on a, pour tout k € N,

G¥(0) = KIP(X = k).

Corollaire 6.

Soit X,Y des variables aléatoires discretes a valeurs dans N.

— La loi de probabilité Px de X est entiérement déterminée par sa fonction génératrice
Gx.

— les variables X et Y ont la méme loi si, et seulement si, Gx = Gy.
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Proposition 46.

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N et Gx sa fonction génératrice. On a :
— La variable X appartient & L' si, et seulement si, G est dérivable en 1. Dans ce cas, on
a:
G (1) = E(X).

— La variable X appartient & L? si, et seulement si, G est deux fois dérivable en 1. Dans
ce cas, on a :

G% (1) = BE(X(X —1)).
Exercice 22.
Soit X € L? une variable aléatoire discréte a valeurs dans N et Gx sa fonction génératrice.

Exprimer E(X?) et V(X) en fonction des dérivées de Gx en 1.

Exemple 11.

Soit X une variable aléatoire discrete.

— Si X ~ g(p) alors GX(t) = m,
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On suppose X ~ G(p) avec p €]0,1[. Alors :

X () =N*
P(X =k) = p(1 —p)*~! pour tout k € N*

D’apres le théoreme 25, G, est définie sur [—1,1] mais on remarque, en posant

ap, = P(X =n)>0pourn>1,que) -, apt" est de rayon de convergence fp.

En effet, comme [*2+L| = (1 — p) P (1 — p), d’apres la régle de D’Alembert
n n——+oo

pour les séries entieres, R = .

1-p
Ainsi, si X ~ G(p), Gx est définie sur | — ﬁ, ﬁ[ (intervalle plus gros que [—1, 1]
car 1 —p < 1). De plus, pour tout t €] — 1+p’ %p[, ona:

“+o0
Gx(t) = > t"P(X =n)
.
= > t"p(l—p)t
-
= pty (t(1—p)"
n=1

+00
= ptYy ((L—p)t)" et t(1—p) €]~ 11|

1
B
P T a—pr

pt

G = T

— Si X ~P()) alors Gx(t) = eMt=1),
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On suppose X ~ P(A) avec A € R%. Alors :

P(X =k)= e‘)‘),‘c—li pour tout k € N

D’aprés le théoréme 25, G, est définie sur [—1,1] mais on remarque, en posant
an = P(X =n) > 0 pour n € N, que > a,t™ est de rayon de convergence +oo.

En effet, comme |%\ = nL_H —+> 0, d’apres la regle de D’Alembert pour les
n n—+o0o

séries entieres, R = +o0.
Ainsi, si X ~ P(\), Gx est définie sur R. De plus, pour tout t € R, on a :

“+oo

Gx(t) = ) t"P(X =n)

n=1
+ oo
= Y
|
"0 n!
RSN ON
= € Z T
ne0 n.
e—/\etA

Gx(t) = etD,

Exercice 23.

Déterminer les fonctions génératrices des lois uniforme sur [1,7n], de Bernoulli et binomiale.

Théoréme 26.

Soit X,Y des variables aléatoires discrétes a valeurs dans N. Si X et Y sont indépendantes,
alors, pour tout ¢t € [—1,1] :
Gxivy(t) = Gx(t)Gy(1).

On suppose X et Y indépendantes. Soit ¢ € [—1,1]. On note Z = X +Y ; alors Z est une variable
aléatoire a valeurs dans N et on a :

+oo “+o0
Gz(t)=E@t?) =) t"P(Z=n)=>» t"P(X+Y =n)
n=0 n=0
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Or, X et Y étant indépendantes, on a, pour tout n € N :

n

P(X—i—Y:n):P(U((sz)ﬂ(yzn—k))) =Y P(X=k)P(Y =n—k).

k=0 k=0
Ainsi :
“+o0 n 400 n
Gz(t) =Y t"Y P(X=k)PY =n-k) =) Y hkP(X=k)t" *P(Y =n—k).
n=0 k=0 n=0 k=0

=ay =Dp—p

ou a, =t"P(X =n) et b, =t"P(Y =n) pour n € N.

On remarque que Gx (t) = 3,50 a,, et Gy (t) = 3720 by, et que 3. a,, . b, convergent absolu-
ment (car pour tout n € N, |a,| < P(X = n)). Ainsi, le produit de Cauchy > ¢, de ces séries
n

converge ol ¢, = E anby et on a l'égalité :

k=0
+o00 +00 +oo
Gxiv(t) =Gz(t) =) cn= (Z an> (Z bn> = Gx(t)Gy (t).
n=0 n=0 n=0

Remarque 15.

Plus généralement, si Xi,..., X,, sont des variables aléatoires discretes indépendantes, alors
GX1+~--+X¢L = GX1 X ... X GXn-

Exercice 24.

Soit k,m,n € N* tels que k = nm et X, Y des variables aléatoires a valeurs dans N indépendantes.
On pose Z = X +Y et on suppose que X ~U([0,n —1]) et Z ~U([0,k — 1]).

1. Déterminer la fonction génératrice de Y.

2. En déduire la loi de Y.
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