Chapitre VII

Séries numeériques et vectorielles
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Partie A

Séries de vecteurs

Dans cette partie, E désigne un espace vectoriel normé sur K = R ou C. On notera || - || la norme dont
est munie E.

1. Définitions

Définition 1. Série

Soit (un)nen une suite & valeurs dans E. On appelle série de terme général u,, et on note
> uy, la suite (Sy,)nen ol, pour n € N :

Pour n € N, le terme S,, = Z?:o u; est appelé somme partielle d’ordre n de la série > uy,.

Remarque 1.

— Une série est la suite de ses sommes partielles.

— Une série est donc une suite particuliere! Toutes les méthodes connues pour les suites
peuvent donc s’appliquer pour les séries! De plus, leurs particularités parmi les suites
nous permettent de développer des outils adaptés a leur étude. Il est donc a priori plus
aisé d’étudier une série quelconque qu’une suite quelconque!

— Si le terme général u,, d’'une série n’est défini qu’a partir du rang ng € N, on notera

n
g u, la série de somme partielle d’ordre n > ng : S,, = g Uj.
n>ng =no

— Pour tout n € N, on a :

Uy = Sy, — Sp—1  avec la convention S_; = 0.

Définition 2. Somme d’une série

Soit (un)nen une suite & valeurs dans E. On dit que la série > u,, converge dans (E, || - ||) si
la suite (S, )nen de ses sommes partielles converge dans (E, || - ||).

Dans ce cas, on appelle somme de la série Y u, et on note E::é u, la quantité :

N

“+o0

U, = lim Sy = Ilim E U -
ZO " N —+o0 N —4o00 0 "
n= =

Si la série Y u, ne converge pas, on dit qu’elle diverge.



Dans la suite, u = (tp)nen et v = (vn)nen désignent des suites a valeurs dans E.

Proposition 1.

Si la série Y u, converge, alors la suite (uy)nen converge vers Op.

On suppose que Y u, converge. Alors la suite (S, )nen converge vers S € E et donc, pour tout
n € N* ona

Up =8y — Spy ——— 5 — 5§ =0g.
n—-+oo

Remarque 2.

La réciproque de cette proposition est fausse : la suite (%)HGN* converge vers 0 et la série

1
harmonique E — diverge!
a n>1 n §

Cette proposition motive donc la définition suivante :

Définition 3., Divergence grossiére

Si la suite (uy,)nen ne converge pas vers Og, on dit que la série > u,, diverge grossiérement.

Définition-Proposition 4.| Reste d’une série

Si la série Y u, converge, alors, pour tout n € N, la série Zk>n+1 uj converge.

Dans ce cas, on appelle reste d’ordre n de la série Y u,, et on note R, la somme de la série
ZanH uy, i.e.

+oo
k

=n-+1

Remarque 3.

On ne parle de reste d’une série que si elle converge. De plus, dans ce cas, on remarque que
pour tout n € N,

+oo
Up=Rp 1~ Ry et Ry=S8—8,008=> u,.

n=0



Exercice 1.

Soit A € K~ {1} et € E. On considére la série Y u,, de terme général u,, = A\"x. Discuter des

cas évidents de convergence et de divergence grossiere de D uy,.
En cas de convergence, déterminer la somme et les restes de la série.

Soit n € N. On a :

S, = iui = i)\ix = (i)”) B = 11%)\7:_190
i=1 i=1

i=1

Ainsi, si |A| < 1, Y u, converge et on a :

—+o0
S:T;)un :NEIEWSN = 1_)\30,

et, pour tout n € N
1 1_>\n+1 >\n+1
R,=85-5,= T — T xfl_)\w.

Exercice 2.

Soit p € N* et A € M,(K) une matrice nilpotente d’indice ¢ € N*. Déterminer la nature de la
série Y A™ et en cas de convergence, déterminer sa somme.

Pour tout n > ¢, A™ =0,,, donc, pour N > ¢, on a :

N q—1 N q—1
Sy=Y A=Y A"+ Y ar =Y a4,

n=q =0,

Ainsi, la suite (Sy)neny = Y A™ est stationnaire en ZZ;B A™ d’on Y A™ converge et

+oo q—1
Y A=) A"=IL,+A+..+ AT
n=0 n=0

Proposition 2.

La suite (R, )nen des restes de la série Y u,, converge vers Og.



On a, avec S la somme de la série et S,, la somme partielle d’ordre n € N de la série :

lim R,= lim (S-S5, =5-S5=0g.

n—-+oo n—-+4oo

Définition 5. Série télescopique

On dit que la série > u, est une série télescopique si le terme général u,, de la série s’écrit,
pour tout n € N
Up = Upy1 — Up-

Proposition 3.

On suppose que la série > u,, est télescopique avec, pour tout n € N, u,, = v,41 — v,,. Alors
la suite (v,)nen et la série Y u, sont de méme nature i.e. (vy)nen converge si, et seulement si,
> u, converge. De plus, en cas de convergence, on a :

+oo

E U, = lim v, — vg.
n——+oo

n=0

On a, pour tout n € N,

n

n n n
E U; = E (Vi1 —v;) = | vnp1 + g v | — E Vi | =V | = Un — Vg-
i—0 i=1 i=1

=0

d’ou le résultat en passant a la limite quand n — 400 dans cette égalité. O

2. Espace vectoriel des séries convergentes

Proposition 4.

L’ensemble des séries convergentes de terme général dans E est un sous-espace vectoriel de
I’espace vectoriel des suites a valeurs dans F.

De plus, 'application qui a une série convergente associe sa somme est une application linéaire
i.e. pour tous A, i € K et toutes séries > tp, Y. vy :

+oo “+o0 “+o00
Z()\un + pvy) = /\Zun + ,qun.
n=0 n=0 n=0



On note S(E) l'ensemble des séries de terme général dans E et S.(E) 'ensemble des séries
convergentes.

Ezercice : Montrer que S(E) est un sous-espace vectoriel de EN (ensemble des suites a
valeurs dans F) - on démontrera (entre autres) que pour A\, u € K et > up, Y v, € S(E),

/\Zun —|—qu" = Z()\un + pvp).

On rappelle (voire le chapitre Topologie des e.v.n.) que 'ensemble ¢(E) des suites a valeurs dans
E convergentes est un sous-espace vectoriel de EN.

On remarque que S.(E) = S(E) N ¢(E) donc S.(F) est un sous-espace vectoriel de EN comme
intersection de sous-espaces vectoriels de EN.

De plus, considérons I'application f : S.(F) — K telle que :

+oo
n=0
Soit A, u € Ket D up, >, v, € Sc(E). Alors,

f()\zun + szn) = f(Z()‘un + pvn))

—+oo

= Z()\un + /“}n)
n=0
N
= li
i, 3O pvn)
N N
= 1.
S (1)
n=0 n=0
N N
“+ o0 “+o00

= )‘f(z Wy ) 4= Mf(z vn)

Donc f est une application linéaire.

Exercice 3.

1 «

o1
801tA2(0 1

> € M>(R). Discuter de la nature de la série > A™.



OnaAd= %(12 + J,) ou J, = (8 8) est nilpotente d’indice 2 et commute avec I,. Ainsi en

appliquant la formule du binéme, on obtient pour n > 2 :

n

A" = ()" Z( )J;Lg—i =D+ nJy;
=0

par suite,
N N N
sw=3 a0~ (3 L) (5] 2
=0 n=0 n=0

Donc >>A™ converge car les séries numerlqueb 3 5 5w et ) g converge. En effet, % < 1let

3 < 1 donc les séries géométriques > 5 et > (2)" convergent et on a 4= = o(( )™) done, par
comparalson avec le terme général d’une série convergente, on en déduit que ) i converge (on
aurait pu utiliser la reégle de D’Alembert, que 1’on verra dans la prochaine partie, pour conclure
la convergence de ) 7).

Proposition 5. Utilisation d’une base

On suppose que E est de dimension finie p. Soit B = (eq, ..., e,) une base de E et > u,, la série
de terme général u,, = > °_, ugf )ei € E. Alors la série > u,, converge si, et seulement si, pour

tout ¢ € [1,p], la série numérique Zu%) converge. Dans ce cas, on a :

S (50).

n=0 =1 n=0

Exercice 4.

1. Soit p € N* et A € M,(K) une matrice diagonalisable dans M, (K) telle que, pour tout
A € Sp(A), |[A] < 1. Démontrer que Y A™ est convergente et déterminer sa somme.

n

1 0 3

1
2. Application : déterminer la somme de la série Z 3 0 4 0
3 01

1. Comme A est diagonalisable, il existe P € GL,(K) et D = diag(a, ..., ay) avec o, ..., ap €
Sp(A) tels que A = PDP~!. On a |o;| < 1, pour tout i € [1,p] et donc, pour tout N € N,



N N
Sn = Z A"=P <Z D”) p!
n=0 n=0

1— N+1 17QN+1
— Pdiag(lal,... | pt

- T l-q
. 1 1 .
— P diag e P
N— 400 1—o 11—«
R 1 1
1l en résult Ar t Y A" =Pdi P
en résulte que Y A™ converge e 7;) lag<1—a1’ 71—04p>
2. On a, pour n € N,
1 1 _ 1 =il
1 (1 03 v AN & o N Av R
A=2|0 4 0f=|0 1 0 0 3 0Jfo0o 1 o
=i 1 1 1 1
3 0 1 7 0 7 voo o5 7 0 7
Donc
o0 200 £ 0§
»Ar=P(0 2 0|P=(0 2 0
n=0 00 2 320 1

3. Série absolument convergente

Dans ce paragraphe, on suppose que E est de dimension finie p.
Définition 6.) Série absolument convergente

Soit (un)nen € EN. On dit que la série Y u,, converge absolument ou encore, est absolument
convergente, si la série & termes positifs Y ||u,|| est convergente.

Soit (tn)nen & valeurs dans E de dimension finie.

Si la série Y u, converge absolument, alors 3 u, converge. De plus, on a :

“+oo —+o0
>t < lunll
n=0 n=0

On suppose que Y u, converge absolument. Alors ) |lu,| converge. Soit B = (e, ..., ep) un base
de E. Comme F est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes sur F ; ainsi, il existe



c € Ry tel que, pour tout = € E, ||z|loo < c||lz||. Par suite, on a, pour tout ¢ € [1,p] :

[u] < lunlloo < cllunll,

donc 3 u%) est une suite numérique absolument convergente, donc convergente. Ainsi, les séries
des composantes de > u,, convergent, donc »_ u, converge. O

Exercice 5.
Soit p € N*. On munit ’espace vectoriel M, (K) d’une norme ||-|| sous-multiplicative i.e. V A, B €
M, (K), [|AB|| < [|A]l.|| BI|
Soit A € M,(K) telle que ||A|| < 1.

1. Montrer que > A™ est absolument convergente. Vers quelle limite converge la suite

(An)nGN ?
+o00
2. En déduire que I, — A est inversible et que »  A™ = (I, — A)~".
n=0
1. On a, par sous-multiplicativité de la norme | - ||, pour tout n € N, ||A"]] < ||A||™. Or

STIIAJ™ est une série géométrique de raison ||A|| < 1, donc le terme général [|A"| de la
série a termes positifs est majoré par le terme général d’'une série convergente. Par suite,
STIA™|| converge; d’ot la série Y A™ est absolument convergente.

Comme ) A™ est absolument convergente, »  A™ converge. Par suite, lim, o, A" = 0,.
2. On a, pour N € N,
(I, —A)Sny = (I, — A) (I, + A+ A* + ..+ AY) = I, - ANT!,

Par suite,

+oo
(I,—A)) A= lim (I, - A)Sy=1I,— lim ANT' =1,
n=0

n—-+oo n—-+4oo

Ainsi, I, — A est inversible et (I, — A)~! = 3720 A",



Partie B

Compléments sur les séries numériques

Dans cette partie, on considérera seulement des séries numériques i.e. des séries a valeurs réelles ou
complexes.

1. Regle de D’Alembert

a. Comparaison logarithmique

Proposition 6.| Comparaison logarithmique
Soit (un)nen €t (vn)nen des suites & valeurs réelles strictement positives & partir d’un certain
rang ng € N telles que, pour tout entier n > ny,

Un+1 < Un+1
Up ~ Un

Alors,
— si Y v, converge, Y u, converge;

— si Y u, diverge, > v, diverge.

On remarque que, pour tout entier n > ng, on a :

n—1 n—1

Up H Uj+1 < H Vi+1  Un
uno . ui o . ’U/i Uno
1=nNg 1=ng
d’ou :
no
Uy < Up,
no

Par suite, par comparaison de séries a termes positifs, on obtient que si > v, converge, alors
> u, converge (et donc également la contraposée).
O

Corollaire 1.

Soit Y u, une série a valeurs réelles strictement positives. Si, & partir d’un certain rang ng € N :

— il existe M €]0, 1] tel que, pour tout entier n > ng, “2t!

2t < M, alors ) u, converge.

— pour tout entier n > ng, % > 1, alors > u,, diverge.

10



— On consideére la suite géométrique (v, )nen de raison 0 < M < 1. Alors > v, converge, et,
a partir du certain rang ng, on a :

Un+1 <M= Un+1

Un Un

Par suite, d’aprés la proposition précédente,  u,, converge.

— La suite (u,) & termes strictement positifs est croissante & partir du rang ng, donc (uy)
ne converge pas vers 0. Ainsi Y u,, diverge grossiérement. (on aurait pu, comme dans le

cas précédent, comparer Y u, avec la série géométrique de raison 1).
O

b. Reégle de D’Alembert

,(Théoréme 2.) Régle de D’Alembert

Soit > u, une série a valeurs réelles strictement positives. Si la suite ( nt > admet
Un neN

une limite £ € Ry U {400}. Alors, en convenant que 400 > 1 :
— si ¢ < 1, alors Y u, converge;
— si £ > 1, alors ) u, diverge.

e lercas: L e R, :

u

Comme —F1 — ¢, alors, pour tout € > 0, il existe un certain rang ng, tel que, pour
Unp n——+oo
U
tout n > ng, —+ € [l —e,l+¢]
n
U

— On suppose £ < 1. Alors pour € < 1 — ¢, on a, pour tout n > ny, "t < ¢+ eeton

n
applique le corollaire précédent en posant M = £ + & < 1. Par suite, > u,, converge.
U
i >l0—c=1et

— On suppose £ > 1. Alors pour ¢ = ¢ — 1, on a, pour tout n > ng,
n

on applique le corollaire précédent. Par suite, > u,, diverge.

e 2nd cas : ¥ = +0 :

Un+1 5 . .
Comme —*1 — 5 ¢, alors, pour tout A > 0, il existe un certain rang ng, tel que,
Up, n—-+oo

U
pour tout n > ng, —=L > A.
n

Ainsi, pour A = 1, il existe un rang ng € N tel que pour tout entier n > nyg, ntl

> 1.

n

D’apres le corollaire précédent, Y u, diverge.
O

11



Remarque 4.

— On peut remarquer que dans la démonstration de la régle de D’Alembert, on compare
la série Y u, & une série géométrique. Ainsi, cette régle n’a le plus souvent d’intérét que
pour I'étude des séries dont le terme général a un comportement qui ”"ressemble” a celui
d’une série géométrique.

— Dans le cas £ = 1, on ne peut pas conclure comme en témoigne par exemple les séries

1 1
ZnZl n et ZnZl nZ*

Exemple 1.

2.3 : n
— La série E sin 37 converge.

n
— Soit z € C. La série Z <2) 2™ converge absolument si, et seulement si |z| < 1.

—Onasin(%) ;jr 3%
n o0

Or, en posant u,, = 55 > 0 pour n € N*, on a :

Un+1 1 n+1 1
= —. - <1
Up, 3 nm  n-o+too 3

D’oti, d’apres la régle de D’Alembert, > u,, converge et donc, par comparaison, »  sin (3%)
converge.

— Pour n € N, on pose u, = [(5)2"| = (5)|2|™. Si z =0, alors (uy)nen constante en 0 donc
> uy, converge.
On suppose z # 0. Alors, pour tout n > 2, u,, >0 et on a:
Up41 n—+ 2

= || |2].
Unp, n n—-+00

Par suite, d’apres la régle de D’Alembert, si 2| < 1, > u, converge et si [z| > 1, > u,

diverge.

Il reste a traiter le cas |z| = 1. Dans ce cas u, = (}) 7% 0, donc > wu, diverge
n—r+00

grossierement.

n
Il en résulte que Z (2)2'" converge absolument i.e. > u, converge si, et seulement si

|z| < 1.

Exercice 6. Applications de la régle de D’Alembert

. n!
1. Etudier la nature de la série > —.
n

x’ﬂ

2. Soit « € R;. Discuter de la nature de la série ) en fonction de z.

12



1. On a, pour tout n € N :

Unt1 n" (n—i—l)!:( n )n:( 1 }<1'

U,  (n+ 1)+ p) n+1

!
Ainsi, d’apres la régle de D’Alembert, n—n converge.
n

2. Soit x € Ry. Pour n € N, on pose u,, = % Alors on a, pour tout n € N :

n

<1l siz<4
Unt1 z(n+1)2 1 ) 1 v )
= —T = =
Un  (2n+2)(2n+ 1) noteo 4 e
>1 siz>4

D’apres la régle de D’Alembert, > w,, converge si x < 4 et diverge si © > 4. Sixz =4, on a

Un41 :4n—|—4 > 1
Up, dn+2 —

Par suite, (un)nen est croissante (et a valeurs positives) donc elle ne converge pas vers 0.
Ainsi, -+~ diverge grossiérement.

)

Exercice 7.

Soit p € N*. On munit l'espace vectoriel M,(K) d’une norme || - || sous-multiplicative. Soit
A € M,(K) telle que || 4| < 1.

Montrer que la série ), -, nA"~1 converge puis calculer sa somme.

— Convergence. Si A = 0, alors la série converge car son terme général est constant en 0,,.
On suppose A # 0,. Alors, par séparation, ||A|| # 0 et on a, en notant, pour n € N*,
up =nl|AI""t >0

Up+1 n+1
=] Al <1.

n—-+oo

Un
Par suite, d’apres la regle de D’Alembert, > -, u, converge.

De plus, pour tout n € N*, on a, par sous-multiplicativité de la norme :
InA" M| < nll A" = uy,

D’ot, par comparaison, >, <, nA™ 1 est absolument convergente et donc convergente.

Dans tous les cas, . -, nA" "' converge.

— Somme. On note S = 3,72 nA™1.

On remarque, de maniére analogue a la série précédente, que la série ano nA™ converge

13



et par continuité de I’application linéaire M +— AM, on a :

+oo +oo
D nA" =AY nA"' = AS.
n=0 n=1

D’aprés l'exercice 5, la série Y A™ converge et sa somme vaut (I, — A)~', d’ou :

+oo
5 = Y nart
n=1

—+oo
= Z(n +1)A™ - changement d’indice n’ =n — 1
n=0
—+oo +oo
= Z nA" + Z A™ - linéarité de la somme de séries convergentes
n=0 n=0

S = AS+(I,— A~

d’ou (I, — A)S = (I, — A)~! et donc :

—+oo

> nAT = (1, - A2

n=1

c. Exponentielle numérique
Proposition 7. Convergence de la série exponentielle

- z"
Pour tout z € C, la série E — converge absolument.
n!

Soit z € C.
1 sin=0

® 7’ 7
; donc Y £; converge car son terme général
0 sin>1"’ Z

Siz:O,pournEN,onai;:{

est stationnaire en 0.

— On suppose z # 0. Pour n € N, on pose u,, = |%7:’ = ‘Z# > 0. Alors on a :
n+1 |
i 12 — 2 0<1
Up [z]* (n+1)! n+1 notoo

Ainsi, d’apreés la régle de D’Alembert, Y i—r: est absolument convergente et donc conver-

gente.
O

La proposition précédente justifie la bonne définition de l’exponentielle d’'un nombre complexe car
une série numérique absolument convergente est convergente :

14



Définition 7. Série exponentielle

Zn
Soit z € C. On appelle série exponentielle de z la série Z —-
n

De plus, on appelle exponentielle de z la somme de la série exponentielle de z et on note :

+oo g

exp(x) =Y =

n=0

Remarque 5.

A priori, on vient de donner le nom d’exponentielle de z € C a nouvel objet alors que le 7e*”
défini en Sup’ portait déja ce nom! Afe!

Bien-siir, nous allons unifier tout cela et voir que ces deux définitions de ’exponentielle qui

semblent bien différentes sont en fait équivalentes.
+oo  _p
. . e s s z o .y
Dans la suite du cours, nous utiliserons 1’égalité e* = E — pour z € C ainsi que les propriétés
n!
n=0

de z — €* demontrées en Sup’ "méme si c’est un peu tot”!

Daus les faits, dans un premier temps, nous montrerons que la fonction 2 — exp(z) de la variable
réelle est bien la fonction exponentielle définie comme étant I'unique solution du probléeme de
r_
Cauchy y(O) Y . (nous le ferons dans le chapitre ”Suites et séries de fonctions”) puis dans
y =
un second temps, nous verrons les propriétés de cette fonction avec la variable complexe (dans
le chapitre ”Séries entieéres”).

Pour le moment, dans ce chapitre, nous nous contenterons de vérifier qu’il s’agit bien d’une
fonction ”"mise en exposant” i.e. une fonction qui transforme une addition en produit.

2. Comparaison avec une intégrale

Soit f: Ry — R4 une fonction continue par morceaux et décroissante. Alors la série :
n

S ([ soar- o)

n>1 n—1

converge.

Soit n € N*. Alors on a :

0= 1)~ f) < [ f0dt— 1) < fa—1) - 1)

15



Donc la série est a termes positifs et on a, pour tout N > 1 :

N

N n
$0=3 ( [ swa- f<n>> < S (fn=1) = f(m) = F(0) - F(N).

n=1

Or comme f est décroissante et minorée (par 0), f admet une limite ¢ € Ry en +o0o; ainsi, pour
tout N > 1, Sy < f(0) — £. Par suite, par majoration uniforme des sommes partielles d’une série
a termes positifs, la série converge. O

Corollaire 2.  Comparaison série/intégrale

Soit f : Ry — Ry une fonction continue par morceaux et décroissante. Alors Y f(n)
. . —+o0
converge si, et seulement si, fo f(t)dt converge.

On sait que ), -, (f: L f(t)dt — f(n)) converge donc Y f(n) converge si, et seulement si,

D :71 f(t)dt converge. Orona > -, f t)dt converge si, et seulement si

oo N
st [ s S

existe dans R . D’ou le résultat. O

Proposition 8.| Estimation des sommes partielles et des restes

Soit f: Ry — Ry une fonction continue par morceaux et décroissante et n € N. Alors les
sommes partielles de la série > f(n) vérifient pour tout m € N :

n+m+1 n+m
[ i< S = Sy = f0 Dtk S < [ p(odn

+1 n

Et en cas de convergence de la série > f(n), les restes de la série vérifient :

| Trwasrs [T o

+1 n

On a, pour tout 7 € N*,

/imf( Hdt < £(i) /f
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Donc, pour m € N, on a :

ntm - ai4l n+m ntm g
> [ rwas Y o<y [ sow
i=n+177 i=n+1 i=n+179"1

et ainsi, on obtient le résultat concernant les sommes partielles. Si > f(n) converge, alors

0+O° f(t)dt converge et donc, les mémes intégrales mais & partir de n et de n + 1 convergent. De

plus, d’apres les inégalités précédentes, on a :

n+m-+1 n+m
lim f®)dt < lir_ri_l Snam — Sp < lim f®)dt.

m——+00 n+1 m— m—+oo [

—[Fe2 f(vyt =Rn =/ f(t)dt

Remarque 6.

— En particulier, on a I'inégalité :

N+1 N N
/1 f(t)dtSZf(n)S/o F(t)dt.

— Si la fonction f n’est pas définie en 0, on réalise I'inégalité de droite en sommant a partir
n = 2 et puis en ajoutant f(1) ensuite :

N N
> < f0)+ [ poy

— On peut adapter les inégalités sur les sommes partielles de la proposition précédente et
de cette remarque au cas ou f est croissante a la place de décroissante (bien-siir, dans
ce cas, les inégalités sont renversées).

Exercice 8.

Donner, selon la valeur de o € R?, la nature des séries suivantes. En cas de divergence, donner
un équivalent simple des sommes partielles et en cas de convergence, donner un équivalent simple
des restes.

1
1. Zn—a.

n>1

1
2 Z n(In(n))e’

n>2

17



1. Pour « > 0, la fonction f : t — t% est continue et décroissante sur de R% dans lui-

1
méme. Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison série-intégrale (voire Corollaire 2 —
) b «a

n

n>1
+oo
converge si, et seulement si, / t—adt converge. Or on a :
1
B 9 1 (ml’o‘—l) sia#1
/ —dt={1—-« .
@ .
L In(z) sia=1
d’ou les trois cas suivants :
ler cas: 0 < a < 1. Dans ce cas, 1 — a > 0, donc
1 1
l-«
—dt = —-1) — .
/1 tadt s (m ) p—— 400
P . 1.
ar suite, Z o diverge.
n>1
2eme cas: a=1. On a -
/ —dt =In(z) ——— +o0,
1 t x—+00
1
Par suite — di .
, Z - iverge
n>1
3eme cas : « > 1. Dans ce cas, a — 1 > 0, donc
1 1 1 1
/ L= 1- .
1 te a—1 20 1 ) 2ot a—1
Par suite, [[7*° Ldt t ainsi !
ar suite, f1 7o dt converge et ainsi Z - converge.
n>1
1
On a donc bien le critére de Riemann : Z — converge si, et seulement si, o > 1. (Pour
n

n>1
a < 0, on remarque que la série diverge grossiérement).

Intéressons nous désormais aux équivalents des restes et des sommes partielles :

On a, pour tout i > 2,
i q 1 i+l 4
/ —dt < — < / —dt,
i-11 [ it

ler cas : 0 < a < 1. La série diverge, donc on s’intéresse a un équivalent des sommes
partielles. On a

n

n+11d n+11d S 1 nld
—dt <1 —dt < = — <1 —

i=1 1

Ainsi, on obtient :

% (R+1)'7*=1) < Spla) <1+ ﬁ (n1=o —1).

18



On remarque alors que :

l—«

11—« nlia 1 11—«
(et ) =) T g e P T (771

1l-«a
par suite, d’apres le théoréme des gendarmes, Sy, («)

T ——— 1. 1l en résulte que :
nt—% n—+oo

11—«
Su(@) -

n—stoo 1 —

2eme cas : a = 1. La série diverge, donc on s’intéresse de nouveau a un équivalent des
sommes partielles. D’aprés (), on obtient :

In(n +1) < 5,(1) <1+1n(n).
Par suite,

Sp(l)  ~ In(n).

n—-+o00

3eme cas : o > 1. La série converge, donc on s’intéresse a un équivalent des restes. On a,
pourn >1:

+oo 1 +oo 1
n+1 t t

n
Ainsi,

D’ou, finalement,

1
2. On réitere les mémes techniques avec la fonction f: 2z — ———.
z(In(z))*
3. Rappels : Critere des séries alternées

Définition 8. Série alternée

Soit (vp)nen une suite de réels. On dit que la série Y v, est alternée s'il existe une suite
(un)nen de réels tous de méme signe telle que

Z - Z(—l)”un.

Exemple 2.

—1)n
Z (i et Z sin (7‘1’(\/ n? + 1)) sont des séries alternées.
n
n>1
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-n" ="

— On a, pour n € N*, ¢ L = (—1)"u, avec u, = = > 0. Par suite, don>1 o est
une série alternée.
— Posons, pour n € N v, = sin(7(vn?+1)) et u, = (—=1)"v, (et donc v, =

(=1)"uy,).
On a, pour tout n € N, n? < n?+1 < n?+2n+1 = (n+1)?d’oun < vn2 +1 < n+l
et donc mvn? + 1 € [nm, (n + 1)7]. Soit n € N.
* Si n est pair, alors la fonction sin est positive sur [nm, (n + 1)7] et donc v,, =
sin (7r(\/n2 + 1)) > 0. Ainsi, u, = (—=1)"v, = v, > 0.
* Si n est impair, alors la fonction sin est négative sur [nm, (n + 1)7] et donc
v, = sin (7r(\/n2 + 1)) <0. Ainsi, u, = (—=1)"v, = —v, > 0.
Par suite, pour tout n € N, u,, > 0 et sin (7(v/n? + 1)) = (=1)"u,, donc la série
> sin (m(vn? 4 1)) est une série alternée.

Théoréme 4.) Critére des séries alternées

Soit Y v, une série alternée. Si :
i) la suite (Juy|)nen est décroissante et

ii) (vn)nen converge vers 0,
alors > v, converge et on a les propriétés suivantes :

— sivg > 0, pour tout k£ € N,
+oo

Sokr1 < Y vn < Sap.

n=0

— pour tout n € N, R,, est du signe de v,,41 et

|Rn| < |Un+1‘~

Quitte & échanger la suite (v,) par la suite (—v,), on suppose vy > 0. Cela implique que pour
tout k € N, vgp, > 0 et vop41 < 0 car la série est alternée.

On considére les suites (ag)ren = (Sak)ken €t (bp)ren = (Sak+1)ken. Montrons qu’elles sont
adjacentes i.e. (ag) est décroissante, (bx) est croissante et (ax — bg) converge vers 0.
— Soit k € N. On a

a1 — ar = Sopyo — Sop = Vapt2 + Var41 = |Vart2| — [vor41] <0
car (Ju,|) est décroissante d’apres ii) ; et, grace a un argument similaire, on a :
b1 — b, = Sok 13 — Sop+1 = Vak43 + Vart2 = |Vart2| — [varts| > 0.

Par suite, (ay) est décroissante et (by) est croissante.
— Soit £ € N. On a

ar — by = Sor — Sok41 = —Vaky1 = |Vaky1| —— 0
k—+o00
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Il en résulte que (ag)ren et (br)ren sont adjacentes et converge ainsi vers une méme limite notée
n

S. Or, pour tout n € N, on a, pour k = E(F) :
by = S2k+1 < Sy < So, = ag,

avec égalité a gauche lorsque n est impair, et égalité a droite lorsque n est pair. Ainsi, en

passant a la limite quand n tend vers +oo dans l'inégalité précédente, et en remarquant que

k=E(%) —+> +00, on obtient que (S,) converge vers S, d’out 'existence de la somme de la
n——+oo

série > v, et on a donc, pour tout k € N :

+oo
Sopy1 <8 = Zvn < S,

n=0

Remarque 7.

Sous les hypotheses du critére des séries alternées, en particulier, S = Z:i% v, est du méme
signe que vg et lorsque vy > 0, S < vg.

Exercice 9.

(="

1. Etudier la nature 3 ~—— selon les valeurs de a € R.
n

(="

2. Montrer que le reste R, de la série ) est le terme général d’une série convergente.

3. On consideére la suite Y u,, de terme général :

1

;—} si n = 2k est pair
Uy =
" + sin =2k + 1 est impair

Quelle est la nature de cette série 7 Qu’en conclure sur les hypothéses du critére des séries
alternées ?

(=n"

na

1. Iercasa <0 :on a (_Tj,)n =(=1)"n"® - 0 car —a > 0 donc »_

ment.

diverge grossiere-

2eme cas o > 0. Alors (=5 )nen~ est décroissante et tend vers 0, donc d’apres le critere des

(=1

na

33

séries alternées, » converge.

(1"

5 — converge; on peut donc s’intéresser aux restes de
n

2. D’apres la question précédente, >
cette série.
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Soit n € N*. On a :

oo
Rn:fi %25
k=n+1
Toujours d’apres le critére des séries alternées, on a :
(_1)n+1
(n+1)?

1
~ (n+1)?

<]

Ainsi, |R,| est bien le terme général d’une série convergente d’apres le critére de Riemann

1
(2>1)car ——— ~ .
(n+1)2 notoo ™

Par suite, Y R,, est absolument convergente, et donc convergente.

3. Tout d’abord, on remarque que (uy,) est bien le terme général d’une série alternée qui vérifie
u, — 0. Par contre, (|u,|) n’est pas décroissante...

On a, pour 2 < n = 2k un entier pair :

11 k-1
tn Ut = U+ Ukt = 7+ L= T
Ainsi, pour N € N, on a :
2N+1 N Yo
SoN+1 = Z Up = 1+Z(u2k+u2k+1) = 1+Z?
e k=1 k=1
- k-1

Or, on a = 0(%) donc d’apres le critére de Riemann, la série ) diverge. Par

2
suite, la suite (San+1)nven diverge également !
Il en résulte que Y u,, diverge.

On en conclut que 'hypothese de décroissance de la suite (|u,|) est nécessaire! Si on 'omet,
le théoreme devient faux comme en atteste cet exemple.

4. Rappels : Produit de Cauchy

Définition 9.) Produit de Cauchy de deuz séries

Soit > ay, et Y b, deux séries numériques. On appelle produit de Cauchy des séries > a,, et
> by, la série > ¢, de terme général défini, pour n € N, par :

n
Cp = E akbnfk
k=0

Remarque 8.

Si les termes généraux a,,b, sont définis a partir de respectivement ng,n; € N, on convient
alors que ao, ..., ano—1 €t b, ..., by, —1 sont nuls pour définir le produit de Cauchy, ce qui donne
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alors :

n n—mni
Cp = E arby_p = E arbp_k.
k=0 k=n0

Soit Y a, et > b, deux séries numériques. Si Y a, et Y b, convergent absolument, alors leur
produit de Cauchy > ¢, converge absolument et on a :

2o (5 (50)

On retrouvera une démonstration vue en Sup’ reposant sur les familles sommables dans un chapitre
ultérieur. On propose tout de méme une démonstration en supposant seulement que l'une des deuz
séries converge absolument et lautre converge (tout court) - il s’agit du théoréme de Mertens.

On suppose Y a,, converge absolument et > b,, converge. On note (A, )nen et (B )nen les suites
des sommes partielles des séries > a, et > b, et A, B leurs sommes respectives (comme Y a,
converge absolument, elle converge).

On note ¢, = (Cp)nen le produit de Cauchy de > a, et > b, on, pour tout n € N, ¢, =
Z:ZO aibn—k. On remarque que, pour tout ¢ € N, by = By — By_1 (en convenant B_; = 0) ; alors
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on a, pour N € N:
N

CN = ch

n=0

N n

= Z Z arbp—k

n=0 k=0

_ 5% o

n=0p+q=n
p,q€N

"L

+qg<N
pp,ZEN Bq—Bg—1

= Z apBg — Z apBg_1

p+q<N p+q<N
p,g€N p,qEN

= Z apBy — Z ap By

p+q<n pt+q¢’'<N-1
p,q€EN p,q’ EN

= Z apBy

p+q=N
P,q€EN

N
Cy = ZanBN—n
n=0
et donc, on a :
N N
|Cn — ANB| = | " an(Bn_n —B)| < ) _ |an|.|By_n — BI.
n=0 n=0

x Comme Y |a,| et (B, — B)nen sont convergentes, elles sont bornées et donc il existe un
réel M > 0 (on prend ici le maximum des bornes respectives de chacune des deux suites)

tel que, pour tout n € N, Zﬁ;o lan| < M et |[By — B| < M.
Soit € un réel strictement positif. On pose £’ = 557 > 0.
* Comme (B,)nen converge vers B, il existe un rang N; € N tel que, pour tout entier
N >Ny, |By - B|<¢€;
* Comme Y |a,| converge, (an)nen converge vers 0 et donc, il existe un rang Ny € N tel
que, pour tout entier n > Na, |a,| < 1%1 :
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On pose alors N3 = N1+ N5 € N. Pour tout entier N > N3, on a, comme N —N; > N3—N; = N5 :

N—N; N
ICv—ANB| < > |lanl |Bvon =Bl |+ > |an|. |BN—n — B
n=0 e n=N_N,+1 T
N—N; N
<

O3 Y o
n=0

n=N-—N;+1 <
<M

‘CNfANB| S QME:J:E.

Ainsi, la suite (C), — A,, B)nen converge vers 0. De plus, (A, ),en converge vers A donc (A, B)nen
converge vers AB; ainsi, comme, pour tout n € N, C,, = (C,, — A,,B) + A, B, par combinaison
linéaire de suites convergentes, la suite (C,)nen converge vers 0 + AB = AB.

Il en resulte que la série > ¢, converge et sa somme vaut AB.

Et pour terminer, supposons que Y a,, »_ b, convergent absolument toutes les deux. Pour n € N,
on a, par inégalité triangulaire, |c,| < > ) _ |ak||bn—k| = ¢}, et > ¢}, est le terme général du
produit de Cauchy des deux séries absolument convergentes Y |ay|, > |by|. Par suite, d’apres

ce qui précéde, > ¢, converge et donc, par comparaison »_ |c,| converge i.e. Y ¢, converge
absolument. [

Exemple 3.

Soit z € C avec |z| < 1. Les séries Y (n+1)z" et » w,z” convergent et on a :

= ! K (+)n+2) , 1
Z(n—i—l)z S et Z 5 z SR

n=0 n=0

— On pose, pour n € N, a, = z" et b, = z". Alors les séries Y a, et > b, convergent
absolument car séries géométriques de raison z € C avec |z| < 1. Par suite, par produit de
Cauchy, la série Y ¢, avec ¢, = Y. p_ axbn—k converge absolument et on a :

() (E0)- () -os

et d’autre part, pour n € N :

Or, d’une part, on a :

n n
Cp = E apbp_r = E 2knk = 2" =(n+1)2"
k=0 k=0
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— On pose, pour n € N, a, = (n+1)2" et b, = 2z™. Alors les séries »_ b,, converge absolument
car série géométrique de raison z € C avec |z| < 1 et D a, converge absolument d’aprés
ce qui précede. Par suite, par produit de Cauchy, la série Y ¢, avec ¢, = > p_o @kbn—k
converge absolument et on a :

X (5 (Bm)

Or, d’une part, on a, d’apres ce qui précede :

+oo +00 1 ] .
<n§_:0an> (;bn> = (1_2)2 X 1—. (1—2:)3‘

et d’autre part, pour n € N :

n

cn—];)(k—kl)zz = % ;k+1 fz

ot 3% LR on = (L

Grace au produit de Cauchy, on montre que la fonction exp ”transforme” somme en produit :

Proposition 9.

Soit z,2z" € C. On a exp(z + 2') = exp(z)exp(z’).

Les séries exponentielles ) %L et Y ZT;—? sont absolument convergentes d’apres la propostion 7,
donc leur produit de Cauchy > ¢, converge absolument et on a :

+oo P +oo P
Z By = (Z n') <Z n') = exp(z)exp(z’).

n=0 n=0

De plus, pour tout n € N, on a :

n k m—k
#° %
o = YR
| — k)
— k! (n—k)!
— 1 - n k _Im—k
k=0
z42)"
Cp = ' d’apres la formule du binéme de Newton
n!
Ainsi,
“+ o0 “+o00
(z+2)
ZC":Z — =exp(z + 2')
n=0 n=0
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Il en résulte que :
exp(z + 2’) = exp(z)exp(z’).

Corollaire 3.

L’application exp définie sur C est & valeurs dans C* et est un morphisme de groupes de (C, +)
dans (C*, x).

Soit z € C. On a, d’apres la proposition précédente,
1 = exp(0) = exp(z + (—2)) = exp(2)exp(—2)

donc exp(z) est inversible dans C d’inverse exp(—z). En particulier, exp(z) appartient & C*. Ainsi,
exp est a valeurs dans C*.

De plus, toujours d’apres la proposition précédente, on a, pour tous z,z’ € C :
exp(z + 2’) = exp(z)exp(z’).

Donc exp est un morphisme de groupes de (C, +) dans (C*, x). O

Exercice 10.

Montrer la convergence et calculer la somme de la série de terme général :

E: 2k+1
k2(k+1)2(n — k)!

On remarque que u,, est le terme général du produit de Cauchy des séries Zn21 % et > %

Etudions la convergence absolue de ces deux séries. Puisqu’elles sont a termes positifs, il suffit de
montrer qu’elles sont convergentes.
— La série ) % est la série exponentielle de 1, donc converge et est de somme el =e;

— On remarque que % =1 - =Sy +1 A1n51 la série >, -, W est telescoplque
et donc de méme nature que la suite (75 )nen qui est convergente (vers 0). Et de plus, on
a:
i? 2n + 1 L
———=—— lim — =
n2(n+ 1)2 12 no+oon?

n=1
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Il en résulte que le produit de Cauchy > w, converge absolument et on a :

= X o+ =1

n= =

Exercice 11.

Soit > a, et > b, des séries de termes généraux a valeurs dans une algébre normée A de
dimension finie. On définit le produit de Cauchy > ¢, de Y a, et b, de la méme fagon que
dans le cas numérique i.e., pour n € N, ¢,, = ZZ:O arbn_k.

Montrer que si Y ay, et > b, convergent absolument, alors la conclusion du théoréme 5 reste
valable i.e. > ¢, converge absolument et :

e (Ee) (5]

Montrer que si Y a, et > b, convergent absolument. Comme A est de dimension finie, cette
hypothese a bien du sens car toutes les normes sont équivalentes et on considere alors une norme
|| - || sous-multiplicative sur A i.e. pour tous a,b € A, ||ab|| < ||a||-||b]|-

Pour tout n € N; on a, par inégalité triangulaire puis par sous-multiplicativité de la norme :

n n
leall < 3 Narba—rl < 3~ llar . [loas|
k=0 k=0

Or, la série numérique de terme général ¢, = > 7' |lax||.|bn—x| est le produit de Cauchy des
séries numériques absolument convergentes Y ||a,||, > ||bn| donc, par (absolue) convergence
du produit de Cauchy de deux séries numériques absolument convergentes (théoréeme 5), > ¢,
converge.

Alinsi, par comparaison, »_ ||c,|| converge i.e. > ¢, converge absolument.

De plus, A est de dimension finie, donc »_ ¢,, converge.

Notons A, B, C' les sommes respectives de > an, Y bn, Y., et (An)nen, (Br)nen, (Cn)nen leurs
sommes partielles respectives. On a, pour tout n € N :

IC —AB| < ||C —Cn|| + ||Cn — AnBn|| + ||ANBn — AB||

Or,
* Par convergence de (Cp,)nen vers C, ||C — Cn|| —— 0.
n—-+oo

% Par continuité de I'application de A? dans A bilinéaire en dimension finie (x,y) — zy et
par convergence de (Ay)nen vers A et de (By)nen vers B, ||ANBy — AB|| ——— 0.

n—-+oo

Reste a traiter le cas du terme |Cy — An By
Notons «, 8, les sommes respectives de Y |lan|l, D ||bnll, D llcnlls et (an)nen, (Bn)nens (Yn)nen
leurs sommes partielles respectives. Par convergence du produit de Cauchy de deux séries numé-

riques absolument convergentes, on a v = a8 et donc vy, — @, Fn —+> 0.
n——+oo
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De plus, en notant Ty = {(p,q) € [0,N]? |p+¢ < N} :

|ICx — AnBn|| i i bn—t = (nz]j:o a") (;j:o bn) H

n=0 k=0

= Z apbg — Z apbyg

(P, )TN (p,9)€[0,N]?

= |- Z apby

(P,@)€[0,N]>~TN

< > llap [ l1bgl
(P,@)€[0,N]>\Tn
Or on a, par un calcul analogue :
anBN —IN = Z By = Z llapl116g]]
(P,9)€[0,N]2~\TN (P,@)€[0,N]*~\Tn

Par suite, on obtient :

HCN *ANBNH <anBN — N m 0.

Il en résulte que ||C' — AB|| R 0 et donc C = AB.

On a donc bien généralisé le théoreme 5 au cas d’une algebre de dimension finie.

Exercice 12. Contre-exemples!

1. Considérer le produit de Cauchy de > E/_% par elle-méme puis en déduire que le produit
de Cauchy de deux séries convergentes n’est pas convergent en général.
2. (a) Considérer le produit de Cauchy des séries > a, et de > 1 ol ag = 1, a3 = —1 et,
pour tout entier n > 2, a,, = 0; puis en déduire que le produit de Cauchy de deux
séries peut étre convergent alors qu’une des deux séries diverge.

(b) Trouver un exemple de produit de Cauchy convergent de deux séries divergentes.

1. Tout d’abord, la série > (\/7% est convergente. En effet, il s’agit d’une série alternée et

la suite \/nlﬁ est décroissante de limite nulle, donc, d’apres le critére des séries alternées

(Théoréme 4), on a bien convergence de la série.

(=n"

v et d’elle méme.

Notons, pour n € N, ¢, le terme général du produit de Cauchy de >
Soit n € N. On a alors :

S (CDF (Dt S !
Bp = . = (=1)" .
kzz()\/k+1 Vn—k+1 Z\/(n—k+1)(k+1)

k=0
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Or, pour tout k € [0,n], on a, (n — k +1)(k+ 1) < (n + 1)?, donc :

‘Cnl_z\/n—kﬂ k+1) Zn

k=0

Ainsi, en particulier, la suite (¢y)nen ne tend pas vers 0, donc la série produit de Cauchy
> ¢, diverge grossiérement.

2. (a) Notons ¢, le terme génral du produit de Cauchy a considérer. Pour n € N, on a :

£ 1 sin=20
Cn:§ ak::{ .
prt 1+(-1)=0 sin>1

Ainsi, la suite (c,)nen est stationnaire en 0 et donc est le terme général d’une série
convergente. Or, la série Y 1 diverge grossierement, donc on peut avoir un produit de
Cauchy convergent de deux séries dont 'une est divergente.

(b) On s’inspire de la question précédente : on essaye de trouver deux suites qui ne
convergent pas vers 0 mais telle que le terme général du produit de Cauchy s’annule a
partir d’un certain rang! Par exemple, on peut prendre, pour n € N :

1 sin=0 1 sin=0
Ap = etbn:
2(=1)™ sin>1 2 sin>1

Les deux séries Y a, et > b, diverge grossiérement et, pour n € N, en notant ¢, le
terme général du produit de Cauchy des deux séries, on a co =1, et, sin >1:

Cn = Zakbn—k
k=0
= 2+ 4273(—1)’“ S O =1)"
k=0
= 20+ (=)™ +4x(-1) x

1— (-1t
1—(-1)

¢, = 0

Par suite, (¢, )nen est stationnaire en 0, donc le produit de Cauchy > ¢, converge!

Remarque : les deux exemples précédents semblent trés artificiels, mais on comprendra mieux
comment les “dénicher” lorsqu’on abordera les produits de Cauchy de séries entiéres; en
effet, on interprétera les produits de Cauchy de la question 2a) comme les coefficients du

produit entre % et 1 — z; et de la méponse d la question 2b) comme les coefficients du

produit entre T el H‘Z

5. Sommation des relations de comparaison

a. En cas de convergence
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Proposition 10.

Soit > u, et > v, des séries numériques avec > v, & termes positifs. On suppose que > u,
et Y v, convergent. Alors les restes R,(u) et R, (v) respectifs des séries associées aux suites
= (Up)neN €t v = (Un)nen vérifient, quand n — +oo :

— Si up, = O(vy), alors R, (u) = O(R,(v)).
— Si up, = o(vy,), alors R, (u) = o(R,(v)).

— Si uy ~ vp, alors Ry (u) ~ Ry, (v).

On remarque que dans chacun des cas précédent, la suite (Jup|)nen verifie la méme relation de
comparaison que la suite (u,)nen vis-a-vis de la suite (vy,)nen. Par suite, comme > v, converge,
par comparaison, Y |u,| converge et donc ses restes R, (|u|) sont bien définis et on a, pour tout
neN:

+oo +oo
|Ry(u)| = | Z Un| < Z [un| = Rn(|ul).
k=n-+1 k=n+1

— On suppose u,, = O+ (vn). Alors il existe M € R tel que, pour tout n € N, |u,,| < Muv,.
n—-—+0oo

Par suite, on a, pour tout n € N,

+o0o +o0o
|Rn(u)] < Rn(lul) = Z lun| <M Z Un = MRy (v).
k=n-+1 S\J\/I/:n k=n-+1

Dot R,(u)= O (R,(v)).

n—+oo

— On procéde de maniére similaire : on suppose u, = o0 (vy,). Soit € > 0. Alors, il existe
n—-+4oo

N € N tel que, pour tout n € N, n > N implique |u,| < ev,,.
Par suite, pour tousn > N et k >n+1,ona k > N donc :

+oo “+o0
|Rn(u)] < Ru(lul) = Z lun| <€ Z Un = Ry (V).
k=n+1 L k=n+1

Dot Ry(u) = o (Ry(v)).

n—-+oo

— On suppose u, ~  v,. Alors par définition, u, — v, = o (v,). On pose, pour
n—-+oo n—r—+oo

tout n € N, w, = u, — v,. Alors, par comparaison (ou par combinaison linéaire de
série convergente), > w, est convergente et ses restes R,(w) vérifient, d’aprés le point
précédent, R,(w) = o (R,(v)).

n—-+4oo

Or, pour tout n € N, R, (w) = R,,(u) — Ry, (v), donc :

R,(u) — R,(v) = o (R,(v)).

Dot Ry(u) = ~ Ry(v).

n—-+o0o
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Exemple 4.

Ona:
sin 5% ) 0o o0

k=n+1

Comme 5= — O et sin(z) ~ x doncsin(zr) ~ o qui est le terme général
n—-+oo r—+00 n—r+00

d’une série convergente a termes positifs ; ainsi, par sommation de la relation d’équivalence

(cas convergent), les restes des séries Y sin (5 ) et Y 5= sont équivalents i.e.

=/ =
2: SH1(2k> niiag E: iﬁ.

k=n+1 k=n+1

Or, pour n € N, on a :

=0 1L =g
2 FTHlE
k=n+1 k=0

D’ot I’équivalence annoncée.

b. En cas de divergence

Proposition 11.

Soit > u, et > v, des séries numériques avec Y v, a termes positifs. On suppose que > v,
diverge. Alors les sommes partielles S, (u) et Sy, (v) respectifs des séries associées aux suites
= (Up)neN €t v = (Vn)nen vérifient, quand n — +oo :

— Si u, = O(vy), alors Sy, (u) = O(S,(v)).

— Si uy, = o(vy), alors Sy, (u) = o(Sy,(v)).

— Si uy, ~ vy, alors Sy, (u) ~ Sy, (v).

La suite (vy)nen étant & termes positifs, la série associé est croissante et donc, comme > v,
diverge, alors (S, (v))nen tend vers +oo, i.e. pour tout A > 0, il existe N7 € N tel que, pour tout
n € N, n > N; implique S, (v) > A.

— On suppose u,, = n~>O+oo(vn)' Alors il existe M € Ry tel que, pour tout n € N, |u,| < Mv,.

Par suite, on a, pour tout n € N,

|Sy (u)| < Z lun| < MZvn =MS,(v).
k=0

k=0 p7o
D’ou Sy, (u) = nﬂqroo(Sn(v)).
— On suppose u, = A (vp). Soit € > 0. Alors, il existe N € N tel que, pour tout n € N,
n—-+0oo

n > N implique |u,| < Sv,.
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De plus, pour A = 2SNE(|UD > 0, d’apres la remarque initiale, il existe N7 € N tel que, pour

tout entier n > N1, Sp(v) > Aie. Sy(|u|) < 58, (v).
Soit un entier n > max(N, Ny). Alors :

N n
()| < S lunl + 3 Jun] < Sn(lul)+ D vn=e5a(0).

k=0 F=Ntl oo, <£S.() A .
<Sn(v)
D’ou S, (u) = n%qroo(Sn(v)).
— On suppose u, ~ vy,. Alors par définition, u, —v, = o (v,). On pose, pour tout
n—-+o0o n—-+o0o
n € N, w, = u, — vy, et S,(w) la somme partielle d’ordre n de ) w,. Alors on a, pour
tout n € N, Sy, (w) = Sp(u) — Sp(v) et d’apres le cas précédent, comme w, = o (vp),

n—-+oo

n——+00
O
Exemple 5.
On a : .
k
— ~ 1 .
IcE:;) k2 + 1 n—s+oo a(n)
Ona 5 ~ L qui est le terme général d’une série divergente & termes positifs;
n*tl oy b0 ™

ainsi, par sommation de la relation d’équivalence (cas divergent), les sommes partielles
Los n 1 s .
des séries D % et >, 5, 5 sont équivalentes i.e.

+ oo +oo
D ST D
k241 notoo k
k=0 k=1
Or, d’apres l'exercice 8, on a :
n
1
L oS
k=0

d’ou I’équivalence annoncée.

Corollaire 4. Lemme de Cesaro

Soit (u,)nen une suite & valeurs complexes. Si (uy,)nen converge vers £ € C ou si (up)nen est &

33



valeurs réelles et tend vers £ = 400, alors :

77,—|—1 Zuk n—+oo

— On suppose que (uy)nen converge vers £ € C et pour n € N, on pose v, = u, — £. Alors

onauv, =u, —{= o (1). Comme la série > 1 diverge, par sommation de la relation
n——+00o

de négligeabilité (cas divergent), la somme partielle S,, d’indice n de la série Y v,, vérifie :

5= G (Z 1) = o™
OronaSn:zn:vn Zun Z@—Zun— n + 1)¢. Par suite,
k=0 k=0

un=mn+1)l+ o (n),

n—-+o0o
k=0

d’ou le résultat en quotientant cette derniere égalité par n + 1.

— On suppose que (un)nen € RY et u,, —— +o0.

n—-+4oo
Alors, a partir d’'un certain rang N € N pour tout entier n > N, u,, > 0, et en +o0,

1 = o(uy, ). Par suite, comme Zn>n0 u, diverge grossierement, par sommation de la relation
de négligéabilité (cas divergent) :

n n n

n—ng= g 1= o E u = o0 E u

g n——+oo n n——+oo Ce
k=ng k=ng k=0

cette derniere égalité étant justifiée par le fait que la suite des sommes partielles de
Y n>n, Un tend vers +oo. Ainsi :

1 n
1 =
ENEER

k=0

n

E Up, —> +00 ce qul equlvaut a:
n—mno P n—-+o0o

n

1
n+1 ];)un n—-+o0 oo

c. Exercices d’application
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Exercice 13.

Soit (un)nen= une suite & valeurs complexes et (S, )nen+ la suite des sommes partielles de la
série Y o1 Up.
Un

Montrer que si la série converge, alors la suite (22 neN+ converge vers une limite a
n>1 n ) n S
déterminer.

On suppose que Y, - “= converge. On note, pour n € N :

n +oo

Uk Up

WL & IS
k=1 n=1

(ici so = 0 car somme vide)

On remarque que, pour tout k € N*| uy, = k(s — sg—1) et ainsi, pour n € N*, on a :
n
Sn = Zuk
k=1
n
= Z k(sk — Sk—l)
k=1

= Z k‘Sk — Z ksk,1
k=1 k=1

n+1 n
= (k‘ - 1)8k_1 - k‘Sk_l

=ksSk—1—Sk—1

= (n+1)s, —1l.sg— Zsk,l
k=2

Sn

n
(n+1)s, —Zsk car so =0
k=1

Or, on a s, ~—+—+ s et donc, d’apres le lemme de Cesaro (Corollaire 4) :
n—-+oo

Par suite, on a :

S, n+1 1 &
—_—= —_ - 1. — =
n " nkz_skm soe=0
S

Il en résulte que la suite (=2),en- converge vers 0.
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Exercice 14.

Soit (un)nen une suite a valeurs dans R* telle que la série ) u, converge. Le but de cette
exercice est de déterminer une condition nécessaire et suffisante en terme d’équivalent simple de
U, pour que :
Un o~ Rn(u)? (%)
ol (R (u))nen désigne la suite des reste de la série > u,.
1. Commengons par le c6té suffisant :

(a) Rechercher une suite v = (v, )nen= simple qui vérifie la relation (x) et le démontrer
en utilisant une sommation de la relation d’équivalence et une série télescopique.

(b) En déduire que si u, ~ v, alorsu, ~ Rpy(u)?
n—-+oo n—-+oo

2. Montrer que la condition de la question 1b précédente est également nécessaire.

1. (a) En s’appuyant sur ce que nous avions fait dans le paragraphe ”Comparaison série/in-
tégrale” et ’exercice 8, on remarque que la suite de terme général v,, = # convient !

Redémontrons ce résultat de la fagon suggérée par 1’énoncé :

1 1 1 P) N LN .
Ona = oo PRFD) De plus Zn21 —z converge d’apres le critere de Riemann donc,
par sommation de la relation d’équivalence (cas convergent) :

+oo +oo
3 Y 3 e
2
Wo k2 n—+oo W5 k(k+1)

Or, pour tout k € N*, m = % = k%_l donc, par "télescopage”,

W k(k+1) n+1

Il en résulte que :

“+oo

1 1 1
R (v) :k;ﬂ? T

On a donc bien )
= — ~ 2
Un = n2 n—+oo Rn(’U) ’

(b) On suppose u,, N U= # Alors les séries de termes généraux u,, et v, convergent
n——+00

et par sommation de la relation d’équivalence (cas convergent), on a R, (u) ~
n——+oo
R,(v) et donc R,(u)? ~ R,(v)2.
n——+0o
D’apres la question précédente, il en résulte que :
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2. Montrons que si u, ~ R,(u)?alorsu, ~ .
n——+oo n—-+o0o

n
Par hypothese, on a u, = R, (u)? + o (R,,(u)?). Or, pour tout n € N*, on a u, =
n—-+oo
R, 1 — R,, donc :

Ry_1(u) = un + Ry(u) = Ry(u) + Ro(w)?+ o (Ry(u)?).

n—-+oo

Ainsi, R,,—1(u) et R, (u) car la suite (R, (u))nen converge vers 0. Comme la suite est &

valeurs strictement positives, la suite des restes I’est aussi, donc la quantité ﬁ est bien
définie pour tout n € N et on a :
1 1 R,—1(u) — Ry (u) Ry, (u)?

@) Roa(@) — R Bnu) oo Ba(u)?

Par suite, par la série > -, (ﬁ(u) — m) diverge par comparaison a la série divergente
> n>1 1 et par sommation de la relation d’équivalence (cas divergent), on obtient :

> (7@~ Fow) e ,; e

k=1

1

Or, la série anl(ﬁ(u) — Ry est télescopique, d’ott :

1 1
— ~ n.
R, (u) Ro(u) n—+oo

De plus, %M tend vers I'infini quand n tend vers +oo, donc ﬁ ~ n et ainsi:
n @ n

—+oo
1
Bn(w) >
Il en résulte que :
1
~ Rp(u)? ~ —=.
i n—s4o0 n(u) n—+oo N2

La condition est donc bien nécessaire.
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Partie C

Exponentielle d'un endomorphisme, d’'une matrice

Dans cette partie, p, ¢ sont des entiers naturels non nuls, E est un espace vectoriel de dimension finie
p sur le corps K =R ou C et A est une algebre de dimension finie ¢ sur le corps K =R ou C

1. Définition de ’exponentielle d’un élément d’une algebre

Proposition 12.

. 7. n
Soit a € A. La série ) % converge.

On munit A d’une norme || - || sous-multiplicative.
Une telle norme existe bien :

— si A = M,(K), on peut prendre par exemple la norme canonique i.e. A+ /Tr(*AA);

— si A = L(E), on peut prendre la norme induite sur £(E) d’une norme de M,(K) sous-
multiplicative via I'isomorphisme Matg avec B une base de E ou encore en prenant la
norme d’opérateur associée a deux normes quelconques sur F;

— en toute généralité, voire la fin du Chapitre "Topologie des espaces vectoriels normés”.

Alors on a, pour k € N :

ak

k!

la]®
-k

k
On peut alors remarquer que >, % est la série exponentielle (numérique) de ||a|| qui converge
absolument et conclure par comparaison mais on redémontre ici, ¢a ne fait pas de mal, cette
convergence absolue :

k k
lla]

lal )ken est stationnaire en 0 donc ) “— converge et,

k!

Si ||a]| = 0, alors la suite (
si [la|| #0,0on a:

ol
For _ lall
[ = K oo U<

llall*

donc, d’apres la regle de D’Alembert, ) 15— converge.

k
Ainsi, dans tous les cas, > % converge, donc par comparaison de termes généraux de séries a
e a"
termes positifs, g o
n

n

> 2 converge. O
n:

. n . . N 7 N
converge i.e. ) %7 converge absolument. Ainsi, d’apres le théoreme 1,
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Définition 10.

Soit a € A. On appelle exponentielle de a et on note exp(a) ou encore e, I’élement de A :
+o00 a®

exp(a) = Z oy

n=0

Remarque 9.

— Dans la suite, on s’intéressera la plus souvent aux cas A = M,(K) ou A = L(F); dans
le cas matriciel, pour A € M,(K), la notation est naturellement :

00 An
n=0
— En écriture développée, on a :
a®>  a®
exp(a)zlA—i-a—i—?—i—?—&—...

avec 14 = I, pour A = M,(K) et 14 =1Idg pour A = L(E).

Exemple 6.

— Soit A € K. On a exp(\l,) = eI, et exp(Aldg) = e*dg.
1
0
0

— =l

01 0 1
— exp 0 0 1 = 1
0 0 0 0

— Soit A € K. On traite le cas général dans une algebre d’élément unité 1 4. On a, pour tout
n €N, (Al4)" = A1y, dou :

+oo +oo
_ (ALa)™ A" A
exp(Aly) = E R E o lg=¢e"14.

n=0 n=0

— On pose A = . Alors :

o O O
OO =
o = O

et A3 = 03

b
no
|
coo
coo
=R=1
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donc, pour tout entier n > 3, A™ = 03 d’ou :

exp(d) = YA

1
exp(4) = |0
0

2. Propriétés
a. Lien entre exponentielle matriciel et d’endomorphisme

Proposition 13.

Soit a € L(F) et B une base de E. On a :

Matg (exp(a)) = exp (Matp(a))

L’application Matg : L£(E) — M,(K) est un isomorphisme d’algébres et donc en particulier
linéaire d’espace de départ L(F) qui est de dimension finie donc elle est continue sur L(E).
Notons (S, (a))nen la suite des sommes partielles de la série ) <.

D’apres la caractérisation séquentielle de la continuité, on a Matg (S, (a)) o Matg (exp(a))
n—+00

et de plus, pour tout n € N, on a :

Matp (Sp(a)) = Matp <i ?j)

k=0
B zn: Matgp (a)}c

]
= k!

Matg (S, (a)) — exp (Matg(a)) .

n—-+4oo

Ainsi, par unicité de la limite, on obtient :

Matg (exp(a)) = exp (Matg(a)) .
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Proposition 14.

Soit A, B € M,(K). Si A et B sont semblables, alors exp(A) et exp(B) le sont aussi.
Plus précisément, 8'il existe P € GL,(K) telle que A = PBP~1, alors exp(A) = Pexp(B)P~L.

— leére facon : en utilisant la proposition précédente.

Notons a ’endomorphisme de KP canoniquement associé a A et B la base canonique de
KP?. Alors on a, par définition de a, A = Matg(a) et comme B est semblable & A, il existe
une base C de KP? telle que B = Matc(a).

On note P la matrice de passage de la base B vers la base C. Alors on a, pour tout
[ € L(E), Matg(f) = PMatc(f)P~!. Par suite, on a :

*x A = Matg(a) = PMatc(a)P~! = PBP~ 1 et
*x Matg(exp(a)) = PMatc(exp(a))P~1.

Or, d’apres la proposition précédente (Proposition 13), on a :
Matg(exp(a)) = exp (Matg(a)) = exp(A)

et de méme, Mat¢(exp(a)) = exp(B).
Il en résulte que :

exp(A) = Matg(exp(a)) = PMatc(exp(a))P~! = Pexp(B)P~".

— 2eéme fagon : directement.

On suppose quil existe P € GL,(K) telle que A = PBP~!. On note (S,(A4))nen et
(Sn(B))nen les suites des sommes partielles des séries exponentielles > 4+ et 3 5.
On a, pour tout k € N, on a A¥ = (PBP~!)* = PB*P~!. Par suite, pour tout n € N, on

a
" AR O PBRP “.BF\ | =
S, (A) :kzﬁ :;T =P <k2k'> P! =PS,(B)PL.
=0 =0 =0

L’application pp : M — PMP~! est un endomorphisme de M,(K) qui est de dimension
finie, donc elle est continue sur M,(K).

Par suite, comme (S, (B))nen converge vers exp(B), d’apres la caractérisation séquentielle
de la continuité, on a :

Sp(A) = PS,(B)P™! = ¢p(S,(B)) —— pp(exp(B)) = Pexp(B)P~!.

n—-+oo

Or, on a S, (A) —+> exp(A), done, par unicité de la limite, il en résulte que :
n—-+0oo

exp(A) = Pexp(B)P~!.
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Exercice 15.

Soit a € L(E) et A € M,(K).
1. Montrer qu'il existe P, € K,_1[X] tel que exp(a) = P,(a).
2. Montrer qu’il existe P4 € K,_1[X] tel que exp(A) = Pa(A).

1. On a exp(a) = hr—{l P,(a) ot P, = Y0_, X7 e K[X].
n—-+00 :

Comme K[a] = {P(a) | P € K[X]} est une sous-algebre (voire le chapitre ”Structures algé-
briques usuelles”) et donc un sous-espace vectoriel de L(E) qui est de dimension finie, alors
K][a] est un fermé de L£(FE). Ainsi, d’apres la caractérisation séquentielle des fermés, comme
la suite (P, (a))nen est & valeurs dans K[a], exp(a) appartient a K[a].

De plus, on a deg(m,) < p d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton et donc Kla] =
Vect(Idg, a, ...,a?~1) = {P(a) | P € K,_1[X]} (voire de nouveau le chapitre "Structures
algébriques usuelles”).

D’ou Vexistence de P € K,_1[X] tel que exp(a) = P(a).

2. On raisonne de maniére annalogue pour A € M,(K) ou, en utilisant le résultat précédent :
on note a I’endomorphisme de KP canoniquement associé a A et B la base canonique de
KP; alors il existe P € K,_1[X] tel que exp(a) = P(a) et donc, d’apres la proposition 13
et du fait que Matg : L(E) — M,(K) est un morphisme d’algebres,

exp(A) = exp (Matp(a)) = Matp(exp(a)) = Matg(P(a)) = P (Matg(a)) = P(A).

b. Exponentielle d’'une somme d’éléments qui commutent

Nous verrons une preuve analytique du résultat suivant dans le chapitre consacré aux équations
différentielles :

Soit a,b € A. Si a et b commutent, alors exp(a) et exp(b) commutent et :

exp(a + b) = exp(a)exp(b).

On propose tout de méme ici une démonstration hors programme reposant sur la convergence du
produit de Cauchy dans une algébre de dimension finie et en tout point analogue a la démonstration
du méme résultat dans le cas complexe (Proposition 9).

Soit a,b € A tels que ab = ba. Les séries ) ‘:L—T et > bn—T: sont absolument convergentes d’apres la

proposition 12, donc, d’aprés exercice 11, leur produit de Cauchy Y ¢,, converge absolument et

ona: . . —
Z Gp = (Z n') (Z n') = exp(a)exp(b).
n=0

n=0 n=0

De plus, pour tout n € N, comme a et b commutent, la formule du bin6me de Newton est valable,
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ie. :

k=0
et donc :
@ ak pn—k
fn = T I
— k! (n—k)!
_ 1 ~ (n kpn—k
= a2 )
k=0
b n
Cpn = a —;' ) d’apres la formule du bindéme de Newton.
Ainsi,
400 +oo
(a+b)"
ch = ZT = exp(a + b).
n=0 n=0
Il en résulte que :
exp(a + b) = exp(a)exp(b).
De plus, puisque exp(a + b) = exp(b+ a), on a bien exp(a)exp(b) = exp(b)exp(a). O

Corollaire 5.

Pour tout a € A, exp(a) est inversible d’inverse exp(—a).

Soit a € A. Alors a et —a commutent donc :

14 =exp(04) = exp(a+ (—a)) = exp(a)exp(—a).

Ainsi, exp(a) est inversible d’inverse exp(—a). O

3. Calculs pratiques d’exponentielles

a. A partir d’une expression explicite des puissances

Proposition 15.| Matrices diagonales par blocs

Soit k € N*, p1,...,pr € N* tels que p1 + ... + pr = p. Pour A; € M, (K), ..., Ay € Mp, (K), on
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A1 | 0 |...] 0 exp(41) | 0 0
0 | "] : 0
exp =
N R R | : 0
0 0 | 4, 0 oo | 0 | exp(Ag)
A | O 0
Notons A = 0 . Alors, pour tout n € N, on a :
S]] 0
0 0 | 4,
AT 10 0
A" = 0
: 0
0 0| Ap
Par suite, d’aprés la proposition 5
+ oo
A'I’L
=0 ... 0
o ¥ exp(A1) | 0 | ... 0
+oo o o .
An O .. .. o O .
)= r= | = |l—
n=0 : . 0 : . . 0
+o00
Ar 0 .| 0 | exp(Ak)
0 0 ) =5
n=0
Corollaire 6.
Soit A1, ..., Ap € K. On a :
A0 0 e 0 0
0o . 0
exp . =1
S 0 : . -0
0 0 X 0 ... 0 e
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Exercice 16.

Déterminer ensemble des matrices diagonales A de M3(C) telle que exp(A) = I5.

Soit a,b,c € C. On a :
exp(diag(a, b, c)) = I3 < diag(e?,eb,ef) = I3

<~
e* =1 a = 2tk,m avec k, € 7
=1 < {{b=2ikyraveck, €Z
ec=1 c = 2ik.m avec k. € Z

Par suite, on a :

{diag(a?b7 C) € M3<(C) | eXp(diag(a7 b, C)) = IS}' = {2iﬂdiag<ka7 ky, kc) | ko, ky, ke € Z}

Proposition 16.| Matrices nilpotentes/endomorphismes nilpotents

Soit N € M,(K) une matrice nilpotente d’indice n € N*. On a :

n—1
Nk
exp(N) = ) =+
k=0
De méme pour les endomorphismes.
Exercice 17.
Calculer I'exponentielle des matrices suivantes :
0 1 0 0
0 —1 1 : :
A=12 -1 -1 et B=|: o o] € Mp(R), pe N*
0 -1 1
1
0 0
1. — On a:
-2 0 2
A2=[-2 0 2| et A3=0s,
-2 0 2
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donc A est nilpotente d’indice 3 et donc :

2 Ak A2 0 -1 2
exp(A):Zﬁzlg—f—A—i—?: 1 0 0
k=0 -1 -1 3

— On remarque que B¥ avec k € [1,p — 1] est la matrice nulle sauf sur la k-iéme sur-
diagonale qui est remplie de 1 et que B? = 0,. Par suite :

1 1
1 1 ﬁ PR W
1 gk 0 ’ '
eXp Z kf = QL & MP(R)
k=0
1
0 . 0 1

Exercice 18.

On considére l'espace E = K, [X] des polyndmes a coefficients dans K de dégré au plus p et D
I’endomorphisme de E tel que D : P — P'.

Calculer exp(D).

On remarque que D est un endomorphisme nilpotent d’indice p + 1 et donc :

p

DTL
eXp(D) = F
n=0 :
m Xm—n g <
Or on a, pour tous m,n € [[O,p]], (Xm) = (%) S? "= m’ d’ot1, par la formule du
0 sinon

bindme de Newton, exp(D)(X™) = (X +1)™

. Par suite, par linéarité de exp(D), on a, pour tout
PeFE:

exp(D)(P) = P(X +1).

Utilisation d’un polynéme annulateur

La connaissance d’une polynéme annulateur simple d’'une matrice ou d’un endomorphisme peut

aider & obtenir une expression explicite de ses puissances, ce qui peut permettre un calcul direct
de I'exponentielle a partir de la définition.

Voici quelques exemples d’utilisation de polynémes annulateurs ci-apres :
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Exemple 7.

— Soit f un projecteur de E. On a exp(f) =Idg + (e — 1) f.
— Soit A € M,(K) telle que A2 —2A4 =0,. On a exp(4) = I, + 3(e? — 1)A.

— Soit f un projecteur de E. Alors f2 = f donc, pour tout entier n > 1, f* = f. Par suite,

on a : +oofn o .
exp(f):ZF:IdE—i— ZE f=Idg + (e —1)f.
n=0 . n=1""

— Soit A € M,(K) telle que A% — 24 = 0,,. Alors, pour tout entier n > 1, A" = 2"~ 1 A.Par

suite, on a :

too A +oo on—1 1 )
exp(A):ZF:Ip—l— Z " A:Ip+§(e - 1)A.
n=0 n=1

Exercice 19.

Soit @ € K. On note :

1 1 ... ... 1 a 1 ... ... 1
1 1 :
J = € My(K) et A= € M,(K)
1 1
1 1 1 1 1 a

1. Déterminer J™ pour tout entier n > 1 puis exprimer exp(J) comme combinaison linéaire

de I, et de J.
2. En déduire une expression de exp(A) comme combinaison linéaire de I, et de A.

b. Exponentielles de matrices diagonalisables/trigonalisables

Calcul de I’exponentielle d’une matrice diagonalisable
Soit A € M,(K) diagonalisable avec P € GL,(K') et D € M,(K') diagonale telles que A =
PDP~!'. Alors, d’aprés la proposition 14 :

exp(A) = Pexp(D)P™*

Ainsi, on obtient exp(A) en calculant exp(D) grace au corollaire 6 puis le produit Pexp(D)P~!.
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Exercice 20.

Déterminer I’exponentielle des matrices suivantes :

-7 —4 —4 0o 6 -0
A=\ 4 1 4 By=10 1 0 ou f € R*
4 4 1 0 1 0
— On a:
1 1 0 1 0 0 -1 -1 -1
A=PDP'=|-1 1 1 0 -3 0 2 1 1
-1 0 -1 0O 0 -3 1 1 0
d’ou
1 1 0 e O 0 -1 -1 -1
exp(A) = Pexp(D)P™t =|-1 1 1 0 e3 0 2 1 1
-1 0 -1 0 0 e3 1 1
—e+23 —e+ed —ete?
= e—e 3 e e—e3
e—e 3 e—e 3 e
— OnaB=PDP!ou
1 0 0 0 i —i
D=0 i 0 eteP=1[1 0 0
0 0 —if 1 1 1
Donc
e 0 0 cos(6) sin(6) —sin(6)
exp(B)=P |0 ¢? o |P'=[ 0 e 0 € M3(R).
0 0 e sin(f) e —cos(f) cos(d)

Calcul de I’exponentielle d’une matrice trigonalisable

Soit A € M,(K) trigonalisable. Alors A = D + N avec D diagonalisable, N nilpotente et DN =
ND - il s’agit de la décomposition de Dunford (pas au programme).
Ainsi, d’apres le théoréme 6 :

exp(A) = exp(D)exp(N)
Ainsi, on obtient exp(A) en calculant exp(D) grace la méthode précédente et exp(N) avec la
proposition 16.
Encore faut-il pouvoir calculer la décomposition de Dunford de A...

Dans le cadre du programme, il y a tout de méme un cas ou nos méthodes de trigonalisation
aboutissent directement a la décomposition de Dunford :

Si A est trigonalisable et posséde une unique valeur propre A € K ie. Sp(4) = {\}, alors
A= P(M,+ N)P~! avec N € M,(K) triangulaire supérieure stricte et donc nilpotente. Ainsi :

exp(A) = e* Pexp(N)P~ 1.
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Exercice 21.

Déterminer I’exponentielle des matrices suivantes :

2 0 0 (7 2 -1 (1) Bl 8 8
A=10 1 2 B=-1-3 6 -3 C=
00 1 3\ 2 -1 5 0 0 3 —1
0 0 1 1
210 0
— Lamatrice A=| 0|1 2 est diagonale par blocs, donc :
0]0 1

. 62 0172
exp(4) = ( 021 | exp(A4’) )

ou A/ = <(1) ?) = IQ + 2E172.

Comme I et 2E; » commutent, on a, en remarquant que 2E; o est nilpotente d’indice 2 :
exp(4’) = exp(l2)exp(2E1 2) = e(ls + 2E; 2) = eA’

Par suite, on obtient :

e2]l0 0
exp(A)=1| 0 |e 2e
010 e
— On a:
1 1 0 2 1 0 1 1 -1 -1
B=PTP'=|-11 1 02 1f=f2 1 1
-1 0 -1 0 0 2 1 1 =2
010
OnaT=2I3+NoulN= [0 0 1| nilpotente d’indice 3, 2I3 et N commutent donc
0 0 0
d’ott exp(T) = exp(2I3)exp(N) = eI (I3 + N + NTZ) et ainsi :
11 3
exp(T)=¢*[0 1 1
0 0 1

Par suite, en calculant exp(B) = Pexp(T)P~!, on trouve :

9o [ 7 5 -4

exp(B) = % -5 5 —4
-3 -3 6
0O -1/0 O
. 1 0|0 0 .
— La matrice C' = 0 0 3 -1 est diagonale par blocs, donc :
0 0|1 1

_ exp(c ) 0 )
o) - (S e
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Ainsi,
(i =i\ (e 0\1 /=i 1\  [cos(l) —sin(1)
exp(C1) = (1 1) (o 6i> 2 ( i 1> - (sin(l) cos(1)
w3 T[T 1y (2 1\(1 0
271 1) \1 0/\0o 2/\-1 1)
Or, en utilisant que 213 et F 2 commutent et que E; o est nilpotente d’indice 2, on
obtient :

exp ((g ;)) = exp(2fy)exp(E1 ) = €*(Iy + E15) = € ((1) 1)

eoen=(1 e D D=2 )

Il en résulte que :

et ainsi :

cos(l) —sin(l) | 0 0
sin(1 cos(1 0 0

ap(C) = 0( ) O( : 2e2 —¢?
0 0 e2 0

4. Exponentielle et réduction

Les démonstrations des résultats suivants sont proposées en probléme a la fin de ce Chapitre (voire
Probléeme 1).

Soit A € M,(K). Si A est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux ai, ..., ap, alors
exp(A) est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux e®!, ..., e%n.

Voire Probléme 1. O

Proposition 17.

Soit A € M,(K). Si A est diagonalisable (resp. trigonalisable) dans M,(K), alors exp(A) est
diagonalisable (resp. trigonalisable) dans M, (K).

Voire Probléme 1. O

50



Soit A € Mp,(C). On a :

det(exp(A)) = €™ et Splexp(A)) = e5PA) = (&} | X e Sp(4)}.

Démonstration.

Voire Probleme 1.
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Exercices et problemes

Exercice 22. Développement asymptotique d’une suite récurrente

On considére la suite récurrente (u,)nen définie par :

uo E]O, 1]
Upt1 = sin(u,) VneN

1. Montrer que, pour tout z €]0,1], 0 < sin(xz) < z. En déduire que (u,) admet une limite
A € R et la déterminer.

2. Chercher o > 0 tel que la suite (u;ﬁl —u, “) converge vers une limite non nulle et déter-
miner cette limite.

3. En déduire un équivalent en +oco de 1%2 Déterminer ainsi un équivalent simple en +oo de
n

U, .

1. Pour z €]0, 1], sin(z) > 0 car sin est strictement positive sur 0, 7[. De plus, en étudiant la
fonction f : ¢ — t — sin(t) sur R, on obtient la stricte positivité de f sur ]0, 1].
Il en résulte que (uy,) est & valeurs dans ]0, 1] et est décroissante. Ainsi, (u,,) est décroissante
minorée et donc converge vers une limite ¢ € [0, 1]. Par passage & la limite dans w, 1 =
sin(u,) (sin étant continue), on obtient £ = sin(¢) et donc £ = 0 car c’est I'unique solution
de = = sin(z) sur [0, 1].
En conclusion, (u,) converge vers 0.

3
2. Soit o > 0. Comme u, — 0, on a sin(uy) = u, — 2 + o(uj,) et donc :
Upgr —up® = (sin(un)) ™" —ug®
3
= (= % o)) ug”

= w1 = +o(up)) ™ —u,®
u2
= u,” ((1 = E” + o(ui))_o‘ = 1>

2
Or,ona (1 —2)"* =1+ ax + o(x) quand z — 0, donc, en prenant = = % + o(uZ), on
obtient :

—a —« —a U% 2 un
Uty — U, ® =, (1+a6+0(un)—1> =«

Ainsi, pour a = 2, (u, ' —u,*) converge et :

2
lim v 2, —u?2=2="2.
n——+oo n+1 n 6 3
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3. D’apres la question précédente, Z(u;ﬁl —u,, %) diverge grossierement car u;_%_l —uy?~
Par suite, la somme partielle S,, de cette série vérifie :

W=

2.1 n+1 n
Sn n—;\—;-oo kz—o § B 3 n—;\—;-oo §

Or, par télescopage, S, = u, 2 — uJQ, donc
31 3 3
S =S+ oyl ——140=
n u;, n n n—r+00
1
Donc —  ~ ﬁ.
Uz n—+oo 3
Il en résulte que :
3
Uy~

n—-+oo n :

Pour aller plus loin : on peut également montrer que :

/3 N 3v/31n(n) N In(n)
Y=V 10n3/2 °\ e
en utilisant les mémes techniques que précédemment et un développement limité a

lordre 2 en 0 de z +— ﬁz(ﬂt)_x%

Exercice 23. Développement asymptotique a 3 termes de la série harmonique

. . . 1 . o
On considere la série harmonique E — et pour n € N*, on note H,, sa somme partielle d’indice
n>1

n et d, = H, — In(n).

1. Montrer que pour tout entier n > 2,

1
dn - dn—l ~

n—+oo  2n2’

puis en déduire que (dy,)nen+ converge.
Dans la suite, on notera v la limite de (dy,),en+ qui par ailleurs répond au doux nom de
constante d’Euler.

1

2. En comparant les restes des séries (convergentes!) de termes généraux d, 1 — dy, et 5,

montrer que :

1 1
H,=In(n)+~v+—4+ o <>

2n  n—4oo \ n
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1.

Soit n > 2 un entier. Comme In(1 — 1) = -1 — L7 4 o(

‘ Ll

), on a :

|

n

1

1 1 1 1
dp—dn—1 = (Hn—Hp-1)=(In(n)~In(n-1)) = ~+In(l-~) = to(3) o~ 53

2n?
Ainsi, la série télescopique ), ~o(dn — d;—1) converge absolument par comparaison a une
série de Riemann convergente et donc, elle converge. D’apres la proposition 3, il en résulte
que la suite (d,,)nen+ converge.

. Comme d,—1 — d,, ~ L par comparaison des restes de séries de termes généraux
n

—+00 2n2>
équivalents, on a, en notant R,(d) et R,(r) les restes respectifs de > ~,(dn—1 — dy) et

Zn22 # 5

R, (d) Ro(r) = 1 Jf 1 1
n( n—-+o00 " T) - 5 ﬁ n——+00 %7
k=n+1
ce dernier équivalent étant obtenu par comparaison série/intégrale ou par I'exercice 14.
Or, par télescopage, R, (d) = d,, —, donc d,, = v + 5~ + 0o(L) et ainsi,

n

Hn:dn—kln(n):ln(n)—i—v—l—i—i— 0 (1>

2n  n—4oo \ n

Probléme 1.

Soit p un entier naturel non nul.

Exponentielle et réduction
Soit A € M,(K).

1.
2.

3.

Montrer que si A est diagonalisable, alors exp(A) est diagonalisable.

(a) Montrer que si A = (a;;)i<ij<p est triangulaire supérieure, alors exp(A4) =
(si,5)1<i,j<p est triangulaire supérieure et pour tout i € [1,p], s;; = e®+.

(b) En déduire que si A est trigonalisable dans M, (K), alors exp(A) est trigonalisable
dans M, (K).
(c) Montrer que det(exp(A)) = ™) et Spe(exp(A)) = exp(Spe(A)) (ce dernier ensemble
correspond & l'image directe du spectre de A par 1’application exponentielle de C dans C).
En admettant 'existence et I'unicité d’une décomposition de Dunford d’une matrice M €
M, (K) trigonalisable dans M, (K) i.e. I'existence et I'unicité d'un couple (D, N) € M,(K)?
avec D diagonalisable et N nilpotente telles que M = D + N et DN = N D, montrer la
réciproque de la question 1 pour A trigonalisable.

. On suppose A diagonalisable dans M,(K). Alors il existe P € GL,(K) et D € M,(K) telles

que A = PDP~!. Alors, d’aprés la proposition 14, exp(A4) = Pexp(D)P~!. Or, comme D
est diagonale, d’apres le corollaire 6, exp(D) 'est aussi, d’ou exp(A) est diagonalisable dans
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2.

M, (K) car semblable dans M, (K) a une matrice diagonale.

(a)

On rappelle que I'ensemble T, (K) = {(tij)1<ij<p € Mp(K) [V1<j<i<p, t;; =
0} des matrices triangulaires supérieures est une sous-algebre de M, (K).

On suppose A € T,f (K).

Comme T, (K) est une sous-algebre de M,(K) et que A € T,f(K), on a :

1
Zgj (K).

Or T,F(K) est un fermé de M, (K) comme sous-espace vectoriel de M,(K) qui est
de dimension finie, donc d’apres la caractérisation séquentielle des fermés, exp(A) €
TF(K).

Malheureusement, ce joli raisonnement ne nous dit rien des coefficients diagonaux !

On doit donc mettre les mains dans le cambouis (on ne va le faire que pour les coefficients
diagonaux mais on aurait également pu traiter la nullité des coefficients sous-diagonaux de facon
analogue si on n’avait pas fait notre raisonnement ci-dessus!). NOtODS :

— (Sn)nen la suite des sommes partielles de la série 3 4
— pour n € N, s(n), ; les coefficients de la matrice S,,.

i

On remarque tout d’abord que, pour U = (u;;),V = (vi;) € T,5 (K), les coefficients
diagonaux de UV = (t;;) sont le produit des coefficients diagonaux de U et V'; en
effet, pour tout 7 € [1,p] :

zz—§ uzkvkz—§ uzkvkz"l‘uzzvzz"' § Us ko Vi = WiV
v

k=1+1

Par suite, par récurrence, on en déduit que, pour tout n € N, les coefficients diagonaux
de A™ sont ceux de A a la puissance n.

k
Soit i € [1,p]. Comme S,, = 31'_, 47, on obtient alors :

n
(27

— €
n——+oo

Or, d’apres la proposition 5, s(n)“ tend vers s;; (coefficient diagonal de exp(A) =
(si,j)), donc, par unicité de la limite, s;; = e®+.

Comme toute matrice de M, (C) est trigonalisable, le résultat est vrai pour A € M,(C);
on s’intéresse alors au cas A € M,(R) trigonalisable (méme si les arguments fonc-
tionnent dans C également!). Si A = PTP~! avec P € GL,(K) et T € T, (K),
alors, d’apres la proposition 14, exp(A) = Pexp(T)P~!. Or, comme T est triangulaire
supérieure, d’apres la question précédente, exp(T') 'est aussi, d’ou exp(A) est trigona-
lisable dans M, (K) car semblable dans M,(K) & une matrice triangulaire supérieure
a coefficients dans K (I’exponentielle d’une matrice réelle est & coefficients réels).

Comme A € M,(K) C M,(C), A est trigonalisable dans M,(C) i.e. A= PTP~! avec

PV T

PeGL,(K)et T = 0 € T,F(K) ot Ay, ..., A, € C sont les valeurs
. *
0 0 A\
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propres (non nécessairement distinctes) de A.

e * .. %
s . 0 0 % & s
D’apres la question 2.c), on a exp(T) = et donc, d’apres la
°o *

0 0 el
proposition 14, on obtient :

eM * L. *

. 0 .
exp(A) = Pexp(T)P~" =P 2
0 0 et

Par suite, les valeurs propres dans C de exp(A) sont e, ...,e* d’ott Spe(exp(4)) =
exp(Spc(4)) ; et de plus, comme exp(A) et exp(T') sont semblables ainsi que A et T,
on a :

det(exp(A)) = det(exp(T)) = He)‘i = eXizmiti = oTV(T) = T(4),
i=1
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