Chapitre XIII

Ensembles dénombrables et familles
sommables
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Partie A

Dénombrabilité

Dans cette partie, E et F' désignent des ensembles quelconques.

1. Définition, exemples et premieres propriétés

Définition 1. Dénombrabilité

— On dit que E est au plus dénombrable s’il est en bijection avec une partie de N.

— On dit que F est dénombrable s’il est en bijection avec N.

Exemple 1.

— L’ensemble N et N* sont dénombrables.

Pour la dénombrabilité de N, il suffit de considérer I'identité. Quant a N*, I’applica-
tion f : n— n+1 est une bijection de N dans N* (sa réciproque est g : n — n—1).

— L’ensemble Z est dénombrable.

On définit 'application f : N — Z telle que, pour n € N
z si n pair
o= fi
—"3=  sin impair
ie. f(0)=0, f(1)=-1, f(2) =1, f(38) =-2, f(4) =2, etc...

f est bijective de réciproque f~':Z — N :

ik>
f_l(n>: 2k s%k_O
—(2k+1) sik<O

— Un ensemble fini est au plus dénombrable.

En effet, si son cardinal est n € N, alors il est en bijection avec la partie finie de N
des nombres entiers compris entre 1 et n i.e. [1,n] (si n = 0, il s’agit de 'ensemble
vide qui est bien une sous-partie de N).




Remarque 1.

Déterminer une bijection entre E et N revient a numéroter de maniére unique tous les élements

de E avec les nombres entiers naturels.
Voici graphiquement ce que donne la numérotation de Z de ’exemple précédent (le sens des fléches

dans la figure représente la fonction f~! de I’exemple) :

@ @ @ @ L @ O @ @ @ @
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5)
} | | | | | | | } | |
9 7v 5 3 1 0 2 4 6 8 10
En rouge, une numérotation des éléments de 7.

Exercice 1.

Montrer que 2N est un ensemble dénombrable.

On définit f: N — 2N par :
VneN, f(n)=2n

Alors f est bijective : sa réciproque est g : 2N — N o, pour tout k € 2N, g(k) = g

En fait, on peut montrer plus généralement le résultat suivant :
Proposition 1.

Soit A une partie de N. Si A est infinie, alors A est dénombrable.

Soit A une partie infinie de N. Alors A est non vide - car I’ensemble vide est un ensemble fini
(de cardinal 0), et A est non majoré dans N car, si on suppose par ’absurde qu’il est majoré par
n € N, alors A C [0, n] qui est fini, contradiction.
On construit par récurrence une suite strictement croissante (u,) & valeurs dans A qui parcourt,
dans l'ordre, tous les éléments de A :
— Initialisation. Comme A est une partie non vide de N, A possede un plus petit élément
min(A4). On note alors ug = min(A4).
— Hérédité. Soit n € N. On suppose ug, ..., u,, construits. Comme A n’est pas majoré par
Uy, Uensemble {k € A | kK > u,} est une partie non vide de N et donc posséde un plus
petit élément que l'on note u,4; i.e.

Unt1 =min({k € A | k > u,}).

Ainsi la fonction de N dans A associée a la suite (uy,), @ : n — wu,, est une bijection.

En effet, elle est :
— injective. Pour tout n € N, par construction, on a u,+1 > u,. Par suite la suite (u,) est

strictement croissante et donc la fonction ¢ Pest aussi. Ainsi, ¢ est injective.



— surjective. Soit k € A. Comme la suite (u,,) est strictement croissante, il existe m € N tel
que U471 > k. L’ensemble de ces m est une partie non vide de N, donc il en existe un plus
petit que 'on note n i.e. up41 >k et k > uy,.

Or, par définition, u, 11 est le plus petit élément de A strictement plus grand que u,, donc
I'inégalité u, 1 > k > u, est impossible. Ainsi, ¢(n) = u, = k. Par suite, ¢ est surjective.
O

Corollaire 1.

Si E est au plus dénombrable et infini, alors F est dénombrable.

On suppose F au plus dénombrable et infini. Comme FE est au plus dénombrable, il existe une
partie A de N en bijection avec E. De plus, FE étant infini, alors A I’est aussi car E et A sont en
bijection. Ainsi, A est une partie infinie de N et donc en bijection avec N d’apres la proposition
précédente. Par suite, par transitivité de la relation "étre en bijection”, F est en bijection avec
N et donc E est dénombrable. O

Exercice 2. N2 est dénombrable : premiére preuve.

On note, pour k € N :
Ap ={(n,m) eN? | n+m =k}.

1. (a) Montrer que (Ag)gen est une partition de N2,
(b) Soit k € N. Montrer que
Ay = {(nvk - n) | n e [[ka]]}

puis déterminer la cardinal de Ag.

2. On cherche & construire une bijection f de N dans N en s’appuyant sur I’idée de numéro-
tation suivante :



(a) lere étape : déterminer la numérotation f(k,0) de (0,k) pour k € N.

(b) 2éme étape : fixons k € N et I'ensemble Ay associé. Si a = f(k,0), quelle est la

numérotation f(n,m) de (n,m) € Ay ?

(c) Exprimer f(n,m) pour tout (n,m) € N? puis montrer que f est une bijection de N2

dans N.

(d) Montrer que la fonction f ainsi construite est une bijection de N? dans N puis conclure.

Correction.

1.

(a)

Soit (n,m) € N2. Alors, pour k =n+m € N, on a (n,m) € Ay. Ainsi, N2 C Uren Ak-
L’inclusion récipropque étant immédiate, on a donc :
N = | J Ag.
keN

Soit k,l € N.
Supposons A, N A; # (). Alors il existe (n,m) € Ag N A;. Ainsi, comme (n,m) € Ay,
et (n,m) € Aj,ona:
k=n+m=1
Par suite, par contraposée, si k # [, alors Ay N A; = ().
Il en résulte que (Ay)gen est une partition de N2.
Soit k£ € N. On note & = {(n,k —n) | n € [0,k]}.
Soit (n,m) € N2



Si(n,m) € Ay, alors n+m =k d’oum = k—n et comme m,n e N0 <n<nt+m=k
et donc n € [0, k]. Ainsi, (n,m) € 0.

Réciproquement, si (n,m) € d, alors m = k—n donc n+m = k et ainsi, (n,m) € Ay.
Il en résulte que Ay = k.

La fonction n — (n,k — n) est une bijection de [0, k] dans Ay, donc #Ay, =k + 1.

k—1
(a) Soit k € N. On remarque sur la figure que f(k,0) = # (U Al>. Par suite, on a,
1=0

d’apres les questions 1. (a) et 1. (b) :

k—1
f(k>0> = #( Al)

=0

1

k—
= Y #N
=0
k—1 k
= > (+1)=>1
=0 =1
F6,0) = k(k; 1)

(b) Soit k € N et (n,m) € Ag. On note @ = f(k,0). On remarque qu’en se deplacant
dans Ay a partir de (k,0) et en augmentant ordonnée de 1 (et donc en diminuant
I’abscisse de 1), la numérotation augmente de 1. Ainsi, la numérotation de (n,m) est :

fln,m) =a+m.

(c) Soit (n,m) € N2. On pose k = n + m. Alors (n,m) € Ay et ainsi, en reprenant les
deux questions précédentes, on obtient :

k(k+1
F(n,m) = fk,0) +m = SEXD 4,
et donc, au final :
n+m)(n+m+1
fn,my = BFROEMED L,

(d) — Montrons que f est injective. Soit (n,m), (p,q) € N2. On suppose f(n,m) = f(p,q)-
On note k = n +m et [ = p+ ¢q. Quitte a échanger les couples, on peut supposer
k<l
Comme n,m € Net n+m < k, on am < k et donc :

f(n,m):k(k+1)+m§ k(k+1)+k:k(k+3).
2 2 2
et comme ¢ > 0, on a :
(l+1 (l+1
flp.g) = ( 5 >+q2%,

donc :
P4+1=11+1)<2f(p,q) =2f(n,m) < k(k +3).



Supposons par l'absurde que k& < [. Alors, comme k,[ sont entiers, k < [ — 1 et
donc :
PHi<(-1)(1+2)=0P+1-2
d’ou 0 < —2. Contradiction!
Ainsi k = 1.
On a alors :
k(k+1)
2

+m = f(n,m) = f(p,q) = l(l—gl) +q= Lk;l) +q

d’ot m = q; puis, comme n +m =k =1 = p + g, on obtient n = p.
Par suite, (n,m) = (p,q) et donc f est injective.

— Montrons que f est surjective. Soit a € N. L’application x — x2 4+ = — 2a admet
pour racine dans R, le nombre 5 = —1+v1+8a V21+8“ et on pose k = [r] € N. Alors, par
définition de la partie entiere, on a k <r < k + 1 et donc :

Ek+1) <r(r+1)=r’+r=2acet (k+1)(k+2)>r(r+1)=r>+7r=2a

Ainsi, on a :
k
(k+1) <a< (k+1)(k+2)
2 2
k(k+1)

On pose alors m =a — —=5— et n =k —m.

D’apres ce qui précede, m > 0 et est un entier car a, % le sont (pour ce dernier,

soit on peut le voir comme la somme des k premiers entiers naturels non nuls, soit on remarque que
le produit de deux entiers consécutifs est pair). De plus, toujours d’apres ce qui précede,

S k(k+1)
= Q—T
. (k+1)2(k+2)_k(k2+1):(k‘51)x(k+2—k:)=k+1

d’ot;, comme m, k sont entiers, m < k. Par suite, n = kK — m est un entier positif.
Ainsi, (n,m) e N> n+m=ketona:

fomy= QEROHMED | BEED | KEAD

Il en résulte que f est surjective.

Ainsi, f est une bijection de N? dans N et donc N? est un ensemble dénombrable car
en bijection avec N.

Exercice 3.

En utilisant le fait que N? est dénombrable, montrer que N3 est dénombrable, puis, plus géné-
ralement, que, pour tout k € N*, N* est dénombrable.



Soit f : N> — N une bijection (d’apres I'exercice précédent, N? est dénombrable donc une telle
bijection existe).

e On pose, pour (p,q,r) € N :
9, q,7) = f(f(p. @), 1),

et on considére la fonction g : N> — N ainsi définie.

— Montrons que g est injective. Soit (p,q,7), (p’,q¢',7") € N3. On suppose g(p,q,7) =
g(p’,¢',r"). Alors, par injectivité de f, on a f(p,q) = f(p’,q’) et r =/, puis, toujours
par injectivité de f, p =p’ et ¢ = ¢'. Par suite, (p,q,r) = (p', ¢, ).

Il en résulte que g est injective.

— Montrons que g est surjective. Soit £ € N. Comme f est surjective, il existe (n,r) € N2
tel que k = f(n,r) puis, toujours par surjectivité de f, il existe (p,q) € N? tel que
Par suite, (p,q,7) € N et :

k= f(n,7)=f(f(p,q),r) = 9(p,q7).

Il en résulte que g est surjective.
Ainsi, ¢ est une bijection de N* dans N et donc N? est dénombrable.

e On montre, par récurrence sur N*, que, pour tout k& € N*, N* est dénombrable.
— Initialisation. Pour £k = 1, N est dénombrable car en bijection avec lui-méme via
I’identité.
— Hérédité. Soit un k € N*. On suppose N¥ dénombrable. Alors il existe une bijection
S N* — N.
On pose, pour p = (p1,..., pry1) € NFHL .

g(p) = f(fk(ph ---,Pk)apk+1),

ol f est la bijection initiale de N? dans N et on considére la fonction g : N¥+1 — N

ainsi définie.

— Montrons que g est injective. Soit p = (p1, ..., pr+1), 0" = (P, -, Phy1) € Nf+1. On
suppose g(p) = g(p’). Alors, par injectivité de f, on a fx(p1,...,px) = fu(Pl, ..., Pk)
et Pr+1 = Pr+1, Duis, par injectivité de fi, pour tout ¢ € [1, k], p; = p;. Par suite,
p=p.

Il en résulte que g est injective.

— Montrons que g est surjective. Soit m € N. Comme f est surjective, il existe (n,r) €
N2 tel que m = f(n,r) puis, par surjectivité de fy, il existe (py, ..., pr) € N¥ tel que
n = fr(p1,-.-s Pk)-

Par suite, p = (p1, ..., Dk, 7) € NFT1 et :

m = f(n,7) = f(fr(p1, -, Px),7) = 9(p)-

Il en résulte que g est surjective.
Ainsi, g est une bijection de N¥*1 dans N et donc N*+! est dénombrable.

Il en résulte que, pour tout k € N*, N*¥ est dénombrable.

Remarque : si on ne regarde pas la démonstration de la récurrence précédente, on pourrait
penser qu’elle permet de montrer d’elle-méme que N2 est dénombrable : il n’en est rien!
La démonstration repose crucialement sur le fait qu’on posséde a I’avance une bijection de
N? dans N!



Proposition 2.

On suppose que E et F' sont en bijection. Si F est au plus dénombrable (respectivement dé-
nombrable), alors F' 1'est aussi.

On suppose que E et F' sont en bijection et que F est au plus dénombrable. Alors il existe une
bijection f de E dans F et il existe A C N et g une bijection de A dans E. La composée de deux
bijections étant une bijection, f o g est une bijection de A dans F'. Ainsi, F' est en bijection avec
la partie A de N, donc F' est au plus dénombrable. La preuve pour l’énoncé “respectivement” est
la méme en remplagant A par N.

Proposition 3.

Soit F' C E. Si E est au plus dénombrable, alors A est au plus dénombrable.

On suppose E au plus dénombrable. Alors il existe une bijection f: E — A ou A C N. Alors la
restriction fip : ' — A de f a F est injective et surjective de F' dans f(F) C A C N. Par suite,
F' est en bijection avec une partie de N, d’oit F' est au plus dénombrable. O

Proposition 4.

Soit A une partie finie de E. Si E est dénombrable, alors E \ A 'est aussi.

Soit A une partie finie de E. On suppose E dénombrable. Alors E~\ A C E est au plus dénombrable
d’apres la proposition 3 et E \ A est infini car F est infini et A est finie. Par suite, d’apres le
corollaire 1, '\ A est dénombrable. O

2. Caractérisations des ensembles au plus dénombrables

Proposition 5.

L’ensemble E est au plus dénombrable si, et seulement si, il existe une injection de E' dans N.

Si F est au plus dénombrable, alors il existe une bijection f de F dans A C E. Par suite,
f: E — N est injective.

Réciproquement, s’il existe une injection f de E dans N, alors f : E — f(FE) est une bijection de



E dans la partie f(E) de N. Donc E est au plus dénombrable. O

Exemple 2. N2 est dénombrable : deuzieme preuve

L’ensemble N? est dénombrable : en effet, Papplication (n,m) — 2"3™ est injective par unicité
de la décomposition d’un nombre entier en facteurs premiers et de plus, N? est infini.

Proposition 6.

On suppose E non vide. Alors E est au plus dénombrable si, et seulement si, il existe une
surjection de N sur F.

¢ (=). On suppose E au plus dénombrable. Alors il existe A C Net f : A — E une bijection.
Comme FE est non vide, on choisit zg € F et on construit 'application f : pour tout n € N,

=« ) f(n) sin€A
f(n){xo siné¢ A

Alors on a f(N) = f(A) U {zo} = f(A) = E. Donc f est une surjection de N sur E.
e («<). On suppose qu'il existe f : N — F une surjection. Montrons qu’il existe une appli-

cation injective g de E dans N. Comme f est surjective, pour tout z € E, f~1({z}) est
une partie non vide de N. Ainsi, la fonction de E dans N :

g+ @ min(f~ ({z}))

est injective. En effet, pour x,y € E tels que g(x) = g(y), on a z = f(g(x)) = f(9(y)) =

3. Opérations sur les ensembles dénombrables

Proposition 7.| Produit cartésien

Si E, F sont au plus dénombrables, alors F¥ x F' est au plus dénombrable.

On suppose F, F' au plus dénombrables. Alors il existe des injections f : E — Net g : FF — N.
Alors la fonction (z,y) — (f(x),g(y)) est une injection de E x F dans N? qui est en bijection
avec N d’apres I'exemple 2. La composée de deux injections étant injective, on construit donc
une injection E' x F' dans N. Par suite, £ x F' est au plus dénombrable. ]
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Corollaire 2.

Soit n € N* et Fq,..., E, des ensembles. Si F1,..., E, sont au plus dénombrables, alors F; x
... X B, est au plus dénombrable.

On procede par récurrence sur N* pour montrer que, pour tout n € N*, la propriété P,, = "pour
tous ensembles Fy, ..., E,, si Eq, ..., E, sont au plus dénombrables, alors Fy X ... x E,, est au plus
dénombrable”.
o [nitialisation. Soit E un ensemble. Si E est au plus dénombrable, alors... E est au plus
dénombrable. D’ou P;.

o Hérédité. Soit n € N*. On suppose P, vraie. Soit F1, ..., E, 1 des ensembles. On suppose
FEy, ..., E 41 au plus dénombrables. Alors, par hypothése de récurrence, Fq X ... X E,, est
au plus dénombrable. De plus, on a :

EiX...XE,xE 41 =(F1x..xE,) X Ep11

En réalité, il y a plutot une bijection entre ces deuz ensembles... mais c’est juste une histoire de parenthéses !
Ainsi, Fy X ... X B, et E,, 1 étant au plus dénombrable d’apres la proposition 7, F1 X ... X
FE,,+1 est au plus dénombrable. Dot P, 1.
Ce qui acheve le raisonnement par récurrence. Par suite, pour tout n € N* et pour tous ensembles
FEr,...,E,, si Fq, ..., E, sont au plus dénombrables, alors F X ... X E,, est au plus dénombrable. []

Exemple 3.

L’ensemble Q des nombres rationnels est dénombrable.

En effet, Papplication f : Z x N* — Q telle que, pour (p,q) € Z x N*, f(p,q) = g est
surjective et I’ensemble Z x N* est dénombrable car infini et produit cartésien d’ensembles
dénombrables. Par suite, il existe une surjection de N sur Q et Q est infini, d’ou Q est

dénombrable.

Exercice 4.

Soit A, B des parties de E. Montrer que si A, B sont au plus dénombrables, alors A U B est au
plus dénombrable.

On suppose A, B au plus dénombrables. Alors, d’apres la proposition 6, il existe fa, fp des
surjections de N dans A et de N dans B respectivement. On considere alors I'application f :
{0,1} x N dans A U B définie de la maniére suivante : pour (g,n) € {0,1} x N,

_ ) fan) sie=0
f(g’n)_{fg(n) sie=1

11



Pour tout x € AU B, si « € A, alors, par surjectivité de fa, il existe n € N tel que x = fa(n) =
f(0,n) et si x € B, alors, par surjectivité de fg, il existe n € N tel que x = fg(n) = f(1,n).
Ainsi, x posseéde un antécédent par f. Par suite, f est surjective de {0,1} x N dans AU B.

Or, {0,1} x N est infini et produit cartésien d’ensembles au plus dénombrables, donc il est
dénombrable (Corollaire 1 et Proposition 7). Ainsi, {0,1} x N et N sont en bijection et donc il
existe en particulier une sujection g de N sur {0,1} x N.

Par suite, f o g est une surjection de N sur A U B comme composée d’applications surjectives et
donc AU B est au plus dénombrable d’apres la proposition 6.

La proposition suivante généralise I’exercice précédent au cas d’une union au plus dénombrable d’en-
semble au plus dénombrable :

Proposition 8.| Réunion

Soit (A;)ier une famille de parties de E. Si I est au plus dénombrable et si, pour tout i € I, A4;
est au plus dénombrable, alors U A; est au plus dénombrable.
il
De plus, s’il existe ¢ € I tel que A; est dénombrable, alors U A; est dénombrable.
icl

On suppose [ non vide, au plus dénombrable et pour tout i € I, A; au plus dénombrable. Alors,
pour chaque ¢ € I, il existe une surjection f; de N dans A; (quitte & le supprimer de la liste, on
peut supposer A; non vide). Alors la fonction f: I xN — | J,; A; telle quel, pour (i,n) € I xN:

fli,n) = fi(n).

est surjective. En effet, pour tout a € |J;c; Ay, il existe i € I tel que a € A; et il existe n € N tel
que a = f;(n); par suite, a = f(i,n).
Ainsi, comme I x N est dénombrable, il en résulte que | J i1 Ai est dénombrable. O

Exercice 5. Deuziéme preuve de la dénombrabilité de Q

On considere Q = {%

1. Soit z € Q. Montrer que = s’écrit de maniére unique sous forme de fraction irréductible
i.e. qu’il existe un unique couple (p,q) € Z x N* tel que z = % et pAg=1.

| (a,b) erN*}.

On appelle alors hauteur de = et on note h(x) 'entier naturel non nul :
h(z) = Ipl +q.

2. Montrer que les ensembles de niveaux H,, = {x | h(z) = n} pour n € N* de la fonction
hauteur h : z — h(z) de Q dans N* sont finis puis en déduire que Q est dénombrable.

12



1. Soit x € Q. Alors il existe (a,b) € Z x N* tels que z = £. Comme (a,b) # (0,0), le pged de
a et b est bien défini et on note d = a A b. Alors il existe p € Z et ¢ € N* tels que a = pd,
b=gqd et pAq=1. Par suite, z = § = f;—g = %, d’ou l'existence de la forme irréductible de
x.

De plus, si § = gp = 5—: avec (p,q),(p',¢) €Z xN*et pAq=1,p ANqg =1, alors pg’ = qp’
d’ou ¢ divise pq’ et donc, d’apres le théoreme de Gauss, ¢ divise ¢’ et de maniére analogue,
q divise q. Ainsi ¢ = |q| = |¢’| = ¢’ et comme g # 0 et pg = gp’, on obtient p = p’; donc
(p,q) = (p',¢'). D’ott 'unicité de la forme irréductible de z.

2. Soit n € N* et € Q de forme irréductible x = %.
Si x € Hy, alors |p| + ¢ = h(z) =n donc |p| <net ¢ <ndoupée[-n,n]etqec|ln]
Par suite,

H, C {z [ pAg=1et (p,q) € [-n,n] x [[1,11]]}

Ainsi, il y a au plus (2n + 1)n = #([—n,n] x [1,n]) éléments dans H,, et ainsi, H,, est un
ensemble fini.

On remarque alors que :

Q= U H,,.

neN*

Ainsi, Q est au plus dénombrable comme union au plus dénombrable d’ensembles au plus
dénombrables car finis (Proposition 8) et de plus, Q est infini car, par exemple, N C Q donc
Q est dénombrable.

Exercice 6.

Montrer que Q[X] est dénombrable.

Pour n € N, on considére Q,,[X] 'ensemble des polynomes a coefficients dans Q de degré au plus
n. Alors, pour tout n € N, I'application ¢, : Q" — Q,[X] telle que :

n

©n ¢ (ag,...an) — P = Zaka
k=0

est une bijection - tout polyndéme de Q[X] de degré au plus n admet un unique n-uplet de
coefficients rationnels.

Or, d’apres I'exemple 3, Q est dénombrable et donc, d’apres le corollaire 2, Q" *! I'est aussi. Par
suite, Q,[X] est au plus dénombrable d’aprés la proposition 2.

De plus, on a :

Qx] = | @ulx]

neN

donc, par réunion dénombrable d’ensembles dénombrables (Proposition 8), Q[X] est dénombrable.
4. Ensembles infinis non dénombrables
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Jusque 1a, nous avons étudié les ensembles au plus dénombrables. Parmi eux, on peut distinguer deux
types d’ensembles : les ensembles finis et les ensembles dénombrables (infinis, donc). Un ensemble qui ne
serait pas au plus dénombrable serait donc infini et non dénombrable, mais... existe-t-il de tels ensembles ?
La réponse arrive sous peu !

a. Constructions d’ensembles infinis non dénombrables

Proposition 9.

On suppose que E et F sont en bijection. Si F' est infini non dénombrable, alors E 'est aussi.

Il s’agit de la contraposée de la proposition 2. O

Proposition 10.

On suppose que ' C E. Si F est infini non dénombrable, alors E l’est aussi.

Il s’agit de la contraposée de la proposition 3. O

b. Exemples d’ensembles infinis non dénombrables

Il n’existe aucune surjection de E sur 'ensemble P(E) des parties de E.

Soit f : E — P(E) une application. On note A = {x € E | x ¢ f(x)}. Alors A C P(E) n’a pas
d’antécédent par f. En effet, pour x € E on a :

— ler cas : x € A. Alors f(x) # A car comme z € A, par définition de A, = ¢ f(z).
— 2nd cas : x ¢ A. Alors f(x) # A car comme x ¢ A, par définition de A, z € f(x).
Dans tous les cas, f(z) # A.

Il en résulte que f n’est pas surjective. O

Proposition 11.

L’ensemble P(N) est infini non dénombrable.
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P(N) est infini car, par exemple, il contient 'ensemble infini des singletons d’entiers naturels.
De plus, d’apres le lemme 1, il n’existe pas de surjection de P(N) dans N et donc, a fortiori, il
n’existe pas de bijection entre P(N) dans N. Par suite, P(N) n’est pas dénombrable. O

Les ensembles P(E) et {0,1}F sont en bijection.

On consideére la fonction f : {0,1}¥ — P(E) définie de la fagon suivante :

pour € € {0,1}Z, f(e) = {z € E | e(x) = 1}.
Montrons que f est une bijection de {0,1}¥ dans P(E).
Pour tout A € P(E), on consideére la fonction indicatrice 14 € {0,1}F de A i.e.

1 sizeAdA

0 sinon.

]lA:$0—>]lA(.CC)={

On pose alors g : A+ 14 de P(E) dans {0,1}¥. Montrons que g est la fonction réciproque de
I
— Calculons f o g. On a, pour tout A € P(FE), par définition de €4 :

fog(Ad)=f(la)={z € E|1la(z) =1} = A.

Dot fog=Idpg.

— Calculons g o f. Soit € € {0,1}F. On pose A = f(¢) = {z € E | ¢(x) = 1}. Alors on a,
pourtout x € E:siz € A, Is(x)=1=c(z)etsiz ¢ A, L4(x) =0=c¢(z). Ainsi, 14 =€
et donc :

gofle)=g(4) =1la=e
D’ou go f = Id{(),l}E.
Il en résulte que f est bijective de {0, 1}¥ dans P(FE) et donc {0, 1}¥ et P(E) sont en bijection. [

Proposition 12.

L’ensemble {0, 1} des suites & valeurs dans la paire {0,1} est infini non dénombrable.

D’apres le lemme 2, P(N) et {0,1}" sont en bijection. Or, d’apres la proposition 11, P(N) est
infini non dénombrable, donc {0, 1} I’est aussi d’aprés la proposition 9. O

L’exercice suivant propose de montrer la proposition précédente sans utiliser la bijection entre P(N)
et {0, 1} en utilisant un raisonnement devenu classique et développé par le mathématicien Georg Cantor
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qui est le pére de la théorie que nous étudions dans cette partie. Nous utiliserons ce raisonnement pour
prouver que |0, 1] est infini non dénombrable dans la suite :

Exercice 7. Argument diagonal de Cantor

Montrer que {0, 1} infini non dénombrable grace a I'argument diagonal de Cantor : supposer
par I'absurde qu’il existe une énumération (indexée par N) de {0, 1}, et construire un élément
de {0,1}N qui ne peut pas étre dans cette énumération (indice : argument ”diagonal”!).

En déduire qu'un produit cartésien dénombrable d’ensembles au plus dénombrables n’est pas
dénombrable en général.

Posons E = {0,1}. On suppose par I’absurde que E est au plus dénombrable. Alors E est
dénombrable car E est infini : en effet, pour tout n € N, la suite dont tous les termes sont nuls
sauf celui d’indice n qui vaut 1 appartient a F et ces suites sont deux a deux différentes. Par
suite, il existe une bijection e : k — e(k) = (e(k)n)nen de N dans E. On a ainsi une numérotation
des éléments de E illustrée ci-dessous :

0,
0,

—_

=

LA R 8
S&£EELEE
Il
/‘\/\?A/\/\
OHJ—!J—kOr—\
S = o = O O
= o o o o =
=== O O
_ o B = = O

On pose alors € = (e, )nen la suite définie, pour n € N, par :
en=1—e(n), € {0,1} car e(n), € {0,1}

Dans lillustration précédente, cela donnerait € = (0,0,1,0,1,1, ...

Ainsi, e appartient & E = e(N) = {e(k) | k¥ € N}. Or, par construction, ¢ est différent de e(k)
pour tout k € N : en effet, pour tout N, £, =1 — e(n),, # e(n),. Contradiction !

Par suite, F = {0,1}" n’est pas au plus dénombrable i.e. {0,1}" est infini non dénombrable.

Pour répondre & I'ultime question : {0, 1} est ainsi un produit cartésien dénombrable d’ensembles
finis (et donc au plus dénombrables) et n’est pas au plus dénombrable!

10, 1] est infini non dénombrable.
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Pour cette preuve, nous allons utiliser le développement décimal des nombres réels sans rentrer
trop avant dans le détail de cette notion qui n’est pas si anodine méme si elle semble naturelle
(pour plus de rigueur sur le sujet, on pourra se reporter au probléme 1).

Ici, nous identifierons un nombre réel x de ]0, 1] avec son développement décimal ”propre” qui
est de la forme x = 0,2921 T2 ... Tp ... (complété par une infinité des zéros si celui est fini)
ol la suite (2, )nen est & valeurs dans [0, 9] et n’est pas stationnaire en 9. Pour ce qui est du
développement propre : on admet que ici que tout nombre réel de ]0,1[ admet au plus deux
écritures décimales possibles et donc deux suites associées potentielles; et dans ce cas (on peut
montrer qu’il ’agit des nombres décimaux justement), 'une est stationnaire en 0 et autre en 9.
On définit alors le développement propre de x comme étant son unique développement s’il n’en
a qu’un et celui qui est stationnaire en 0 s’il en a deux. On renvoie de nouveau au probleme 1
qui traite le cas similaire des nombres dyadiques pour plus de précisions.

On s’inspire de argument diagonal de Cantor utilisé dans 'exercice précédent pour démontrer
que ]0, 1] est infini non dénombrable.

On suppose par 'absurde que |0, 1] est dénombrable (comme ]0, 1[ est infini, on peut tout de suite dire ”dé-

nombrable” au lieu de ”au plus dénombrable” !). Il existe donc une bijection f entre N et ]0, 1] et donc une

numérotation des éléments de ]0, 1[ disons (9, z(M) . z®) ot 2*) =0, xék) xgk) O

Par exemple, cela pourrait donner :
20 —
ey
72
2®3)
2® =

([
o o o o o ©
NG SIS i
S R NN = O
o = =3 A 0 N
© Ul N~ N O
N © H 00 Ot
S N Ul g = O

On définit alors un réel x = 0,xzgx1 22 ... T, ... de la facon suivante : pour n € N,
— si x&”) = 2, on pose x, = 1;
— si xsln) # 2, on pose T, = 2.
Dans l'illustration précédente, cela donnerait : = 0,12211.. ..
L’élément x ainsi défini est bien dans |0, 1] car compris entre 0,1 et 0,3 et... est différent de tous

les (%) : en effet, pour tout k € N, x,(ck) # 1, par construction! Donc x n’appartient pas a ]0, 1]
puisque les z(®) formait une numérotation exhaustive des éléments de ]0, 1[. Contradiction !
Ainsi, ]0,1[ est infini non dénombrable. O

L’ensemble R des nombres réels est infini non dénombrable.

Plus généralement, toute partie de R contenant un intervalle d’intérieur non vide est infini non
dénombrable.
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On prouve tout d’abord la premiére assertion : comme ]0, 1[ est infini non dénombrable (Lemme
3) et ]0,1[ C R, d’apres la proposition 10, R est infini non dénombrable.

Ou encore, I'application « — argth(2z — 1) est une bijection de ]0, 1[ dans R donc, comme 0, 1]
est infini non dénombrable (toujours d’apres le lemme 3), d’aprés la proposition 9, R est infini
non dénombrable.

Passons au cas général.
Soit a,b € R avec a < b. Alors application affine 2 — (b— a)x + a est une bijection de ]0, 1[ dans
la,b[ (car b—a # 0), d’otr, d’apres la proposition 9 et le lemme 3, ]a, b est infini non dénombrable.

Soit X une partie non vide de R contenant un intervalle I d’intérieur non vide. Comme [ est un
intervalle d’intérieur non vide, il existe a,b € I avec a < b et Ja,b[ C I. D’apres ce qui précede,
Ja, b[ est infini non dénombrable, d’ot, comme Ja,b] C I C X, d’apres la proposition 10, X est
infini non dénombrable.

Exercice 8.

1. Montrer que ’ensemble R \. Q des nombres irrationnels est infini non dénombrable.

2. On appelle nombre algébrique, tout réel qui est racine d’'un polynéme non nul a coefficients
dans Q. On note A ’ensemble des nombres réels algébriques.
On appelle nombre transcendant, tout réel qui n’est pas algébrique. On note 7 ’ensemble
des nombre transcendants.

(a) Montrer que A est dénombrable.

(b) En déduire que T est infini non dénombrable.

1. On a R = (R~ Q) U Q. Supposons par 'absurde que R \ Q est au plus dénombrable.
Alors, comme Q est dénombrable (Exemple 3), R est au plus dénombrable comme union
d’ensembles au plus dénombrables (Proposition 8). Contradiction! car R n’est pas au plus
dénombrable (Théoréme 1).

Par suite, R \. Q n’est pas au plus dénombrable i.e. est infini non dénombrable.

2. (a) On a, par définition de A :

A= |J ZpouZp={zeR|P(x)=0}
PeQ[X]~{0}

Par suite, A est au plus dénombrable comme réunion dénombrable d’ensembles au
plus dénombrables (Proposition 8). En effet, d’aprés la proposition 4, Q[X] \ {0} est
dénombrable car Q[X] I'est (Exercice 6) et, pour tout P € Q[X] \ {0}, P admet un
nombre fini de racines, d’ott Zp est un ensemble fini et donc au plus dénombrable.
De plus, A est infini car, par exemple, Z C A (pour tout n € Z, n est racine de
X —n e QX].

Il en résulte que A est dénombrable.

(b) Ona R=AUT d’ou T est infini non dénombrable car R est infini non dénombrable
et A est dénombrable (méme preuve que pour la question 1.)
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Partie B

Familles sommables

1. Familles sommables de nombres réels positifs

Dans ce paragraphe, I désigne un ensemble quelconque.

Avant de parler de familles sommables, faisons quelques rappels et compléments sur 'intervalle
achevé [0, +o0] :

e On connait bien I’ensemble ordonné ([0, +o00[ , <) : on prolonge alors cet ordre sur le "sur”-

ensemble [0, +00] = [0, +oo[ U{+o0} en décrétant que, pour tout = € [0, +o0], © < +o00.

— o] On peut alors définir, dans [0,400], la borne supérieure sup(A) d’un ensemble d’une
partie A, comme on le fait dans R : si A non vide est majorée, il s’agit de la borne
supérieure usuelle dans [0, +oo[; si elle n’est pas majorée, sup(A) vaut +oo.

Et si A =0, sup(A) = 0 dans [0, +00] - c’est dans R que @) ne posséde pas de borne supérieure !
— Sur [0, +00], on étend les lois de compositions internes + et x de [0, +o0] :
— pour tout z € [0, +00], z + (+00) = +00 = (+00) + z;
— pour tout z € ]0,+00], X (+00) = +00 = (+00) X z et 0 X (+00) =0 = (+00) x 0.
Pour mieux comprendre pourquoi nous prenons ces conventions d’opérations avec +oo, il

suffit de voir que les propriétés de la borne supérieure sur [0, +o00[ sont encore valables sur
[0, 4+00] ; notamment, pour A, B C [0, +00] et ¢ € [0, 4+00] :

— si A C B, alors sup(A) < sup(B);
— sup(cA) = csup(A) et;
— sup(A + B) = sup(A) + sup(B) si A, B non vides.

a. Définition

Définition 2. Famille sommable

Soit (a;)ier une famille de réels positifs.

On appelle somme de la famille (a;);ecr, 'élément noté Z a; de [0, 4o00] défini par :
iel

Zaizsup ZaﬂJCIetJﬁni
iel jed
On dit que (a;);esr est une famille sommable si Zai < 4o00; autrement dit, si Zai €

el icl
[0, +o00].
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Remarque 2.

Une famille (a;);c; non sommable est une famille qui vérifie Zie 7 G = +00.

Exemple 4.

La famille (2" Jnen est sommable et la famille ( )nen n'est pas sommable.

— En effet, pour toute partie finie J de N, on a J C [0, m] ot m = max(J), donc :
1 1
_Z o = <> B g S
jeJ =0

(Démontrer que la somme de la famille est en fait bien égale & 2 grice a la définition
précédente).
— On a, pour tout N € N* :

Or Hy = Y0, = —>N +00 car la série 3, 5, 5 L diverge, donc E +o0.
—+o0
neN*

b. Support d’une famille sommable

Définition 3. Support

Soit (a;)ies une famille de nombres complexes. On appelle support de la famille (a;);c; et on
note supp((a;)ier) 'ensemble :

supp((ai)ier) ={i € I | a; # 0};

autrement dit, il s’agit de I’ensemble des indices des termes non nuls de la famille.

Proposition 13.

Soit (a;)icr une famille de réels positifs. Si la famille (a;);c; est sommable, alors son support
supp((a;);er) est un ensemble au plus dénombrable.

On suppose la famille (a;);c; sommable. Notons S =), ; a;
Pour ¢ un réel strictement positif, on note J. = {i € I | a; > ¢}.

Soit € > 0. Supposons par ’absurde que J; est infini. Alors, pour tout ensemble fini J inclus dans
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Je, la famille étant sommable, on a :

#J xe < Z a; < S.
jeJ
L’ensemble J. étant infini, il existe J C J. de cardinal plus grand ou égal a g Contradiction
avec 'inégalité précédente !
Il en résulte que, pour tout € > 0, J. est un ensemble fini.

Mountrons que supp((a;)icr) U Ji.
neN*
Soit i € I.
— Sii e U J1, alors il existe n € N* tel que ¢ € J1 et donc, a; > % > 0. Dot a; # 0 et
neN*
ainsi, i € supp((a;)ier)-
— Sii € supp((a;)ier), alors a; # 0 et comme la famille est composée de réels positifs, a; > 0.
On pose n = Lij + 1. Alors, par définition de la partie entiére, n € N* car L > 0 et

n > -, donc

1
a; > —.
n

Ainsi, Z€J1 cy

D’ou I’égalité annoncée entre les deux ensembles.

n’eN* 4“

Ainsi, le support supp((a;)iecr) est égal & une réunion au plus dénombrable (car N* est dénom-
brable) d’ensembles au plus dénombrables (car les J1 sont finis) done, d’apres la proposition 8,

supp((a;);er) est au plus dénombrable. O

c. Propriétés

Proposition 14.

Soit (un)nen une suite de réels positifs. Alors la famille (uy,),en est sommable si, et seulement
si, > u, converge. Dans ce cas, on a :

—+o0
E Up = E Uy, -
neN n=0

Proposition 15. | Sous-familles sommable

Soit (a;)ier une famille de réels positifs. Pour tout J C I, on a :

Zaj < Zai;

jeJ =

et, en particulier, si (a;);cr est sommable, alors, la sous-famille (a;) cs est sommable.
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Proposition 16.

Soit (a;)ier et (b;)ier des familles de réels positifs telles que pour tout ¢ € I, a; < b;. On a :

Zai Szbu

i€l i€l

et, en particulier, si (b;);er est sommable, alors (a;);c; est sommable.

Proposition 17.

Soit (a;)ier et (b;)ier des familles de réels positifs et A\, u € R;. On a :

Z(Aai + pb;) = Azai Jr/lzbz‘,

i€l iel el

et, en particulier, si (a;);cr et (b;)ics sont sommables, alors la famille (Aa;+ub;);cr est sommable.

Proposition 18.| Changement d’indice

Soit o une bijection d’un ensemble J sur I et (a;);c; une famille de réels positifs. On a :

doai= as),

iel jeJ

et, en particulier, (a;);es est sommable si, et seulement si, (a,(;))jes est sommable.

d. Sommation par paquets

Définition 4.| Partition
Soit (I,)wen une famille de parties non vides de I. On dit que (I,)wecq est une partition de I

si U I, = I et pour tout w,w’ € Q avec w # ', I, N I, = 0.
weN

Exemple 5.

Les ensembles 2N et 2N + 1 forment une partition de N.

Proposition 19.| Sommation par deuz paquets

Soit J, K des parties de T tels que (J, K) est une partition de I et (a;);c; une famille de réels

positifs. On a :
Doai=D i+ ) a,

i€l jeJ keK
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et, en particulier, (a;);cr est sommable si, et seulement si (a;);jes et (ar)icx sont sommables.

Exercice 9.

o 1 §
On admet Dégalité S21> — = % En déduire que ), -,

n=173 converge et déterminer sa

1
(2n + 1)

somime.

On peut généraliser la proposition précédente de la fagon suivante :

J Théoréme 2.) Sommation par paquets

Soit (I,,)weq une partition au plus dénombrable de I et (a;);e; une famille de réels positifs. On

) Sa-y(xa)

i€l we \iel,

et, en particulier, (a;);er est sommable, si, et seulement si,
— pour tout w € Q, la famille (a;);cz, est sommable de somme «,, = Z a;,
i€l
— la famille (ay,)wen est sommable.

Voici un corollaire bien utile du théoréme de sommation par paquets :

JThéoréme 3.) Théoréme de Fubini positif

Soit 1, J des ensembles. Pour (a; ;) jjerx.s une famille de réels positifs, on a, dans [0, +oo] :

DIEIESD 3 SUFED 3)

(i,4)eIxJ i€l jeJ jeJ iel

En particulier, la famille (a; ;)@ j)erxs est sommable si, et seulement si, I'un des termes de
I’égalité précédente est fini.

Si (a;)ier et (bj);er sont des familles de réels positifs, on a, dans [0, +00] :

Z aibj:ZGiXij.

(i,4)eIxJ icl jeJ

2. Familles sommables de nombres complexes

Dans ce paragraphe, I désigne un ensemble quelconque.

a. Définitions
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Définition 5. Famille sommable de nombres complexes
Soit (a;)ies une famille de nombres complexes. On dit que la famille (a;);c; est sommable si
la famille (|a;|);er de réels positifs est sommable.

Remarque 3.

Ainsi, d’aprés ce qu’on a vu précédemment, une suite (a,)nen est sommable si, set seulement
si, la série de terme général (a,)nen est absolument convergente.

Définition 6., Somme d’une famille sommable de réels
Soit (a;);er une famille sommable de nombres réels. On pose, pour chaque i € I, aj = max(0, a;)

et a; =min(0, ¢;). On appelle somme de la famille (a;);cr et on note Z a; la quantité :
i€l

o= Y+ Yo
iel i€l i€l
Définition 7., Somme d’une famille sommable de complexes
Soit (a;);er une famille sommable de nombres complexes. On appelle somme de la famille

(a;)ier et on note Z a; la quantité :
i€l

Zai = ZRe(ai) +i Zlm(ai).

i€l iel el

Proposition 20.

Soit (an)nen une suite de nombres complexes. La famille (a,,)n,en est sommable si, et seulement
si, la série Y a,, est absolument convergente. Dans ce cas, on a :

—+oo
E Ap = E Q.
=0

neN

b. Propriétés

Proposition 21.| Changement d’indice

Soit o une bijection d’un ensemble J sur I et (a;);c; une famille de nombres complexes. Alors
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(a;)ier est sommable si et seulement si, (aq(;))jes est sommable. Dans ce cas, on a :

Zai = Zag(j).

el jeJ

Remarque 4.

En combinant les deux précédentes propositions, on obtient que la somme d’une série abso-
lument convergente est invariante par changement bijectif d’indice. Dans le cas d’une série
semi-convergente, par exemple »_ -, #, on peut, en appliquant une permutation d’indice
bien choisie, faire converger la série obtenue vers n’importe quel nombre réel, et méme la faire

diverger !

'(Proposition 22-) Inégalité triangulaire

(a;)icr une famille de nombres complexes. Si (a;);cr est sommable, alors

1> al <Y Jail-

el el

'(Proposition 23.)

Soit (a;)ier et (b;)icr des familles & valeurs dans K =R ou C et A\, u € K. Si (a;)icr et (b;)ier
sont sommables, alors la famille (Aa; + ub;);cr est sommable et

D (i +pbi) =D ai+p Y b

i€l iel el

De quelle structure peut-on munir ’ensemble des familles sommables sur le corps K =R ou C?

c. Sommation par paquets

J Théoréme 4.) Sommation par paquets

Soit (I,,)weq une partition au plus dénombrable de I et (a;);c; une famille de complexes. Alors
(a;)ier est sommable, si, et seulement si,

— pour tout w € Q, la famille (a;);cz, est sommable de somme «, = Z a;,
iEIw
— la famille (a,)wecn est sommable.
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Dans ce cas, on a :

Su-3 (L)

i€l we \iel,

,(Théoréme 5.) Théoréme de Fubini

Soit I,.J des ensembles. Pour (a; ;)@ jjerxs une famille de nombres complexes, on a :
(@i,j)(i,j)erxs est sommable si, et seulement si, pour tout j € J, (a;;)icr est sommable et

g ai est sommable. Et dans ce cas, on a :
iel jeJ

E ai,jZE E ai,jZE E Qi j-
(i,5)€IXJ i€l jeJ jeJ i€l

En particulier, si (a;)ier et (bj);jer sont des familles sommables de nombres complexes, alors
(aibj)(ij)erx s est sommable et on a :

Z aibj:Zaibej.

(i,4)eIxJ icl jeJ

3. Applications des familles sommables

a. Sommes doubles

Définition-Proposition 8. Partitions classiques de N?

On appelle :
— Partition verticale de N2, la partition (V;,)men de N? ou, pour m € N,

Vin ={m} x N={(m,n) | n € N}

— Partition horizontale de N2, la partition (H,),en de N2 o1, pour n € N,

H, =Nx{n} ={(m,n) | m € N}

— Partition diagonale de N?, la partition (A,,),en de N? ofi, pour k € N,

Ap={(m,n) eN* |m+n=k}={(p,k—p)|pel0k]}
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Théoréme 6.) Somme double "verticale”

Soit (@m,n)(m,n)enz une famille de nombres complexes. Alors (@m,n)(m,n)en> €st sommable si, et
seulement si :

— pour tout m € N, la série >~ - am,, converge absolument (somme sur V,) et

+oo
— la série Z (Z am,n> converge absolument.

n=0

Dans ce cas, on a :

“+oo +oo
E Amn = E Amn | -
0

(n,m)eN? m=0 \n=

Théoréme 7.) Somme double "horizontale”

S0it (@m,n)(m,n)en2 une famille de nombres complexes. Alors (@ n)(m,n)en? €st sommable si, et
seulement si :

— pour tout n € N, la série ZmZO @m,n converge absolument (somme sur H,,) et
+oo

— la série Z (Z am,n> converge absolument.

m=0

Dans ce cas, on a :

“+oo “+oo
D ama=2_ (D ama )
0

(n,m)eN? n=0 \m=

Théoréme 8.) Somme double "diagonale”

Soit (@m,n)(m,n)en2 une famille de nombres complexes. Alors (@m,n)(m,n)en> €st sommable si, et
seulement si :
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k
— la série E E ap.k—p | converge absolument.
p=0

———

somme sur Ay

Dans ce cas, on a :

Corollaire 3. Somme double de complezes

Soit (@m,n)(m,n)enz une famille de complexes. Si (@ n)(m,n)enz st sommable alors :

Exercice 10.

Soit a € R. Etudier la sommabilité de la famille (@m,n)(m,n)en> ol, pour (m,n) € N2,

1
(m+n+1)

Am,n

Soit a € R. On utilise le théoréme de sommation par paquets sur la partition diagonale de N2
(ce choix est guidé par la "vue” du m + n qui sera constant sur les diagonale!) i.e.

N? = | | Ay oit Ap ={(n,k —n) | n € [0,k]}.
keN

Testons les hypotheses de ce théoreme :

La famille (@m,n)(m,n)en> est une famille de réels positifs.
— Somme sur chaque paquet : soit k¥ € N. La famille (@y,n)(m,n)ea, est une famille finie,
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donc elle est sommable et on pose :

k
1
=D (m+n+1 gk+1 ~ (k¥ 1)l

(m,n)€A

— Somme des sommes des paquets : la famille (si)gen est une suite, elle est donc sommable
si, et seulement si, Y s converge absolument.

W e %; or, d’apres le critere de Riemann, Y7, -, =T

converge si, et seulement si, « — 1 > 1 i.e. & > 2. D’ou, par comparaison, » s, converge

absolument si, et seulement si, a > 2.

Ainsi, la famille (sx)ken est sommable si, et seulement si, o > 2.

On a |sx| =

Par suite, d’apres le théoreme de sommation par paquets, la famille (@, n)(m,n)enz est sommable
si, et seulement si, a > 2. Et dans ce cas, on a :

Z amn—zsk Zk—i—l Zkal_ Oé—l)

(m,n)EN?

b. Produit de Cauchy

Proposition 24.

Soit (apn)nen €t (bp)nen des suites de nombres complexes. Si > a, et > b, sont absolument

convergentes, alors
+o0o +oo
> w = (L) (So0).
('rn’n)el\]2 n=0 n=0

Définition 9. Produit de Cauchy

Soit Y a, et > b, des séries de nombres complexes. On appelle produit de Cauchy des séries
> an, et Y by la série Y ¢, de terme général défini, pour n € N, par :

n
Cn = E arby—k.
k=0

Soit Y a, et Y b, des séries de nombres complexes. Si > a, et > b, sont absolument conver-
gentes, alors leur produit de Cauchy > ¢,, est absolument convergent et on a :

e (B (Be) -5 (30

n=0 \p+g=n
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Exercice 11.

—+o0 () 2
Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que Z(n +1)2" = <Z z”) . En déduire que
n=0 =
(z-1)

n=0

4. Exercices

Exercice 12.

Déterminer si la famille (@ n)(m,n)en2 st sommable ot pour m,n € N :

1 1 1 1

(1) Am,n = (2) Am,n = 2’”7_"; (3) Am.n = m; (4) Am,n = W;

2m+n j

1 1

(5) Amn = ; (6) Am,n =

9max(m,n) 9min(m,n) ;

Si c’est le cas, écrire la somme de la famille comme une somme de série (puis déterminer sa
valeur si la série est connue!)

On pose, pour m,n € N,
Vi ={(m,p) eN’ | pe N} H,={(p,n) eN?|peN} A,={(p,n—p)|pe[0,n]}

1. — 1lére fagon : en utilisant le théoreme de Fubini positif.

Comme, pour tout (n,m) € N> = N x N, 2% > 0, d’apres le théoreme de Fubini

positif, on a, dans [0, +o0] :

+oo +oo
Z 2m+n Z Z 2m+n
(m,n)€EN? m=0n=0
Or,on a :
SESE (S 1) (5
= R —_ = 4
m—+n m on m n
m=0n= O2 m=0n= 02 2 1’n:02 n:O2
+o0o
1 1
car — | = = %
Le terme Zm a ZOT) s étant fini de somme 4, la famille (37 ) (m,n)enz €st som-

mable et sa somme est égale a 4.

— 2éme fagon : En utilisant directement le théoreme de sommation par paquets.

On applique le théoréme de sommation par paquets en utilisant la partition (H,)nen
de N2
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e Somme sur chaque paquet. Soit n € N. On considere la famille (Qm%)meN- Il s’agit
d’une suite de réels positifs donc elle est sommable si, et seulement si, la série
> m>0 Smre CONverge.

On note a = QL Pour tout m € Ny on a 0 < 2% = 5w qui est le terme général
d’une série convergente (terme d’une série géométrique de raison % dans | — 1,1])
donc )", <, zm% converge. Ainsi la famille (ﬁ)mel\y est sommable et on a :

1 +oo 1 +o0 1 ! )
Sn:ZQT’H‘n:ZQrﬂ—i—n:aZ%:al_ :2(1:2—”

meN m=0 m=0

N[—=

e Somme des sommes sur les paquets. La famille (s, )nen est une suite de réels positifs,
elle est donc sommable si, et seulement si, la série > s,, converge. On a, pour tout
neN, s, = 2%1 qui est le terme général d’une série convergente (terme d’une série
géométrique de raison % dans | — 1, 1[) donc >_ s, converge. Ainsi la famille (s, )nen
est sommable et on a :

+o00
25"225"221_% =4.
n=0 2

neN

I en résulte, d’apres le théoréeme de sommation par paquets, que la famille
(Qm%)(m,n)ew est sommable et on a :

1
Z 9om+n :an:4'

(m,n)eN? neN

Remarque : comme (ﬁ)(m,n)el\ﬂ est une famille sommable, on a toujours d’apres
le théoréme de sommation par paquet mais sur la partition (Ag)reny de N2, la série

Z Z 2ml+n = Z k;,: ! converge et on a :

E>0 (m,n)€As, k>0
XRk+1 1 1
Z 2k = Z Z am—+n = Z gm+n =4
k=0 keN (m,n)eAy (m,n)€EN2

2. — 1lére fagon : en exhibant une une sous-famille non sommable.

On considere la sous-famille (575 ) (n,nyenz = (1)nen. Il s’agit d’une suite qui est le terme

général d’une série grossierement divergente donc cette sous-famille n’est pas sommable.
Par suite, la famille ( Qm%n)(m,n)el\P n’est pas sommable.

— 2éme facgon : en utilisant le théoreme de Fubini positif.

Comme, pour tout (n,m) € N> = N x N, Qm%n > 0, d’apres le théoreme de Fubini
positif, on a, dans [0, +o0] :

+oo 400

1 1
X o 2 s

(m,n)eN? m=0n=0
Or,on a :

+oo 1 1 +oo

D gamn = gm 22" =too.

n=0 n=0
Done 3,725 370 Lo = +00 et ainsi la famille (575 ) (m.n)ene D'est pas sommable.
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— 3éme fagon : en utilisant le théoréme de sommation par paquets sur la partition (V;;,)men
de N2

o Somme sur chaque paquet. Soit m € N. On considere la famille (W{n)new Il s’agit

d’une suite de réels positifs donc elle est sommable si, et seulement si, la série

> ns0 Fm=w converge.

On note a = 2% % 0. Pour tout n € N, on a 0 < QM%” = a2™ qui est le terme
général d’une série grossierement divergente. Ainsi, la famille (ﬁ)n@\g n’est pas
sommable.

Par suite, d’apres le théoréme de sommation par paquets, la famille (ﬁ)(m,n)gw n’est
pas sommable.

3. — leére fagon : en utilisant le théoreme de Fubini positif.
Comme, pour tout (n,m) € N> =N x N, m > 0, d’apres le théoréeme de Fubini
positif, on a, dans [0, +o0] :

+oo +oo
Z 2(m+1 (n+1) Z Z (m—~+1)( n+1)
(m,n)EN2 m=0n= 0
Or, on a :
400 400 too +oo
Z:OZ: 2(m+1)(n+1) = 2302) gmtl) n+i
= 1
— mz:o om+1 1— 2m+1
400 +oo “+oo 1
ZO z_: m+1)(n+1) - z::O om+l _ 1

Or, pour tout n € N, 2m+11 < 2m1+1 qui est le terme général d’une série conver-
gente (terme d’une série géométrique de raison = dans ] — 1,1[) donc, par comparaison,
> g converge; et ainsi :

“+oo

1 1
Z o(m+1)(n+l) Z gmrT 1 < T
(m,n)eN? m=0
+oo 1
Il en résulte que la famille (m)(mm)el\fz est sommable de somme Z Tl _ 1 °
m=0

— 2éme fagon : En utilisant directement le théoréme de sommation par paquets.

On applique le théoréeme de sommation par paquets en utilisant la partition (H,)nen
de N2,
q g 319 q 1
e Somme sur chaque paquet. Soit n € N. On considére la famille (5mimn ) men- 11
s’agit d’une suite de réels positifs donc elle est sommable si, et seulement si, la série
1
ZmZO a(mi1)(ny1) CONVErge.
Pour tout m € N, on a 0 < m < 2% qui est le terme général d’une série
convergente (terme d’une série géométrique de raison dans |—1, 1[). Ainsi, par compa-
. 1 . 1
raison, ), - seernern converge et donc la famille (5ms5mrry Jmen est sommable.
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De plus, on a :

+oo
1 1 1 1 1
Sn = Z 2(m+1)(n+1) = Z (2n+1)m+1 = on+l 1 _ _1 = on+l _ 1’
0

(m,n)€H, m= 2n

e Somme des sommes des paquets. La famille (s,)nen est une suite de réels positifs,
elle est donc sommable si, et seulement si, la série Y s, converge.

On a, pour tout n € N, s,, < 2,1% qui est le terme général d’une série convergente
(terme d’une série géométrique de raison 3 dans | — 1, 1[) donc 3 s, converge. Ainsi
la famille (s, )nen est sommable et on a :

1 = 1
ZS”*ZS”*ZQnAI_l:ZQn_l
neN n=0 n=1

I en résulte, d’apres le théoreme de sommation par paquets, que la famille
(m)(m,n)ew est sommable et on a :

1
Z (m+1)(n+1 Z Sn = Z on 1

(m,n)€EN2 neN n=1

Remarque : voir exercice d’apres !

. On exhibe une une sous-famille non sommable.

On considere la sous-famille (ﬁ)(o,n)@\]z = (1)pen- I s’agit d’une suite qui est le terme
général d'une série grossierement divergente donc cette sous-famille n’est pas sommable.
Par suite, la famille (ﬁ)(m,n)eNZ n’est pas sommable.
. On applique le théoréme de sommation par paquets en utilisant la partition (H,,),en de
N2,
e Somme sur chaque paquet. Soit n € N. On considere la famille (W)MEN' 1l
s’agit d’une suite de réels positifs donc elle est sommable si, et seulement si, la série
) D W converge.
Pour tout m >n,onal< 1 = qui est le terme général d’une série conver-

9max(m,n) 2m

gente (terme d’une série géométrique de raison 5 dans | —1, 1[). Ainsi, par comparaison,

D 2‘“33(7%7”") converge et donc la famille (W)m@; est sommable. De plus, on
a:
1 1 n+2
Sn = Z 2maxmn) Z n Z om - 2n 1 - oan
(m,n)eH,

e Somme des sommes des paquets. La famille (s,)nen est une suite de réels positifs, elle
est donc sommable si, et seulement si, la série Y s,, converge.

On a, pour tout n € N, s,, = ";22 qui est le terme général d’une série convergente (par

exemple avec la régle de D’Alembert ou avec le critere de Riemann en multipliant par
n2) donc > s, converge. Ainsi la famille (s, ),en est sommable et on a :

+oo + oo
ILED BUES BLUEY

neN n=0 n=0

Pour la derniére égalité, utiliser la remarque finale de la question 1 ou encore utiliser la
somme de la série entiére > na™.
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I en résulte, d’apres le théoreme de sommation par paquets, que la famille
(3wt ) (mon)enz est sommable et on a :

Z Qmax(m n Z sn = 6.

(m,n)eN? neN

6. On exhibe une une sous-famille non sommable.

On considere la sous-famille (th}w)(om)el\p = (1)nen- Il s’agit d’une suite qui est le terme
général d’une série grossierement divergente donc cette sous-famille n’est pas sommable. Par
suite, la famille (W)(m,n)el\lz n’est pas sommable.

Exercice 13.

Pour un entier n € N*, on note d(n) = #{d € N | d|n} le nombre de diviseurs positifs de n.

Montrer que les séries »_ - déf,) et En>1 dr(; convergent et que :

Sd(n) X1 = d(n)
22: 22_312n—1 et X_;TZ:%'

n=1

Pour n € N*, on note P,, = {(p,q) € N? | p¢ = n} et on remarque que d(n) = #P,. De plus,
(Pp)nen+ forme une partition de (N*)2. On applique le théoréme de sommation par paquets aux
familles de termes généraux ayq = g5 et byg = 5z : tout d’abord sur la partition verticale
(Vp)pen= ot V,, = {(p, q) € (N*)?} avec p € N* puis sur la partition (P,),en+ précédente.

. Somme sur chaque paquet. Soit p € N*. On considere les familles (57 Jp)eV, = (552)qen

et ( )(p eV, = (ﬁ)qu*. Il s’agit de suites de réels positifs donc elles sont sommables
si, et seulement si, les séries associées convergent
Pour tout ¢ € N*, ona 0 < 2,,q (zp)q qul est le terme général d’une série convergente

(terme d’une série géométrique de raison o dans | — 1,1[). Ainsi, converge et

1
q=>1 2re
donc la famille (zﬁ)qu* est sommable. De plus, on a :

+oo

1 1 1 1 1

W= D, 5 :Z(Qp)q T»i_L w1
(P,9)EVy g=1 2

Pour tout ¢ € N*,; ona 0 < p21q2 < qiz qui est le terme général d’une série convergente

(critéere de Riemann 2 > 1). Ainsi, par comparaison, » 21q2 converge et donc la famille

21 p
(ﬁ)qew est sommable. De plus, on a :

Bp = Z

(P,9)EVp

QZ

P

e Somme des sommes des paquets.
— La famille (a;)nen+ est une suite de réels positifs, elle est donc sommable si, et seule-
ment si, la série Zp21 = o, converge.
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On a, pour tout p € N*, o, = ﬁ < 2%, qui est le terme général d’une série conver-

gente (terme d’une série géométrique de raison 3 dans | — 1,1[) donc par comparaison
>_p>1 Qp converge. Ainsi la famille (ap)pen+ est sommable et on a :

+oo 1
Zapzzlr_l.
p:

peEN*

— La famille (8p)nen+ est une suite de réels positifs, elle est donc sommable si, et seule-
ment si, la série Zp>1 = [, converge.

2
* e | : LA ) 4ot
On a, pour tout p € N*, 3, = %6 7 qui est le terme général d’une série convergente

(critere de Riemann 2 > 1) donc par comparaison ) -, (3, converge. Ainsi la famille
(Bp)pen+ est sommable et on a :

2 +o© 2\ 2 4
T 1 ™ s
e 6 p:lp 6 36

Il en résulte, d’aprés le théoréme de sommation par paquets, que les familles les familles
(2%)(137(1)6(1\]*)2 et (ﬁ)(WJ)E(N*)Z sont sommables et on a :

400 4
1 1 1 T
Y =Y et Y o=
g p_1° 2 2
(p,q)€(N*)2 2 p=1 2 1 (p,q)€(N*)2 - 36

De plus, toujours d’apres le théoreme de sommation par paquets, comme ces familles sont som-
mables, leurs sommes sur (N*)?2 sont égales a leurs sommes des sommes sur la partition (P,)nen--
Or, pour n € N*, on a :

1 1 d(n) 1 1 d(n)
22%: 27:2:“ > 2q2:Z ==

P n? n
(p,q)EPn pln (p,q)EPn pln
Et donc : . .
X 1 1 1 X d(n)
E:jp._l‘i E: opg EE: E: opg on
p=1 (p,q)E(N*)2 neN* (pv‘Z)ePn n=1
et N
mt 1 1 X d(n)
36 Z 2 Z Z 2¢ n2
2

(p,q)€(N*) neN* (p,q)€P, n=1
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E&P

Exercices et problemes

Probléme 1. Cardinal de R

Le cardinal de R

On considére 'espace vectoriel £°(N, R) des suites & valeurs dans R bornées et son sous-ensemble
{0, 1} des suites & valeurs dans {0, 1}. On utilise les notations suivantes :

— : £>°(N,R) — R la fonction, définie, pour u = (u,)nen € £°(N,R), par :

—+o00

o) =3 5

n=0

— §={0,1}x{0,1} ot 0 = (0) e et 1 = (1)pen;

— Sp = {e € S| € est stationnaire en 0} et S; = {e € S| ¢ est stationnaire en 1} ;
- L&,Z;S\\SL

— Dy = {2% |la€Z,ne N} appelé ensemble des nombres réels dyadiques.

— Pour z €]0,1], on note d(z) = (dn(x))nen et 2(x) = (€2(x))nen les suites définies, pour
n € N, par :

27l

2] o 0(p) = [271a — 2)27a).

2n "

dn(z) =

Propriétés utiles de 1’application ¢
1. Montrer que ¢ est bien définie sur £*° (N, R) et qu’il s’agit d’une forme linéaire sur £° (N, R).
2. Calculer ¢(0) et p(1).
3. Soit u = (Un)neN, ¥ = (Un)nen € £°(N,R).

(a) Montrer que si, pour tout n € N, u,, > 0, alors p(u) > 0 et que si de plus, il existe
no € N tel que uy,, > 0, alors ¢(u) > 0.
(b) En déduire que si, pour tout n € N, u,, > vy, alors ¢(u) > ¢(v) et que si de plus, il
existe ng € N tel que uy, > vy, alors (u) > p(v).
4. Montrer que ¢(D,) C ¢(S) CJ0,1].

Développement dyadique propre d’un réel de |0, 1]
Soit x €]0, 1[. Dans cette partie, on va étudier la suite (°(z)).

5. Montrer que la suite d(x) converge vers x.

6. Montrer les propriétés suivantes de la suite °(x) :
e’ ()
on+1
(b) @((x)) = x;
(c) €%=x) € D,.

(a) pour n € N, =dpy1(x) —dp(x);
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Une bijection entre |0,1[ et D,

Pour un entier ng € N, on définit la suite a(™0) = (agm))neN € {-1,0,1}N, pour n € N, par :

0 si n < ng (potentiellement vide)
agf“)) =41 sin =ng

—1 sin>ng

7. (a) Montrer que, pour tout ng € N, a("0) € Ker(y).

(b) Soit u € {—1,0,1}" une suite non nulle. On note ng = min({n € N | u, # 0}).
Justifier la bonne définition de ng puis montrer que si u € Ker(yp), alors u = unoa(”o).

8. Soit g,&’" € S telles que p(e) = p(e’). Montrer que si ¢ # £’ alors € € Sy et ¢’ € 51 ou
e€Siete €8

9. Soit € € D,,. On note z = ¢(e). Montrer que ¢~ ({z}) N D, = {e}.

10. Montrer que Papplication €° : x — £%(z) est une bijection de ]0, 1[ dans D,

Suites stationnaires et jeux de bijections

11. Dans chacun des cas, déterminer une bijection explicite :
Remarque : on pourra se servir des bijections explicites des questions précédentes dans la
construction des suivantes !
(a) by de S1 U {1} dans Sy U {0}.
(b) by de Sy U {1} dans Sy et (on pourra commencer par construire une bijection by de
So U {0} wvers Sp).
(¢) bde SpU{0} U S, U{1} dans Sp.
12. Montrer que Sy est dénombrable de deux facons :
(a) 1ére fagon. En décomposant Sy comme une union dénombrable d’ensembles finis.
(b) 2ére fagon. En utilisant la dénombrabilité de Dy N ]0,1[ et une bijection avec ce
dernier. On procédera en répondant aux questions suivantes :

i. Montrer que Dy est dénombrable.

2 1
ii. Montrer que Dy N ]0,1[= {;L |p,geNetp< 2’1}.

iii. Soit = €]0, 1[. Montrer que z € Dy si, et seulement si, €% (z) € Sp.

iv. En déduire que Sy est dénombrable.

Cardinal de R

On dit que deux ensembles sont équipotents s’il existe une bijection entre ces deux ensembles.
On vérifie aisément que étre équipotents vérifie la réflexivité, la symétrie et la transitivité comme
une relation d’équivalence.

On ne soulevera pas ici les détails théoriques qui ne permettent pas de dire qu’”é

tre équipotents” est une
relation ; et dans la suite, nous ferons comme si elle ’était.
On dit alors que deux ensembles ont le méme cardinal s’ils sont équipotents.

On note Ry le cardinal de N (et donc de tout ensemble dénombrable) et, par analogie au cas des
ensembles finis, on note 2% le cardinal de P(N).
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13. Montrer que le cardinal de {0, 1} est 2%,
14. En déduire que {0,1} et D, sont équipotents.
15. Montrer que le cardinal de ]0, 1[ puis de R est 2%°.

Le théoréme de Cantor-Bernstein

Dans cette partie, I’objectif est de démontrer le théoreme suivant, connu sous le nom de Théoréme
de Cantor-Bernstein :

Soit E, F' des ensembles. S’il existe une injection de E dans F' et une injection de F' dans F,
alors F et F' sont équipotents.

Soit E et F des ensembles qu’on suppose disjoints. On suppose qu'il existe f : E — F et
g : F'— FE des applications injectives.

On rappelle qu’alors f : E — Im(f) est bijective et on notera f~! : Im(f) — F son application
réciproque. De méme, pour g : F' — Im(g) et g~* : Im(g) — F.

On considére un élément e ¢ F U F et note X = EU F U {e}.

Pour chaque x € X, on considere la suite récurrente s(z) = (s(2)n)nen (ou plus simplement
s = (Sn)nen ’il 0’y a pas d’ambiguité) a valeurs dans X définie de la fagon suivante :

So — x
gil(xn) si sy, € Im(g)
Snt1 = fYx,) sis, €Im(f) , pourneN.

° sinon.

On note :
Ex={z€eFE|VneN, s(z), 20} Fyp={zxe€F|VneN, s(x), # e}
E,=E\ E, F,=F~ F.
16. Expliquer succinctement pourquoi on a dii supposer E et F' disjoints pour s’assurer de la
bonne définition de (s, (z))nen pour tout z € X.

17. Soit x € F U F. Montrer que, pour tout n € N, s,, # e implique :

E sine2N F  sine2N

siz € FE, s, € . . .
F sine2N+1 E sine2N+1

et,simGF,snE{

18. Soit @ € E, U F,. Montrer que (s,)nen est stationnaire en e puis en déduire Iexistence
d’un plus grand entier que 1’on notera ng(x) (ou plus simplement ng) tel que s,, # o et
Sno+1 = .

La question précédente légitime les notations que I'on utilisera dans la suite :
Ep={x € E,| no(x) €2N} Ep ={x € E,|no(z) € 2N+ 1}
Fpr={xeF,|no(x) €2N} Fgp={x€ F,|no(x)e€2N+1}.

19. Montrer que (Fw, Eg, EF) est un recouvrement de E i.e. ces trois ensembles vérifient que
leur union est égale a E et que leurs intersections deux a deux sont disjointes.

20. Montrer que f(Eg) = Fg puis déterminer f(Ey) et g(Fr).
21. Construire une bijection de E dans F'.
22. Que faire si E et F ne sont pas disjoints ?

23. Conclure.
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Cardinal de ’ensemble des fonctions de R dans R

24. A suivre!

Propriétés utiles de 1’application ¢

1. — L’application ¢ est bien définie sur £>°(N,R) car si u € £*°(N,R) est bornée par disons

M > 0, alors :)Iffi‘l < % qui est le terme général d’une série géométrique de raison
Un

% €] — 1,1[, et donc par comparaison, la série numérique ) 5% converge absolument
et donc converge.

— L’application ¢ est une application linéaire par linéarité de la somme de séries conver-

gentes.
2. On a :
+oo
¢(0) = Z 2n+1 ZO_O
n=0

et par la formule de la somme d’une série géométrique de raison i, on a :

29
+oo
1 1 1
¢(1)222n+1 251_% =1
n=0

3. Soit u = (Up)nen, ¥ = (Un)nen € £°(N,R).

(a) On suppose que, pour tout n € N, u, > 0. Alors, pour tout n € N, 572+ > 0, donc,
par positivité de la sommation des séries convergentes (cela provient du théoréme des
gendarmes : on a affaire & la limite d’une suites & valeurs positives!), on obtient :

+ oo

Un
QD(’LL) = Z gn+1 =0

N=0 "\~~~
>0

Si de plus on suppose qu’il existe ng € N tel que u,, > 0, on a, de maniére analogue
a ce qui précede :
—+oo

. Up  Un,
QD(U) - Z 2n+1 - 2n+1 + Z 2n+1

n=0
>0 H/—/
>0

(b) On suppose que, pour tout n € N, u,, > v,. On pose w = u—wv. Alors, pour tout n € N,
Wy, = Uy — v, > 0 done p(w) > 0 d’apres la question précédente et, par linéarité de
@, p(w) = p(u) — ¢(v). Par suite, o(u) = ¢ (v).
Si de plus on suppose qu’il existe ng € N tel que up, > vy, , alors wy,, > 0 d’ou, d’apres
la question précédente, p(w) > 0 et donc, comme p(w) = p(u) — ¢(v) on conclut que
o(u) > ¢(v).

4. Tout d’abord, on remarque que D,, C S donc on a ¢(D,) C ¢(S).
De plus, pour tout € € S, on a, pour tout n € N, 0 < ¢, <1 car S C {0, 1}, puis, comme
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€ # 0 et e #1, il existe ng,n; € N tels que g,, >0 et g, <1.
Par suite, d’apres la question 3b, on a :

0=¢(0) <p(u) <p1) =1

Il en résulte que ¢(D,) C ¢(S) C ]0,1[.

Développement dyadique propre d’un réel de |0, 1]
Soit x €]0, 1].

5. Pour n € N, u,(x) = 12%] donc, par définition de la partie entiére, on a 2"z —1 < |2"z] <

6.

2"z et d’ou :

Ainsi, comme

on

1
x—2—n<un(x)§x(*)
1

5w — 0, d’apres le théoreme des gendarmes, la suite u(z) = (un(2))nen
n—-+oo

converge vers x.

(a) Soit n € N. On a :

ed(x)  [2"tlz] —2[2"x]  |2"Flx] _|2na]

n

on+l on+1 T 9n+l on = Un+1($) - un(aj)y

£p (x)

(b) D’apres la question 6a, on a ) 3o = > (ung1(z) — un(x)) qui est une série téles-
copique, donc convergente car de méme nature que la suite convergente u(x) et on a,
comme |2°z| = |x] =0 car z €]0,1] :

“+ o0

0 _ en () o _ I I_QOxJ _
p(e"(x)) = Z% ol = ngrfoo Un(T) — ug(r) = o =7
(c) Montrons tout d’abord que £°(z) € {0, 1}.
Pour n € N, d’apres l'inégalité (%) de la question 5, on a :
1 1 1 1
~5n1 =% 5ar — 2 < Upy1(z) — up(z) <:c—(x—2—n) = om

£p (2)

or, d’apres la question 6a, wu,y1(2) — un(x) = 57, donc :

n+1 n+1
2 0 2

—-1= < <

_2n+1 = 27

De plus, comme €9 (z) = |2"T1z| — 22"z est un entier, on obtient &) (z) € {0,1}.

Il nous reste & montrer que £q(z) n’est pas la suite nulle et n’est pas stationnaire en 1.
Comme ¢(0) = 0 et, d’apres la question 6b, ¢(%(z)) =z > 0, on a €%(z) # 0.
Supposons par I'absurde que €°(x) est stationnaire en 1 disons & partir d’un rang
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N eN.Ona:
+oo

z—uy(z) = Z(Unﬂ(x)—un(fﬂ))

n=N
+
- on+1

n=N

+o00o 1

= % 5=

n=N

1
z—uy(z) = o

Or, d’apres I'inégalité (x) de la question 5, on a = — uy(z) < 7&. Contradiction !

Il en résulte que go(x) € {0, 1}, 0(x) # 0 et °(x) n’est pas stationnaire en 1 et donc
0
e’(z) € D,.

Une bijection entre |0,1[ et D,
7. (a) Soit meN.On a :

+oo  (m) +o
(m)y _ an 1 1 1 1
p(a™) = E gntl — gm+tl E : on+1 — 9m+l  9m+2q _% =0

n=0 n=m-+1

Par suite, a(™ € Ker(p).

(b) Soit u € {—1,0,1}Y une suite non nulle. Comme u est non nulle, il existe k¥ € N tel
que uy # 0 et ainsi, {n € N | u,, # 0} est une partie non vide de N. Elle posseéde donc
un plus petit élement ng = min({n € N | u,, # 0}).
On suppose u € Ker(p). Comme a(") € Ker(yp) d’apres la question précédente et par
linéarité de f, on a ©(u — Un,al")) = @(u) — up,(al™)) = 0.
De plus, pour tout n € N, on a :

0-0=0 si n < ng (potentiellement vide)
Up — Unga® = upy —tp, =0 sin=ng
Uy, + Un, sin > ng.

Par définition de ng, on a u,, # 0 et donc, comme u € {—1,0, 1}V, u,, = +1.
— ler cas : siup, =1, alors, pour tout n < ng, u, — unoa;"‘]) =0 > 0 et pour tout
n > ng, toujours comme u € {—1,0,1}N
unfunoa("o) =Uyp FUpy =U, +1>-14+1=0

n

_ (ng)
. P u u a N oy
Par suite, la série ) | ——7#r"— est a termes positifs et de somme nulle, donc tous
ses termes sont nuls.
— 2nd cas : siup, = —1, de maniere analogue, on montre que pour tout n € N, que

—_ (ng)
2 o Up —Un A N , o
la série Y — i est a termes négatifs; or elle est de somme nulle, donc tous

ses termes sont nuls.

Il en résulte que u = 1y, al™).
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8.

10.

Soit €,&’ € S telles que p(e) = p(&).

On suppose que € # ¢'. On pose u = ¢ — ¢/ # 0. Comme ¢,¢/ € S C {0,1}", alors

u € {—1,0,1}~{0}. De plus, on a u € Ker(y) car, par linéarité de ¢, p(u) = ¢(g)—p(c') =

0. Par suite, d’aprés la question précédente, pour ng = min({n € N | u, # 0}), on a
= (no)

U = Upyal™).

On va utiliser €,&’ € {0,1}" : pour un certain entier n € N, la seule possibilité pour que

en—en, =1lest e, =1ete), =0 et la seule possibilité pour que €, —¢), = —1 est £, =0 et

el =1

Raisonnons selon le signe de uy, :

— ler cas : si up, = 1. Alors € — ¢’ = a(™) . Comme, pour tout entier n > ng + 1,
aﬁ{m =—1, alors e, =0et &, = 1.
D’oil € est stationnaire en 0 et & en 1.

— 2nd cas : siup, = —1. Alors e — ¢’ = —a(™) . Comme, pour tout entier n > ng + 1,
—aﬁ{“)) =1, alorse, =1et e, =0.

Dot € est stationnaire en 1 et &’ en 0.
Il en résulte que € € Sy et ¢’ € S; oue € S et & € 9.

Soit &’ € o~ ({z}) N D,. Alors €,e’ € D, C S et p(¢') =z = p(e).
— 1ler cas : si € n’est pas stationnaire. Par contraposée de la question 8, on a alors € = ¢’.

— 2nd cas : si € est stationnaire. Alors, comme € € D,,, € € Sy. Supposons par 1’absurde
que €’ # e. Alors, d’apres la question 8, ¢ € S;. Contradiction! &’ € D, et D, NSy = 0.
Dans tous les cas, & = ¢ donc ¢~ ' ({z}) N D, = {e}.

On consideére I'application €% : z +— £%(z). Alors, d’aprés la question 6c, €° est une appli-
cation de ]0, 1] dans D,,. De plus, pour tout € € D,, en notant x = ¢(¢) €0, 1[ (d’apres la
question 4), on a, d’apres la question 6b, p(°(x)) = .
Par suite, £°(z) € p=1({z}) N D, ensemble ne contenant que & d’apres la question 9, donc
e¥(x) = e. Ainsi, z est un antécédent de ¢ par £° et cet antécédent est unique car z = ¢(e).
Il en résulte que ° est une bijection de |0, 1[ dans D,

Suites stationnaires et jeux de bijections

11.

(a) Considérons I'application by : RN — RN telle que, pour ¢ € RY, by(e) =1 —e. Alors by
est une bijection car by est involutive i.e. by est sa propre fonction réciproque.
De plus, on a by(S1 U {0}) = Sy U {1}. En effet, pour ¢ € Sy U {0}, alors ¢ est
stationnaire en 0 donc il existe ng € N tel que, pour tout entier n > ng, €, = 0 et
ainsi, by(g), =1 —e, = 1. Dot by(e) est stationnaire en 1 i.e. appartient & S; U {1}.

Par suite, by restreinte & Sy est une bijection de Sp U {0} dans S; U {1}.

(b) Pour k € N, on note e(k) € Sy la suite nulle sauf son k-éme terme qui vaut 1. On
construit alors b} : So U {0} — Sy de la fagon suivante : pour € € Sy U {0},
- sie =0, alors V() = e(0);
- ¢'il existe k € N tel que € = e(k), bj(e) =e(k +1);
- sinon, b () =e.
La fonction b} est alors bijective par construction.
L’application by réalise une bijection de S; U {1} dans Sp U {0} donc b; = b} o by :
S1 U{1} — Sp est une bijection.
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(c) Pour ¢ = 0,1, on note Sp; = {¢ € So | €0 = i} et on consideére les applications
s; : RN — RY définie, pour u = (uy,)neny € RY, par, n étant un entier naturel :

si(u)n:{z’ sin=0

Un—1 sin > 1

L’application s; est injective car les termes d’indices non nuls de la suite s;(u) étant

ceux de u décalés d’un terme. De plus,

— La restriction de s¢ & Sy a pour image Sp o donc sg : Sy — Sp,; est une bijection.

— La restriction de s & So U {0} a pour image Sp 1 donc s1 : So U {0} — Sp; est une
bijection.

On remarque que (Sp,0, S1,1) forme une partition de Sy et ainsi, on peut construire une

bijection b : SoU{0}US; U{1} — Sy de la fagon suivante : pour e € SoU{0}US; U{1},

— si e € Sp U{0}, on pose b(e) = s1(e) et

— sie € 51 U{1}, on pose b(e) = sp 0 by (e).

Par construction, b: Sy U {0} U S; U{1} — Sp 0 U Sp,1 = Sp est une bijection.

12. Montrons que Sp est dénombrable de deux fagons :
(a) 1ére fagon. Soit N € N. On note Sy(N) = {e € {0,1}} | ¥n > N, &, = 0}. Alors, pour
N € N, S¢(N) est un ensemble fini (de cardinal 2V) car en bijection avec {0,1}" et
donc au plus dénombrable. De plus, on remarque que :

So C U Sp(N)

NeN

Or, Uyen S7(IN) est au plus dénombrable comme union dénombrable d’ensembles au
plus dénombrable et donc Sy est au plus dénombrable.
Ainsi, comme Sy est infini, Sy est dénombrable.

(b) 2ére facon.
i. La fonction f : Z x N = D, telle que f : (a,n) — 5 est surjective et Z x N est
dénombrable comme produit cartésien fini d’ensembles dénombrables. Par suite,
D5 est dénombrable.

ii. On note A= {2+ |p,q € Net p < 29}. Procédons par double inclusion.

— Montrons A C Dy N0, 1[. Soit y = 21;%1 € A avec p,q € Net p < 29. Alors on
a2p+1<2x274+1=2"141et2p+1,29" +1 € Ndonc 2p+1 < 291, Or
2p + 1 et 2971 sont des entiers respectivement impair et pair, donc différents,
d’ott 2p + 1 < 29+L et donc y €]0, 1.

De plus, en particulier, 2p+1 € Z et g+ 1 € N donc y € Ds.
Par suite, y € Dy N ]0, 1[. D’ou l'inclusion.

— Montrons Dy N ]0,1[C A. Soit y € Dy N 10, 1[. Alors il existe (a,n) € Z x N
tels que y = 57 car y € Dy et 0 < a < 2" car y €]0, 1[. Ainsi, on a a € N* donc
il existe (un unique) couple (p,r) € N? tel que a = 2"(2p + 1) (décomposition
classique d’un entier naturel non nul avec r = max({k € N | 2¥|a}) et p =
Par suite, en posant g=n—r—1,on a :

_a _2°(2p+1) 2p+1 2p+1
y_Qn - 2n - anr - 2q+1
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Il reste donc & montrer que ¢ € Net p < 29. Ona 2" <2"(2p+ 1) = a < 27,
donc 2"~" > 1, d’ou, comme n,r € N, on obtient n —r € N* et donc ¢ =
n—r—1eN.

Comme 2251'11 =y<1l,ona2p<2p+1<29t doup < 29,

Par suite, y € A. D’ou l'inclusion.
Il en résulte que Dy N ]0,1[= A.

iii. Soit z €]0, 1].
(<) On suppose €y(z) est stationnaire en 0, disons a partir d’'un rang N € N.

Ainsi, pour tout entier naturel n < N —1, 2N—(»+¢ (z) € N et donc, comme
0

ep(x)y, = 0 pour tout entier n > N :
N-1 N-19N—(n+1)
en(®) _ 2noo 2 En(®)
v = pleo(e)) = 3 ) — T 20 Dy,
n=0

(=) On suppose x € Dy. Alors € Dy N0, 1] donc d’apres la question précédente,

il existe (p, q) € N? tel que x = 22’;;"11 Alors on a :

1
e0(z), = |29 2| — 2(29z| :2p+172Lp+5J =2p+1-2p=1,

et, pour tout entier n > ¢ + 1, comme 2"~ 4+ (2p +1) € N :
[27z] = [2"" @D (2p + 1)) = 2"~ @D (2p + 1),

d’ott €9 (x) = 2"+ (a+D)(2p 4 1) —2 x 2n~(@+D)(2p + 1) = 0.
Il en résulte que £°(z) est bien stationnaire en 0 & partir du rang ng + 1 et
g%(x),, = 1 donc €°(z) est bien non constante.

iv. D’apres la question 10 et la question précédente, 'application e¥ : z + £°(x) réalise
une bijection entre Dy et Sy donc, Dy étant dénombrable d’apres la question 11a,
So Pest aussi.

Cardinal de R
13. On consideére la fonction f : {0, 1} — P(N) définie de la facon suivante :

pour € € {0, 1}, f(e) ={z € N|e(x) = 1}.

Montrons que f est une bijection de {0, 1} dans P(N).
Pour tout A € P(N), on considére la fonction indicatrice 14 € {0,1}" de A i.e.

1 sizeAd

0 sinon.

IA:leA(x):{

On pose alors g : A+ 14 de P(N) dans {0, 1}. Montrons que g est la fonction réciproque
de f.
— Calculons f o g. On a, pour tout A € P(N), par définition de €4 :

fog(A)Zf(ILA)Z{SCEN|]lA(I>=1}:A.

D’ou f o0g = Idfp(N).
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— Calculons g o f. Soit e € {0,1}N. On pose A = f(¢) = {x € N | e(x) = 1}. Alors on a,
pour tout t € N:siz € A, 1a(x) =1=c¢(z) et siz ¢ A, 1a(z) =0 = e(x). Ainsi,
14 =¢€ et donc :

gofle)=g(A)=la=e
D’ou go f = Id{oJ}N.

Il en résulte que f est bijective de {0,1} dans P(N) et donc {0,1}N et P(N) sont en

bijection.

14. On remarque que :
{0, 13N <\ {Spu {0} US; U{1}} = D, \ Sp.
De plus, d’aprés la question 11c, il existe une bijection b: S U {0} US; U {1} — Sp.
On construit alors une application f définie, pour € € {0, 1}, par :
— sie e SoU{0}US, U{1}, f(e) =b(e)
— sieg¢ SoU{0}US; U{1}, f(e) =e.
Alors, d’apres la remarque initiale, I'application f est a valeurs dans D,, et est bijective par
construction.

Il en résulte que {0, 1} et D, sont équipotents.

15. — D’aprés la question 10, ]0, 1[ et D,, sont équipotents ; puis d’aprés la question précédente,
D, et {0, 1} sont équipotents. Ainsi, par transitivité, |0, 1[ et {0, 1} sont équipotents,
donc ils ont le méme cardinal.

Ainsi, le cardinal de ]0,1[ est 2% car, d’aprés la question 13, {0, 1} a pour cardinal
2%o,

— Les fonctions argth : | —1,1[— R et z — 22 —1 de |0, 1] dans | — 1, 1] sont des bijections
donc, par composition, 'application x — argth(2z — 1) est une bijection de |0, 1] dans

R. Par suite, ]0,1[ et R sont équipotents et donec, d’apreés ce qui précede :
le cardinal de R est 20,

Probléme 2. Séparabilité

Séparabilité d’un espace vectoriel normé.

Dans tout le probléme, les espaces vectoriels considérées le sont sur le corps K =R ou C.

Définition. On dit qu'un espace vectoriel normé (F, || - ||) est séparable §'il existe D C E tel
que D est au plus dénombrable et D est dense dans E.

1. Séparabilité de R et C.

1. Justifier que R muni de la valeur absolue est séparable en donnant un ensemble D dé-
nombrable et dense dans R. On ne demande pas de démonstration de la densité ni de la
dénombrabilité de D.

2. En utilisant la densité de D dans R, montrer que C muni du module est séparable.

2. Précision pour les espaces séparables de dimension non nulle.
Soit E un espace vectoriel normé.
1. Justifier que si dim(F) = 0 alors E est séparable.

2. Soit D un sous-ensemble au plus dénombrable et dense dans E. Montrer que si D est fini
alors dim(E) = 0 (on rappelle K =R ou C).
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En déduire qu’en dimension non nulle, si E est séparable alors toute partie au plus dé-
nombrable et dense est dénombrable.

Dans toute la suite, on supposera que les espaces vectoriels considérés sont de dimen-
sion non nulle et on pourra remplacer au plus dénombrable par dénombrable dans la définition
de séparabilité en vertu de la question précédente.

3. Quelques propriétés des espaces séparables et séparabilité des espaces
vectoriels normés de dimension finie.

3.

Soit E un espace vectoriel et N, N” des normes sur E. On suppose N domine N’ et (E, N)
séparable. Montrer que (E, N') est séparable.
En déduire que la séparabilité est invariante par passage a une norme équivalente.

Soit n € N* et (Eq, || |l1); s (En, || - []n) des espaces vectoriels normés séparables. Montrer
que = F; X ... x ), muni de la norme produit est séparable.

. Soit (E, || - |g), (F,|| - ||r) des espaces vectoriels normés et f € L.(E, F) une application

linéaire continue. On suppose (E, || - ||g) séparable. Montrer que F’ = Im(f) muni de la
norme induite est séparable.
En déduire que dans un espace vectoriel normé, tout sous-espace vectoriel muni de la
norme induite est séparable.

. Soit n € N* et K =R ou C. Montrer que K™ muni d’une norme quelconque est séparable.

En déduire que tout espace vectoriel de dimension finie est séparable.

4. Espaces séparables en dimension infinie.

7.

Lemme. Montrer que les ensembles S(D) = {u € DY | u est stationnaire en 0} et D[X]
sont dénombrables ou D est un sous-ensemble de K dénombrable et dense dans K.

. Montrer que K[X] muni de la norme || |[oc : P > sup,¢(q ) [P(f)] est séparable en montrant

la densité de D[X] dans cet espace.

9. Soit a,b € R tels que a < b. Montrer que 'espace C([a, b],R) des fonctions & valeurs réelles
continues sur [a,b] muni de la norme || - ||« de la convergence uniforme est séparable.
Qu’en est-il si on le munit de la norme de la convergence en moyenne || - |; ou de la norme
de la convergence en moyenne quadratique || - ||2 7

10. Soit p € [1,+o0[. Montrer que # = {(un)nen € K" | 3 |u,|P converge} munie de la
norme :
—+o0
- llp s w = (un)nen = llully = D lunl?
n=0
est séparable.
5. Espaces non séparables.
11. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé et A C E. On suppose que A est infini non

12.

13.

dénombrable et qu'il existe un réel n > 0 tel que, pour tous z,y € A avec z # vy, ||[x—y|| > 7.
Montrer que E n’est pas séparable.

Montrer que 'espace £>° des suites a valeurs réelles bornées muni de sa norme canonique
I - lloc n’est pas séparable.

Montrer que I'espace Cp(R, R) des fonctions bornées de R dans lui-méme muni de la norme
|| - [|oo de la convergence uniforme n’est pas séparable.
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6. Caractérisations de la séparabilité.

Définition. Soit (E,| - ||) un espace vectoriel normé, I un ensemble et (e;);c; une famille
d’éléments de E. On dit que (e;);cr est une famille totale si Vect((e;)icr) est dense dans E.
On dira plus spécifiquement suite totale si I = N.

14. Soit (E, ]| - ||) un espace vectoriel normé. Montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes :
i) E est séparable.
ii) il existe une suite (E,,)nen croissante au sens de l'inclusion de sous-espaces vectoriels de
dimension finie de F telle que U E,, est dense dans F; de plus, si E est de dimension

neN
infinie, pour tout n € N, E,, peut étre choisi de dimension n + 1.

iii) il existe une famille totale au plus dénombrable composée de vecteurs linéairement
indépendants de FE.

iv) il existe une famille totale au plus dénombrable composée de vecteurs de E.
Indication : on pourra commencer par prouver qu’en dimension finie, les quatre assertions
sont towjours vraies, puis en supposant que E est de dimension infinie montrer i) < ii)
puis i) = iii) = iv) = ii).

15. Montrer que K[X] muni d’une norme quelconque est séparable.

16. Déterminer des suites totales pour les espaces séparables des questions 9 et 10.

17. Montrer que l'espace Cp(Ry,R) des fonctions continues de Ry dans R de limite nulle en
~+00 muni de la norme || - |0 de la convergence uniforme est séparable en démontrant que
la suite (f, : ¢ — e~ "), cn+ est totale dans cette espace.

. . U
18. Montrer que l’espace vectoriel £*° muni de la norme || - || : 4 = (up)nen > sup % est
neN
séparable.
En déduire qu’il existe des espaces vectoriels séparables pour une norme mais pas pour
une autre.

7. Séparabilité et espace dual.

Définition. Soit (E,| - ||) un espace vectoriel normé sur R. On appelle dual de E et on note
E’ Vespace vectoriel L.(E,R) des formes linéaires continues de E dans R.

Dans la suite, on munit le dual £’ de F de la norme d’opérateur ||-|| olt on rappelle que, pour
feFr,
£l = inf{k € Ry |V 2 € E, [f(2)] < kl|lz]} = sup = sup |f(z)].
w20p 1T =1

Le but de cette partie est d’établir, en admettant le théoréeme d’Hahn Banch ci-apres, le résultat
suivant : étant donné un espace vectoriel normé réel, si son dual est séparable, alors ’espace I’est
aussi.

Définition. Soit F un espace vectoriel normé sur R et p : E — R. On dit que p est une
application sous-linéaire sur F si :
i) pour tout A € Ry et tout z € E, p(Ax) = A\p(z) et,
ii) pour tous z,y € E, p(z +y) < p(x) + p(y)-
19. Ezemples d’applications sous-linéaires. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé sur R. Dans
toute la suite du probléme, on note d la distance associée & la norme || - ||.
On rappelle la notation, pour AC Fetz € E :

d(z, A) = ;{Ic_lg d(z,a).
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(a) Justifier que || - || est sous-linéaire sur E.

(b) Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que Papplication p :  — d(z, F) est
sous-linéaire sur E et vérifie, pour tout € E et tout A € R, p(Az) = |A|p(x).

On admet le théoréme suivant, outil trés utile en analyse fonctionnelle :
Théoréme de Hahn-Banach. Soit E un espace vectoriel sur R, p : £ — R une application
sous-linéaire, F' un sous-espace vectoriel de E et f € L(F,R) une forme linéaire sur F.
Si, pour tout x € F, f(z) < p(x), alors il existe g € L(E,R) une forme linéaire sur E telle que :
i) lapplication g prolonge f sur E i.e. pour tout € F, g(x) = f(x) et
ii) la contrainte sur f s’étend a g sur E i.e. pour tout z € E, g(x) < p(x).

20. Ezemple d’utilisation du théoréme de Hahn-Banach. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé
sur R.
(a) Soit F' un sous-espace vectoriel de F muni de la norme induite. Montrer que, pour
tout f € F’, il existe g € E’ tel que ||gl| = I fIl-
(b) On suppose dim(E) > 0. Soit g € E ~ {Og}. Montrer qu’il existe f € E’ tel que
IIfIll =1 et fzo) = l|zoll

En déduire que, pour x € E, on a x = Og si, et seulement si, pour tout f € E’,
f(z) =0.
21. Lemme. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé sur R et F' un sous-espace vectoriel de E.
(a) Soit xp € E. En utilisant le théoréme de Hahn-Banach, justifier qu’il existe f € E’
tel que f(xo) = d(zo, F) et F C Ker(f).
(b) En déduire que F est dense dans E si, et seulement si, pour tout f € E’, F C Ker(f)
implique f = 0.
22. Prewve du résultat. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé sur R. On suppose que (E’, ||-|)
est séparable. Montrer que (E, || - ||) est séparable.

1. Séparabilité de R et C.

1. Le sous-ensemble D = Q des nombres rationnels est dense dans R et il est dénombrable
donc R est séparable.

2. Onnote D' = {a+ib | a,b € D} C C. Alors D’ est dénombrable car D x D 'est comme
produit cartésien fini d’ensembles dénombrables et f : (a,b) — a+1b est surjective de D x D
dans D’ par définition de D’.

Montrons que D’ est dense dans C. Soit z = z + iy € C avec x,y € R. Comme D est dense

dans R, d’aprés la caractérisation séquentielle de la densité, il existe (2, )nen, (Yn)nen € DN

tels que x,, —— z et y,, —— y. On pose, pour n € N, z,, = x,, + iy,. Alors (2, )nen
n—-+oo n—-+oo

est & valeurs dans D’ et on a, par continuité des fonctions carrées et racines carrées :

|2 — 2ol = V(@ — 2a)2 + (¥ — 9a)? —— O

n—-+oo

Donc la suite (2, )nen & valeurs dans D’ converge vers z.
Par suite, d’apres la caractérisation séquentielle de la densité, D" est dense dans C.

2. Précision pour les espaces séparables de dimension non nulle.

Soit F un espace vectoriel normé.
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1. On suppose E = {0g}. Alors D = {Og} est au plus dénombrable car fini et dense dans E
car D = F donc F est séparable.

2. Soit D un sous-ensemble au plus dénombrable et dense dans F.
— On suppose D fini. Alors, comme D est fini, D est fermé donc D = D = E donc E est
un ensemble fini. Or, tout espace vectoriel de dimension non nulle sur K est infini (car
pour z # O, Vect(z) = Ko C E et K.z est en bijection avec K), donc dim(E) = 0.
— Par contraposée, si F est de dimension non nulle, alors D est infini. Or par hypothese
de départ, il est au plus dénombrable donc D est dénombrable.

3. Quelques propriétés des espaces séparables et séparabilité des espaces
vectoriels normés de dimension finie.

3. On suppose que N domine N’ et (E,N) est séparable. Alors il existe C' € R tel que
N’ < CN et il existe D C E tel que D est au plus dénombrable et dense dans (E, N).
Montrons que D est dense dans E muni de N'. Soit © € E et € > 0. Comme D est dense
dans (E, N), il existe d € D tel que N(z —d) < &. Par suite, on a :

N'(x—d) <CN(z—d)<e.

Par suite, D est dense dans (E, N'). De plus, D est au plus dénombrable donc (E, N') est
séparable.

Deux normes sont équivalentes si, et seulement si, elles se domine I'une 'autre. Ainsi, d’apres
ce qui précede, pour deux normes équivalentes, E est séparable pour I’'une des normes si,
et seulement si, E est séparable pour I'autre.

4. On suppose que (E1, || - ||1); -, (En, ||  ||n) sont séparables.
On note || - || : (z1..., Tpn) = max(||z1]1, ..., |€n||n) la norme produit sur E = Fy X ... X Ey,.
Comme, pour tout i € [1,n], E; est séparable, il existe D; C E; au plus dénombrable et
dense dans E;. On pose D = Dy x ... x D,,. Alors D est au plus dénombrable comme produit
cartésien fini d’ensembles dénombrables.
Montrons que D est dense dans E. Soit = (21,...,z,) € E et € > 0. Comme, pour tout
i € [1,n], D; est dense dans F;, il existe d; € D; tel que ||z; — d;||; < e. Par suite, on a,
d=(dy,...,d,) € D et :
o —dll = max fla; — dilli < ¢
1<i<n
D’ott D est dense dans (E, || - ||). Il en résulte que (E, || - ||) est séparable.

5. On suppose (E, || - ||g) séparable. Alors il existe D au plus dénombrable et dense dans E.
On note D' = f(D). Comme f|p : D — D’ est surjective, D’ est au plus dénombrable.
Montrons que D’ est dense dans F’ = Im(f) muni de la norme induite.

L’application f étant linéaire continue sur FE, il existe un réel £ > 0 tel que, pour tout
z € E, ||f(z)|r < kllz| 5.

Soit f(z) € F' avec x € E et € > 0. Par densité de D dans E, il existe d € D tel que
|z —d||g < %. Par suite, f(d) € f(D) =D"et:

1f(2) = f(Dlr = If(z = Dllr <kl —dz<e

Ainsi, D’ est dense dans F’.
Il en résulte que F' est séparable.
Si F' est une sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé E séparable, alors ’injection

canonique ¢ : x — = de F dans F étant linéaire continue pour la norme induite sur F,
d’apres ce qui précede, F' muni de la norme induite est séparable.
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6. On a K®" = K x ... x K et la norme infinie est la norme produit sur ce produit cartésien
de copies de K muni de |- | qui est séparable d’apres les questions 1 et 2, ainsi, d’apres la
question 4, (K™ || - ||) est séparable. De plus, comme K" est de dimension finie, toutes
ses normes sont équivalentes donc, d’aprés la question 3, K™ est séparable pour n’importe
laquelle de ses normes.

Montrons que tout espace vectoriel normé de dimension finie est séparable.

Si dim(E) =0, alors D = {0g} est au plus dénombrable (car fini) et dense dans E.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie disons n € N* muni d’une norme | - |.
Pour B = (ey,...,e,) une base de E, lapplication f : (@1,...,2,) — > ., zie; est un
isomorphisme de K™ dans E et comme f est linéaire injective, || f(-)|| est une norme sur
K™. Alors f est une application linéaire continue de (K™, || f(-)||) qui est séparable d’apres
ce qui précede, dans (E, || - ||) donc, d’apres la question 5, (E, || - ||) est séparable.
Remarque : on aurait également pu montrer directement que {> ;- | \ie; | Vi € [1,n], \; €
D} est dense dans E muni d’une norme quelconque ou D est dénombrable et dense dans
K et (e1,...en) est une base de F mais ce n’était pas l'esprit de la question !

4. Espaces séparables en dimension infinie.

7. On a la décomposition suivante de S(D) en union (non disjointe) :

S(D) = U Sy ot Sy = {(tn)neny € DV |V n € Navecn > N, u, =0}
NeN

L’ensemble Sy = {(0),en} est au plus dénombrable car fini et, pour tout N € N, 'appli-
cation f : (up)nen — (uo,...,un—1) de Sy dans D™ qui est dénombrable comme produit
cartésien fini d’ensembles dénombrables est une bijection donc Sy est dénombrables.

Par suite S(D) est dénombrable comme union dénombrable d’ensembles au plus dénom-
brable dont un des termes (presque tous en fait) est dénombrable.

De plus, lapplication ¢ : (up)nen — Z:i% u, X™ est une bijection de S(D) dans D[X]
donc D[X] est denombrable.

8. Montrons que D[X] est dense dans (K[X],|| - |loo)- Soit P = Z::E) ap, X™ € K" et € > 0.
Si P = 0 alors P € D[X]. Sinon, il existe N € N* tel que, pour tout n € N avec n > N,
a, = 0. En posant M = max(1, |a|V, [b|"V), pour tout n € [0, N — 1], comme D est dense
dans K, il existe d,, € D tel que |a, —dy| < 557 -
On pose, pour tout n > N, d, =0et Q = Z::B d,X™ € D[X]. Pour tout t € [a,b], on a
[t"] < max(|a|™, |b|") < M et donc :

+oo

> (an — dn)t"

n=0

N-1

Z |an — dn| [t"]
S——

n=0 P <M

(P-Q)®)| < N

(P —Q)®)|

IN

€
NM

M=c¢

Dot |P — Qoo < €.
Ainsi, D[X] est dense dans (K[X], || - || ). Or, d’apres la question 7, D[X] est dénombrable,
donc (K[X], | - |loo) est séparable.
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9. Soit f € C([a,b],K) et € > 0. D’apres le théoréeme de Weierstrass, I’ensemble des fonctions
polynomiales sur [a, b] est dense dans C([a, b], K) muni de | - || donc il existe P € K[X] tel
que || f = Plloc < §. De plus, d’apres la question précédente, D[ X| est dense dans K[X]| muni
dela norme || - ||oo(qui est la norme induite de celle de C([a,b],K) sur K[X] via I'identification
provenant de 'isomorphisme entre les polynémes et leurs fonctions polynomiales associées sur
Pintervalle d’intérieur non vide [a, b]), donc il existe @ € D[X] tel que ||P — Q| < 5.

Par suite, ||f — Qlloc <If = Plloc + [P = Qllc <&

Par suite, D[X] est dense dans (C([a,b],K),| - ||co) €t est dénombrable (question 7) donc
(C([a,b],K), || - loo) est séparable.

De plu, |- domine s mormes - s ca |11 < (0=l <t | Js < V5=l |-
donc, d’apres la question 3, (C([a,b],K), || - [l1) et (C([a,b],K), || - ||2) sont séparables.

10. Soit p € [1,+o0o[. Montrons que S(D) est dense dans (¢7, || - ||5). Soit u = (up)nen € P et
e > 0. Comme ) |u,|P converge, la suite (R, )nen des restes de cette série converge vers 0
donc il existe N € N* tel que, pour tout entier n > N, R,, < %

Comme D est dans dans (K, |-|), pour tout 7 € [0, N —1], il existe d; € D tel que |u; —d;| <

(2N) On pose de plus, pour tout entier n > N, d,, = 0. Alors d = (dy,)nen € S(D) et on

a :
+
lu—dllf = E:un—dP

n=
N—

= Z ‘un n|p+ Rn

n:OH_/ \/p

< <%

eP 51’
—dllP < N—— 4= —gP

d’ou ||u — d||, < . Par suite, S(D) est dense dans (€7, ]| - ||,).
Or S(D) est dénombrable d’apres la question 7, donc (€7, || - ||,) est séparable.

5. Espaces non séparables.

11. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé et A C E. On suppose que A est infini non
dénombrable et qu'il existe un réel n > 0 tel que, pour tous z,y € A avec x # y, ||[x—y| > 7.
On note B(z,r) la boule ouverte de centre x € E et de rayon r € R pour la norme || - ||.
Soit D un ensemble dense dans E. Alors, pour tout z € A, comme n > 0, il existe d, €
B(x, ). Or, pour tous z,y € A avec  # y, B(z,2) N B(y,4) = 0 car ||z — y|| > n donc
dy # d. Par suite, Papplication f : 2 — d, est une bijection de A dans f(A) = {d, | z € A}
qui est donc infini non dénombrable. Comme f(A) C D, D est infini non dénombrable.
Par suite, F ne possede pas de sous-ensemble dense et au plus dénombrable donc E n’est
pas séparable.

12. Dans £, on considere le sous-ensemble A = {0, 1} qui est infini non dénombrable (car en
bijection avec P(N)). Alors, pour tous = (Zn)nen, ¥ = (Yn)nen € A, si z # y alors il existe
n € N tel que z,, # y,. Par suite, comme x,y sont & valeurs dans {0,1}, 1 = |z, — yn| <
|z — yl|loo- Il en résulte que, d’apres la question 11, (£, || - ) n’est pas séparable.

13. Dans Cy(R,R), on considére le sous-ensemble A = {fx | X € P(N)} ou, pour X C N, la
fonction fx est définie, pour x € R, de la fagon suivante :

0 siz ¢ Upexn— 3,0+ 3]
fx(x)=q¢2(x—n)+1 silexiste n € X tel que z €]n — 3, n]
2(n—z)+1 il existe n € X tel que z €n,n + 1]
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-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Graphe d’une fonction fx pour X = {1,4,7,10,13,15,16,17}.

Soit X C N. Si X est vide, fx = 0 donc fx est continue bornée sur R. Supposons X non
vide. Comme, pour tous p,q € N avec p # ¢, |p — ¢q| > 1, les intervalles |p — %,p + %[ et
lg— %, q+ %[ sont disjoints, donc (J,,c x]n — %, n-+ %[;é () est une union disjointe ; par suite,
si z € Upex]n — 3,n + [ alors il existe une unique n € X tel que z €]n — 3,n + [, d’ol
fx est bien définie sur R.

De plus, pour tout n € Z, sin ¢ X, fx = 0 sur [n — %,n < %] et donc est continue sur
cet intervalle et si n € X, fx est continue croissante sur |n — 55 n[; continue décroissante
sur Jn,n + 3[ et on a lim, ,,- fx(z) = 1 = lim,_,,+ fx(z); lim,_,nq1y- fx(z) = 0 et
lim,_,,— 1)+ fx(#) = 0 donc fx est continue sur R a valeurs dans [0, 1] et donc bornée.
Ainsi, on a bien A C Cy(R, R).

Maintenant, pour X, Y C Navec X # Y, il existe n € X \Y ou Y \ X et dans les deux
cas,on a |fx(n) — fy(n)| = 1; ainsi, fx # fy et [|[fx — fy]loco > 1 (et méme égal 1 en fait).
Par suite, la fonction g : X — fx de P(N) dans A est une bijection, donc A est infini non
dénombrable et comme, pour tous fx, fy € A avec fx # fv, ||[fx — fy|e > 1, d’apres la
question 11, (Cy(R,R), || - || ) n’est pas séparable.

20 21 22

6. Caractérisations de la séparabilité.

14. Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé. Si E est de dimension finie, alors i) est vraie d’apres
la question 7, ii) est vraie en prenant E, = E pour tout n € N, iii) et iv) sont vraies en
considérant une base de FE.

Supposons E de dimension infinie et montrons les implications suivantes :
— ii) = 1). On supoose qu’il existe une suite (E,),en croissante au sens de I'inclusion de
sous-espaces vectoriels de dimension finie de E telle que U FE,, est dense dans E. Pour

neN
n € N, E,, est de dimension finie donc, muni de la norme induite, il est séparable d’apres

la question 7; ainsi, il existe D,, au plus dénombrable et dense dans E,.
On pose D = |J,,cyy Dn- Alors on a, pour tout n € N, E,, = D,, C D donc |J
et comme D est fermé, on obtient :

nENEn Cb

E = UEncﬁcE.
neN

Ainsi, E = D. De plus, D est au plus dénombrable comme union dénombrable d’en-
sembles au plus dénombrables.
Il en résulte que E est séparable.

— 1) = ii). On suppose F séparable. Alors il existe D dénombrable et dense dans E. Soit
(dn)nen une suite exhaustive des éléments de D (via une bijection de N sur D).
Construisons par récurrence une suite (Ey)ren strictement croissante de sous espaces
vectoriels de E' et une suite (ng)ren strictement croissante d’entiers tels que, pour tout
keN, dim(Ek) =k+1et VeCt(do, 7dnk) = E}.

* Comme les éléments de la suite (dy, )nen sont tous différents, Ng = {n € N | d, # O}
est une partie non vide de N et on note ng = min Ny (remarque : alors ng = 0 ou
ng = 1). Alors Ey = Vect(d,,) est de dimension 1 et pour tout entier naturel n < ny,
d, = 0g donc Vect(dy, ..., dn,) = Eo.
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* Soit k£ € N. On suppose construit Ey,..., ;1 des sous-espace vectoriels de E et
ng < ny < ... < ny des entiers naturels tels que, pour tout ¢ € [0, k], dim(E;) =i+1
et Vect(dp, ...,dn,) = F;. On note :

Nigy1={neN|n>n; et d, ¢ Ex}.

Supposons par l'absurde que Npy;1 est vide. Alors, pour tout n € N avec n > ny,
d, € Ej. Par suite, comme FEj est de dimension finie, il est égal a son adhérence et
donc :

E =D
= Vect(D)

= Vect ((dn)nEN)
(

= Vect(
E = E,

di)icfo,ne])

Contradiction car E est de dimension infinie et Ej ne I’est pas.

Par suite, Ng41 est une partie non vide de N et on note ng41 = min Ng4.

Ainsi, npy1 > ng et dyn,,, ¢ Ep donc, en posant Eyy1 = Vect(Ey U {dn,,,}) =

Vect(do, ..., dp,,, dny,, ), o0 a dim(Egy1) = k 4 2. De plus, par définition de nj4q,

pour tout i € [ng + 1,ngr1 — 1], d; € Ey, C Exyq donc Epy1 = Vect ((dz’)ie[[07nk+1]])~
On a donc bien construit par récurrence la suite annoncée. Comme la suite (ng)gen est
une suite d’entiers naturels strictement croissante, on a alors :

D = | J{do,...dn,} C | J Ex

keN keN

et donc :

d’ott £ = J,cy Ex. Dot ii).

— 1i) = iii). On suppose que (E,),cn est une suite croissante de sous-espace vectoriel de
E tels que E = FE,, ou, pour tout n € N, E, est un espace vectoriel de dimension
n+ 1.

On construit par récurrence une suite (d,,)nen de la fagon suivante :
* Comme dim(Fy) = 1, il existe dy € Fy tel que (dp) est une base de Ey.
* Soit n € N. On suppose construite une base (dp,...,d,) de E,. Alors, comme
E, C E,41, (do, ..., dy,) est une famille libre de F,, 11 et donc, comme dim(E, 1) =
n + 2, d’apres le théoreme de la base incompléete, il existe d,+1 € E,41 tel que
(doy ey dp,dp+1) est une base Fy 1.
La suite (d,,)nen ainsi construite est libre et vérifie :

VeCt((dn)nEN) = U VeCt((dk)kE[[O,n]]) = U E,
neN neN

neN

d’ott Vect((dn)nen) = Upeny En = E.
Par suite, (d,,)nen est une suite, et donc dénombrable, totale de E formée de vecteurs
linéairement indépendants.

— iii) = iv) Immédiat.
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15.

16.

17.

— iv) = ii) On suppose qu’il existe une famille (d;);c; dénombrable et totale de E. Soit
(dn)nen une énumération de la famille (d;);e; (via une bijection de N sur I). Pour
n € N, on note E,, = Vect(dy, ..., d,). Alors la suite (E,,),en est une suite croissante de
sous-espace vectoriels de dimension finie de E et on a :

E = Vect ((dn)nen) = | Vect ((dn)icpo,n)) = | En C B,
neN neN

) N _
dou B=Upey Bn ) :
Y ; ; v v
On a donc prouvé i) < ii); ii) = iii) ; iii) = iv) et iv) = ii) donc les quatre assertions sont
équivalentes. Notons qu’on a bien i) = ii) sans les dimensions "échelonnées” = i) = i)
avec les dimensions “échelonnées”.

On a K[X] = U,cnKn[X] et, pour n € N, K,[X] est de dimension finie (égale a n + 1).
Ainsi, pour n’importe quelle norme, on a K[X]| = |J,, oy K,[X] donc d’aprés I'équivalence
entre i) et ii) de la question 14, K[X] est séparable pour n’importe laquelle de ses normes.
Remarque : on aurait également pu montrer que (X™)nen est une suite totale de K[X] peu

importe la norme : en effet, K[X] = Vect((X")nen)-

— Dans l'espace C([a,b], R) muni de la norme || - || la famille (f, : t — t™),en est totale.
En effet, d’apres le théoreme de Weierstrass, toute fonction de C([a,b],R) est limite
uniforme d’une suite de fonctions polynomiales et donc a valeurs dans Vect((fy)nen)-

— Dans l’espace ¢ muni de sa norme canonique, la suite (e,)neny OU, pour n,k € N,

_ JOsik#n

lsik=mn
proches de ceux de la question 11 : soit u = (up)nen € P et € > 0. Comme Y |u,|?
converge, la suite de ses restes (R, )nen converge vers 0 et donc il existe N € N* tel que,
pour tout entier n € N, R,, < &P. Par suite, en posant v = Zg;ol unen € Vect((en)nen),
on a, pour tout entier naturel n < N, u,, = v, et ainsi :

enk = Onk est totale. En effet, on le démontre avec des arguments

1
lu—oll, = R <e.

Par suite, Vect((ey)nen) est dense dans (€7, - ||,) i.e. (en)nen est une suite totale de
2 11 - [lp)-
La famille (fy,)nen+ est bien une suite a valeurs dans Cy(R4,R) (bien remarquer que n est
dans N*!). Soit f € Co(R4,R) et £ > 0. On pose, pour ¢ € [0,1] :

) = 0 sit=0
=Y fem@)  sitelo, 1]

Alors g est bien définie sur ]0,1] car In(]0,1]) =] — c0,0] et continue sur ]0,1] comme
composée d’applications continues. De plus, g(t) = 0 = ¢(0) car —In(¢) g tooet
— —

flx) —— 0.

T——+00
Par suite, g est continue sur le segment [0, 1]. Ainsi, d’apres le théoréme de Weierstrass, il
existe une fonction polynomiale p : t — > ;_ axt” telle que [lg — Plloo,0,1] < §- Alors en
particulier, on a ag = [p(0)| = [p(0) — g(0)| < 5.
On pose ¢ = ZZ:1 ak fr (Attention & 'indice initial de la somme, c’est bien 1 et pas 0!! - sinon
on n’est plus forcément dans Co(R,R)). Alors ¢ € Vect((fx)ren+) et, pour z € Ry, en posant
t=e"2¢€)0,1],0on a z = —1In(t) dott fx(z) = e ** = t* pour tout entier k et ainsi :

|f(2) = q(z)| = |g(t) — (p(t) — ao)| < |g(t) — p(t)] + |ao] < e.
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Par suite, Vect((fx)ren+) est dense dans Co(R,R) i.e. (fx)ren+ est totale dans Co(R4, R)
et donc Cy(R4, R) est séparable d’aprés la question 14.
O0sik#n
18. On considere de nouveau la suite (e, )nen o0, pour n, k € Ny e, = 0p 1 = 1 sik 7 qui
sik=mn
est bien une suite & valeurs dans ¢*° car chaque terme est borné par 1. Soit u = (uy, )nen € £
et € > 0. Comme u est bornée, il existe un réel M > 0 tel que, pour tout n € N, |u,| < M.

[un|

on

)nen converge vers 0, et donc il existe N € N* tel que, pour tout entier

naturel n > N, I;Z:‘ < e. Par suite, en posant v = ij;ol Uney € Vect((e,)nen), on a, pour

tout entier naturel n < N, u,, = v, et ainsi :

Ainsi, la suite (

|U,n|
u—v||=sup — <e.
|| || n>% A

Par suite, Vect((e,)nen) est dense dans (€, - ||) i-e. (en)nen est une suite totale de

(€2, |l - II)- I en résulte que (£>°,]| - ||) est séparable d’apres la question 14.

Ainsi, ¢*° est un exemple d’espace vectoriel normé séparable pour une norme (d’apres ce
qui précede) et non séparable pour une autre (voire question 12).

7. Séparabilité et espace dual.

19. Ezemples d’applications sous-linéaires. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé sur R.

(a) L’axiome i) est obtenu par ’homogénéité de la norme en effet, pour x € E et A €
Ry, ||IAz]l = |Alllz]l = AJlz||. L’axiome ii) est obtenu directement avec l'inégalité
triangulaire de la norme.

(b) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On note p : © — d(x, F'). Soit z,y € E et A € R
i) Pour tout z € F, comme F est un sous-espace vectoriel de E, on a Az € F et ainsi,
par homogénéité de la norme :

M(z,2) = Mz = 2] = M=z = 2)[| = Az = Az|| = d(Az, Az) > d(Az, F) = p(Az)

Par suite Ap(x) > p(Az).
De plus, si A =0, comme O € F', on a :

p(0.2) = p(0p) = d(0p, F) =0 < 0 = 0.p(),

et si A #£ 0, pour yu = % € Ry et z= Az € E, on a, d’apres ce qui précede :

1P(A2) = up(2) 2 p(pz) = p(2).
D’o1, dans tous les cas, p(Azx) > Ap(z).
11l en résulte que p(A\z) = Ap(x).

ii) Pour tous z,t € F, 2+t € F car F est un sous-espace vectoriel et donc, par
inégalité triangulaire :
plety)=dle+yF)<dz+yz+t)=le+y—(z+t)| <llz— =zl + Iyt

ainsi, pour tout z € F, p(z+y) —|y—t|| < [|z—z|| = d(z, z) dou p(z+y)—[ly—t| <
d(z, F) = p(x) ; et donc, pour tout t € F, p(z+y) —p(z) < ||y —t|| = d(y,t) ce qui
donne p(z + y) — p(z) < d(y, F) = p(y). Par suite,

p(z+y) < p(x) +p(y).
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Il en résulte que p : x — d(z, F) est sous-linéaire sur E.

Montrons la derniere partie de la question. Pour tout z € F, comme F' est un sous-
espace vectoriel de E, 'application y — —y est une bijection de F' dans lui-méme (et
méme un isomorphisme) et donc :

—z) =d(~=,F) = inf || -z — y|| = inf —y)|l = inf [|x — 2|| = d(z, F) =
o) = di—e, ) = i || - & —yl|= il [lo ()] = 0 |l =2 =d=F) = pla)

=llz+yll

Par suite, pour tout z € E et tout A € R, si A > 0, par i), on a p(Az) = Ap(z) = |A|p(zx)
et si A < 0, on a, d’apres i) et ce qui précede, p(Ax) = p(|]A|(—z)) = [A|p(—z) = |A|p(z) ;
d’ot1, dans tous les cas :

p(Az) = |Alp().

20. Ezemple d’utilisation du théoréme de Hahn-Banach. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé
sur R.

(a)

Soit f € F’. Comme f est linéaire continue sur F, pour tout € F, on a f(z) <
[ (@) < NIFI-Ilz||- On définit 'application p : E — R, pour z € E, par p(z) = || fIll-||z||-
Alors p est sous-linéaire sur E car p est une norme sur E (question 19a) si || f||| # O
et si ||f]| =0, p = 0 qui est linéaire donc sous-linéaire sur E.

On a alors f < p sur F avec p sous-linéaire sur E donc, d’apres le théoreme de Hahn-
Banach, il existe g € L(E, R) telle que g prolonge f sur E et g < p sur E.

Soit z € E. On a g(z) < p(z) et comme p(—x) = p(x) par homogénéité de la norme
|| - ||, on a, par linéarité de g, —g(x) = g(—z) < p(—z) = p(x). Par suite, on a :

g(@)| < p(z) = IFIIl-ll«]l,

d’ot g est linéaire continue sur E i.e. g € E' et ||g]| < |If]Il-
De plus, on a, comme g = f sur F C E :

g(z g(z flz
Ioll= sop W@Is o @l @)
zeE~{0g} ||| zeF~{0g} ||l z€F~{0g} |zl

= (Il

et donc [[lg]| = [Ifll

On suppose dim(E) > 0. Soit g € E \ {0g}.

On note F' = Vect(zg) = {A\zg | A € R}. Pour tout « € F, il existe un unique A, € R
tel que © = Apxq; en effet, si Azg = & = pxg, alors (A — p)xzg = 0g donc A = p car
Zo 7é OE

Ainsi, Papplication ¢ : F — R, pour © = A\,zg € F avec A\, € R, par p(z) = A, est
bien définie par unicité du scalaire \,.

De plus, ¢ est linéaire car, pour =,y € F et o € R, comme F est un sous-espace
vectoriel de E, ax+y € F et donc Aqgty®o = +y = (@dy + A\y)zo ; d’olt par unicité
du scalaire Agz4y,

ol +Y) = Aaaty = @Ae + Ay = ap(z) + o(y)

Reste a vérifier que ¢ est continue sur F' muni de la norme induite : pour tout x €
F <~ {0g}, on a, par homogénéité :

o ()] |Aa] 1

lzll el llzoll — [loll
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llzoll*

Ainsi, d’aprés la question précédente (question 20a), il existe ¢ € E’ tel que ¢ = ¢
sur F et [0l = lell = -

On pose f = ||xo||.2. Comme (E’, ||-|||) est un espace vectoriel normé, on a alors f € E’,
AN = llzoll- Il = 1 et, comme zg € F et zg = 1.z :

Par suite, ¢ € F' et |||o]| =

f(@o) = llwoll (o) = [[woll-(w0) = [|lol-
Montrons la derniere partie de la question. Soit z € E. Si x = 0g, alors pour tout
fE€E, f(0g) =0 car f est linéaire.
Pour la réciproque, procédons par contraposée. Supposons que = # 0g. D’apres ce qui
précéde, il existe f € E’ tel que ||f|| =1 et f(x) = ||z|| # 0. D’ou la contraposée.
21. Lemme. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé sur R et F' un sous-espace vectoriel de E.

(a) Soit zp € E. Si zp € F alors 'application f = 0 convient.

Supposons zy ¢ F. Alors G = Vect(zg) et F sont en somme directe et on note

H=F&QaG.

— On consideére 'application p : E — R définie par p :  — d(z, F'). Alors, d’apres la
question 19b, p est sous-linéaire sur F.
Donnons une expression de p sur H. Soit * = zp + Axg € H avec xp € F et
A € R. Comme F' est un sous-espace vectoriel de E, I’application y — y — xp est
une bijection de F' dans lui-méme et donc, en utilisant la deuxieme partie de la
question 19b :

p(z) = d(xp+ Axo, F)

= ot e - =
= ylgg [Azo — (v — zF)||
= Inf |[Azo — 2|
= d()\l‘o, F)
= p(Azo)

p(z) = [Alp(zo)

— On construit, comme dans la question 20b car z¢ # Og puisque zo ¢ F qui est un
sous-espace vectoriel, 'application linéaire ¢ : G — R telle que, pour x = Azy € G,
o(z) = A
On pose alors h = d(xg, F).pom ou m € L(H) est la projection sur G parallélement
a F (h est bien définie car Im(7) = G). L’application h est linéaire comme composée
d’applications linéaires et donc h € L(H,R). De plus, on a, pour tout z = zp +
Arg € Havecep € Fet \€eR:

h(z) = d(zo, F).o(m(xpr + Axg))
= d(zo, F).0(Azo)

Ad(xo, F)

Ap(zo)

[ Alp(zo)

p(x)

IN

=4
&
IA
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On a donc h € L(H,R) et h < p sur H avec p sous-linéaire sur E donc d’apres le
théoréeme de Hahn-Banach, il existe f € L(E,R) telle que f = h sur H et f < p sur
E.

— Comme 29 € G C H,on a :

f(x0) = h(zo) = d(wo, F).0(m(x0)) = d(w0, F).  p(z0) = d(w0,F).

——
=p(l.zg)=1

— On a, pour tout « € F', comme F C H :
f(z) = h(=z) = d(zo, F).0o(7(x)) = d(w0, F).0(0p) =0,

d’ott F C Ker(f).
— Comme p : z — d(z, F') est positive sur E et f < p sur E, alors |f| < p sur E. De
plus, F' étant un sous-espace vectoriel de E, on a O € F d’ou, pour tout z € F :

|[f(@)] < p(e) = d(z, F) < d(z,0) = ||z

et donc, f étant linéaire, on a bien f € F’.

(b) (=) On suppose F dense E. Soir f € E’ tel que F' C Ker(f). Comme f est continue

sur F et que f =0 sur F alors f =0 sur F car F est dense dans F.

(<) On a I’équivalence : F est dense dans F si, et seulement si, pour tout = € E,
d(z,F) = 0.
On procede par contraposée en supposant que F' n’est pas dense dans E. D’apres
Iéquivalence précédente, il existe zog € F tel que d(xo, F') # 0. On applique alors
le résultat de la question 21a : il existe f € E’ tel que F C Ker(f) et f(zo) =
d(xzo, F) #0 d’ou f # 0.
Ce qui prouve la contraposée.

On a donc démontré ’équivalence annoncée.

22. Preuve du résultat. Soit (F, ||-||) un espace vectoriel normé sur R. On suppose que (E’, ||-||)
est séparable. Alors il existe D C E’ dénombrable et dense dans E’. Soit (f,,)nen une suite
énumérant les éléments de D. Pour f € E', on a ||f|| = supy, = |f(z)| donc, pour tout
n €N, il existe z,, € E avec |z, | =1 tel que |fy(zn)] > 3| fall-

Montrons que la suite (2, )nen est totale dans E.

On note F' = Vect((zy)nen). Utilisons la caractérisation de la densité de la question 21b.
Soit f € E’ tel que F C Ker(f). Soit € > 0. Comme (f,)nen est dense dans E’, il existe
n € N tel que || f, — f|| < §. Comme x,, € F, on a f(x,) = 0 et ainsi :

Ifnlll < 2| fn(2n)l = 21(fn = H)(@a)] < 20| fn = fll- |[2nl] < *2;
~———
=il

Par suite, on a, par inégalité triangulaire :

e 2
A< S = Fall 4 Al < 5 425 =
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on obtient ||f|| = 0 et donc f = 0.

Par suite, d’apres la question 21b, F' = Vect((z,)nen) est dense dans E et donc la suite
(Zn)nen est totale dans E.
Il en résulte, d’apres la question 14, que (E, || - ||) est séparable.
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