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Dans ce chapitre, on utilisera la notation A pour désigner le complémentaire d’une sous-partie A d’un
ensemble.

Partie A

Espaces probabilisés

1. Espaces probabilisables

a. Définitions

Définition 1. Tribu

Soit £ un ensemble non vide et 7 C P(€2). On dit que T est une tribu sur  si :
— QeT,;
— T est stable par passage au complémentaire i.e. pour tout A € 7, A€ T ;

— T est stable par réunion dénombrable i.e. pour toute suite (A, )nen & valeurs dans T,

UAneT.

neN

Remarque 1.

On trouve parfois la terminologie o-algébre pour désigner une tribu et la notation A au lieu de

T.

Définition 2. FEspace probabilisable

Soit © un ensemble non vide et T une tribu sur . Le couple (2, T) est appelé espace proba-
bilisable.

Exemple 1.

Soit €2 un ensemble non vide.
— T = {0,9Q} est une tribu appelée tribu grossiére;
— T =P(Q) est une tribu;
— SiACQ, T=1{0AAQ} est une tribu.



Exercice 1.

Soit 2 un ensemble non vide et F C P(12).
1. Montrer que U'intersection de toutes les tribus contenant F (en existe-t-il ?) est une tribu.
On note cette tribu o(F) et on I'appelle tribu engendrée par F.

2. Montrer que o(F) est la plus petite tribu contenant F.

Remarque 2. Vocabulaire

Soit (2, 7) un espace probabilisable. On utilise la terminologie suivante :
— Q est 'univers;
— les éléments A de T sont les événements;

b. Les événements

Proposition 1.

Soit (€2, 7) un espace probabilisable. On a les propriétés suivantes :
— 0eT;
— T est stable par réunion finie;
— T est stable par intersection au plus dénombrable.
— pour tout A, BT, A~BeT.

— OnaQeT donch=QeT.

— Soit n € N* et Ay,..., A, € T. On considére la suite (Ag)ren telle que Ay, = A, € T pour
tout entier £ > n. Par stabilité de 7" par union dénombrable, on a | J, .y Ax € T . Par suite,
on a:

AjU..UA, 1UA, =A;U..Ap_1 U UAn :UAkeT.

keN keN
k>n

— Pour toute famille (A;);e; au plus d’éléments de T, (A;);er est une famille au plus dé-
nombrable d’éléments de 7 donc, par stabilité de 7 par réunion au plus dénombrable et
par passage au complémentaire :

NAa=J4&eT.
el el

— Soit A, B € T. Par stabilité de T par intersection finie et par passage au complémentaire,

ona: B
ANB=ANBeT.



Remarque 3. Vocabulaire

Soit (€2, 7T) un espace probabilisable et A, B € T des événements. On utilise la terminologie
suivante concernant les événements :

— {2 est I'événement certain et () ’événement impossible;
— A est I'événement contraire de A;
— si ANB =0, on dit que A et B sont des événements incompatibles.

Définition 3.| Systéme complet d’événements

Soit (€2, 7) un espace probabilisable et (4;);c; une famille au plus dénombrable d’événements.
On dit que la famille (A;);cs est un systéme complet d’événements si :

Vi,j€laveci#j, AinA;=0et | A =Q.
iel

2. Espaces probabilisés

a. Définition

Définition 4. Probabilité

Soit (£2,7T) un espace probabilisable et P : T — [0, 1] une application. On dit que P est une
mesure de probabilité ou plus simplement, une probabilité sur (Q,7) si :

i) P(Q)=1;

ii) pour toute suite (A, )nen d’événements deux a deux disjoints, la série > P(A,,) converge

et :
—+oo
P (U An> = Z P(A,).  o-additivité
neN n=0
Remarque 4. Vocabulaire
Soit (€2, 7) un espace probabilisable et P une probabilité sur (2, 7). Pour A € T, on dit que
P(A) est la probabilité de I’événement A.
Définition 5., FEspace probabilisé

Soit (2, T) un espace probabilisable et P une probabilité sur (Q, 7). Le triplet (Q,7, P) est
appelé espace probabilisé.



Définition 6. FEvénement négligeable/presque sir

Soit (£2, T, P) un espace probabilisé et A € 7. On dit que :
— DPévénement A est négligeable si P(A) = 0.
— Dévénement A est presque siir si P(A) = 1.

Définition 7., Systéme quasi-complet d’événements

Soit (€2, 7, P) un espace probabilisé et (A;);c; une famille au plus dénombrable d’événements.
On dit que la famille (A;);cs est un systéme quasi-complet d’événements si :

Vi,j € I avec i # j, AmAj@etP<UAi> =1

icl

Remarque 5.

Un systéme quasi complet d’événements porte bien son nom : il s’agit d’un systéme complet
d’événement a "un événement négligeable preés”. En effet, en complétant un systeme quasi-
complet d’événements (A;);cr par 'événement négligeable U A;, on obtient un systéme com-
plet d’événements comme on le verra dans I’exercice 2.

i€l

b. Propriétés

Proposition 2.

Soit (Q, T, P) un espace probabilisé et A, B € 7. On a les propriétés suivantes :
i) P() =
i) si A et B sont incompatibles, P(AU B) = P(A) + P(B);

iii) P(A)=1— P(A);

iv) si AC B, P(B\A)=P(B)— P(A);

v) si AC B, P(A) < P(B);

vi) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B).

i) Notons ¢ = P(0)). Pour tout n € N, on pose A, = 0 € T. Alors, pour tout n,m € N
avec n #= m, Ay N Ay = 0N0 = @ done (A,)nen est une suite d’événements deux a
deux disjoints. Par suite, la série > P(A4,,) = >_ ¢ converge. Or, une suite constante est
terme général d’une série convergente si, et seulement s’il s’agit de la suite nulle, d’ou
P() =c=0.

ii) On suppose A et B incompatibles. Alors, pour Ag = A, A; = B et A, = 0 pour tout
entier n > 2, (A, )nen est une suite d’événements deux & deux disjoints et done, > P(A4,)



converge et on a, en utilisant i) :

P(AUB) = P(AjUA;UD)

= P AOUAlLJUAn

neN
()
neN

n>2
+oo

= ) P(4y)
n=0

+oo
= P(A1)+P(42)+ ) P(Ay)
n=2 %

P(0)=0
P(AUB) = P(A)+ P(B).

iii) Comme A € T, A€ T et comme A et A sont incompatibles, d’apreés ii), on a :

1= P(Q) = P(AUZA) = P(A) + P(A).

Dot P(A) =1— P(A).

iv) On suppose A C B. On a alors, par les diverses stabilités d'une tribu : BeT,BNA=
BNAeT et AUB =B~ A€ T ;donc, Bet A étant incompatibles, on a, en utilisant
ii) et i) :

P(BNA) = 1-P(AUB)

1 - (P(A)+ P(B))

1—-(P(A)+1-P(B))

P(B\A) = P(B)-P(A).

v) Onsuppose A C B. Comme P est & valeurs dans [0,1] et BNA € T,ona P(B\A) > 0. Or,
d’apres iv), on a P(B~\ A) = P(B)— P(A), d’'ou P(B)— P(A) > 0 et donc P(A) < P(B).

vi) Par les diverses stabiltés d’une tribu, AUB, ANB, AN (ANDB) et B\ (ANB) appartiennent
a T. De plus, (AN (AN B),B~ (ANB), AN B) forme une partition de AU B donc, AN B
étant inclus dans A et B, d’aprés ii) et iv) :

P(AUB) = P(AN(ANB)U(B~N(ANB))U(ANB))

= P(AN(ANB))+P(B~(ANB))+ P(ANB)

= P(A)-P(ANnB)+P(B)—-P(ANB)+ P(ANB)
P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB).



Exercice 2.

Vérifier 'affirmation de la remarque 5.

Soit (A;)ier un systéme quasi-complet d’événements. On pose Ay = |J;c; Ai et J = I U {e}.
Comme la tribu 7 est stable par réunion au plus dénombrable et par passage au complémentaire,
que I est au plus dénombrable et que, pour tout i € I, A; € T,on a A € T et :

P(A.):P(UAl) :1—P<UA1»> —1-1=0.
i€l i€l
De plus, on a :

— 4= (UAZ) ul Jai =2

jeJ iel iel

— Pour tous j, k € J avec j # k,sij, k€I, A;NA; =0 car (A;);cr un systéme quasi-complet
d’événements et si j = o, alors k € I et donc :

AinAp=JAnA=(AnA, =0

el i€l

car Ay N Ay, = 0.
Par suite, (A4;);jes est un systeme complet d’événements.

Corollaire 1.

Soit (Q, T, P) un espace probabilisé, n € N* et Ay, ..., A,, des événements deux & deux incom-

patibles. On a :
P (U Ak> = ZP(Ak).
k=1 k=1

On procede par récurrence en utilisant le point ii) de la proposition précédente. O

Proposition 3.

Soit (€2, T, P) un espace probabilisé et (4;);cr une famille au plus dénombrable d’événements
deux & deux dijoints. Alors, (P(A;)):cr est une famille sommable et on a :

P (U Ai) = _P(A).

i€l i€l



En particulier, si (A;);er est un systéme complet ou quasi-complet d’événements, on a :

> P(A) =1

iel

— Si I est fini, (P(A;));cr est une famille finie donc sommable et on a, en numérotant i1, ..., i,
les éléments de I :

P (U Ai> =P(A;, U...UA;) = P(A;i) + ... + P(4;,) = > P(A)).

icl iel
car les A;; sont deux a deux disjoints.

— Si I est infini et donc dénombrable, il est en bijection avec N via une certaine bijection
n > i,. Ainsi (A;, )nen est une suite d’événements deux & deux disjoints, d’ou > P(4;,)
converge (absolument) et donc (P(A4;, ))nen est une famille sommable. Ainsi, par change-
ment d’indice, (P(A4;))icr est une famille sommable et on a :

P (U Ai> =P (U Ain) = EP(A%) = P(A).

il neN il
De plus, si (A;)ies est un systéme complet ou quasi-complet d’événements, alors P(|J,c; 4i) = 1,
d’ou :
> P(A)=P (U Ai> =1
il iel
O

3. Propriétés élémentaires des probabilités

A Théoréme 1.) Continuité croissante/décroissante

Soit (2, T, P) un espace probabilisé et (A4, )nen une suite & valeurs dans 7.

e Si (Ap)nen est croissante i.e. pour tout n € N, A, C A, 41, alors la suite (P(4,))nen
converge et :

P({J An) = lim P(A,).

n—-+oo
neN

e Si (Ap)nen est décroissante i.e. pour tout n € N, A,,11 C A,, alors la suite (P(Ay))nen
converge et :
P([) An) = lim P(A,).

n—-+oo
neN




e Soit (A, )nen une suite croissante d’événements. Alors, pour tout n € N, on a P(A4,) <
P(A,+1) et P(A,) < 1. Ainsi (P(A,))nen est une suite croissante et majorée de réels
donc elle converge.

Onnote A_1=0€T.
La série télescopique > (P(A,)—P(A,—1)) étant de méme nature que la suite (P(4,,))nen,
cette série converge, et on a :

+oo
S (P(An) ~ P(An1)) = lim P(A,)— P(Ay) = lim P(4,)
n=0

On pose, pour n € N, B, = A, ~ A,_1 € T. Pour tout n € N, on a P(B,) = P(A,) —
P(A,,_1) car,pour n =0, A_1 =0 C Ag et pour n > 1, la suite (A, )nen est croissante.
De plus, pour n,m € N avec n > m, on a, toujours par croissance, B,, C A,, C A,_1 car
n—1>m, donc :
B,.NB,=B,NA,NA,_1)=A,N(BrNA,_1)=0.
| ——
=0

Ainsi, les B,, sont des événements deux & deux disjoints. Par suite, Y P(B,,) converge et

on a: .
p B,|= P(B, = lim P(4,).
(Un)-% g -mre
=P(An)=P(An_1)

Or, on a, par un raisonnement par double inclusion :

U B.= 4,

neN neN

donc :
P (U An) =P <U Bn> = nErEOOP(An).
neN neN

e Soit (A,)nen une suite croissante d’événements. Alors, pour tout n € N, A, € T et
Ani1 C A, car A, C Ay,yqq. Par suite, (A,)nen est une suite croissante d’événements et
donc, d’apres la point précédent, (P(A,))nen converge et :

() - a7

neN

Or, pour tout n € N, P(A,) = 1 — P(A,) donc, par combinaison linéaire de suites

convergentes, (P(A;))nen converge et lim, o P(A,) =1 —lim,, 1o P(4,).

De plus, on a ﬂ A, = U A, donc :

neN neN
P (ﬂ An> =1-P (U An> =1- lim P(A,) = lim P(4,).
neN neN



Proposition 4.

Soit (2,7, P) un espace probabilisé et (A, )nen une suite d’événements.

e pourn €N,ona:

e On a:

Soit (A, )nen une suite d’événements. Alors, par stabilité d’une tribu par réunion au plus dénom-
n s sz

brable, pour n € N, B,, = Uk:o A} est un événement et UneN A,, est un événement.

e On démontre ce résultat par récurrence sur N.

— Initialisation. On a
0
P(By) = P(Ag) < P(Ag) = > P(4
k=0

donc la propriété est vraie au rang n = 0.
— Hérédité. Soit n € N. On suppose P(B,,) < Y ;_, P(Ag).
Ona B, =B, UA,.1, donc :

P(Bny1) = P(Bn) + P(Ant1) — P(Bn N Any1) < P(Brn) + P(Ant1).

>0
Ainsi, par hypothése de récurrence,
n+1
P(Bny1) >  P(Bn) +P(Ani1) <) P(Ay)
e gt k=0
<k=o P(Ax)

Ce qui acheve le raisonnement par récurrence.
Ainsi, pour tout n € N,

P <CJ Ak> = P(B,) gzn:P A
5= k=0

e Si > P(A,) diverge, 'inégalité est vérifiée. On suppose que > P(A,) converge. La suite
(Bn)nen est une suite croissante d’événements, donc par continuité croissante, (P(B;,))nen

converge et on a :
P (U Bn> = lim_ P(B,).

neN
Ainsi, d’apres le point précédent et le théoréme des gendarmes, on a :

P(U Bn> < lim 3 P(Ag) = ZP

neN k=0

10



Puis on conclut en remarquant que U B, = U A,.
neN neN

Corollaire 2.
Soit (Q, T, P) un espace probabilisé et (A, )nen une suite a valeurs dans 7. Si, pour tout n € N,

A, est négligeable, alors U A, est négligeable.
neN

On applique le deuxiéme point de la proposition précédente a la suite (A, )nen; On a :

+ o0 “+ o0
O§P<U An> <> P(Ay) =) 0=0.
neN n=0 n=0
Dot P (U,en An) = 0 et donc J,,c An est négligeable. O

4. Loi/Distribution de probabilité discréte

a. Caractérisation d’une mesure de probabilité sur un univers au plus dénombrable

(Théoreme 2.)

Soit €2 un ensemble non vide au plus dénombrable.

i) Soit P une probabilité sur (2, P(€2)). On pose, pour w € Q, p, = P({w}). Alors, (pu)wen
est une famille sommable de réels positifs et :

przl-

weN

ii) Si (pw)weq est une famille sommable de réels positifs telle que Z pow = 1, alors il existe

weN
une unique probabilité P sur (2, P(2)) telle que, pour tout w € Q, P({w}) = p,. Elle

est définie, pour A € P(Q), par :

P(A) = pr-

wEA

Comme, pour tout w,w’ € Q, {w} € P(Q), {w} N{w'} =0 et U, co{w} = Q, la famille au plus
dénombrable ({w})weq est un sytéme complet d’événements.

11



i) La famille au plus dénombrable ({w}),cq étant un sytéme complet d’événements, d’apres
la proposition 3, la famille (P({w})),eq est sommable et on a :

Y P{wh =) p=1

weN weN

ii) Soit A € P(Q2) un événement. Alors la famille (p,,),ca est sommable comme sous-famille
de la famille sommable (py)uen-

On définit alors application P : P(Q) — R, pour A € P(R), par :

P(A) =) po.
weA
Montrons que P est une probabilité sur (Q,P(Q)).

— On a, pour tout A € P(Q2), P(A) = > caPo = 0 car p, > 0 pour tout w € Q
et P(A) = > caPw < D ecqPw = 1 car (pu)wea est une sous-famille de la famille
sommable (p,),en- Ainsi, P est & valeurs dans [0, 1].

—onaP(Q)=> cqpu=1

— Soit (Ay)nen une suite d’événements deux & deux disjoints. On pose A = J,, oy An €
P(Q). Alors (pw)wea est une famille sommable, donc, d’aprés le théoréme de som-
mation par paquets appliqué a la partition (A4, )nen de A, la famille (P(A,))neny =
(> -wea, Puw)nen est sommable et donc ) P(A,) converge, et de plus, on a :

P(U An) =PA)=) po=Y_ Y pwip(An).

neN wEA neENweA,,

Il en résulte que P est une probabilité sur (Q, P()).
Finalement, on a, pour tout w € , {w} € P(Q) et P({w}) = Zw,e{w} Do’ = Peo-

Par construction, P est unique.

b. Loi/Distribution de probabilité discréte

Définition 8.

Soit © un ensemble non vide au plus dénombrable.

— On appelle distribution de probabilité discrete sur (2 ou plus simplement distri-
bution discréte sur 2 toute famille indexée par €2 de réels positifs, sommable et de
somme 1.

— On appelle loi de probabilité discréte sur 2 ou plus simplement loi discréte sur (2
toute mesure de probabilité sur (Q, P(2)).

12



Remarque 6.

— En vertu du théoréme 2, une loi de probabilité discrete sur €2 est entierement déterminée
par la donnée d’une distribution discréte sur 2.

— On utilisera souvent le symbole £ pour désigner une loi de probabilité discréte quelconque.

13



Partie B

Probabilités conditionnelles

Dans cette partie, (Q, T, P) désigne un espace probabilisé.

1. Conditionnement

Définition 9. Probabilité conditionnelle

Soit B € T tel que P(B) > 0. Pour A € T, on appelle probabilité (conditionnelle) de A
sachant B et on note Pg(A) ou encore P(A|B) la quantité :

P(ANB)
Pp(A) = P(A|B) = “P(B)
L’application Pg : T — [0, 1] définie par :

fﬁ;:f1F%‘PB(A>

est appelée probabilité conditionnelle sachant B.

Soit B € T tel que P(B) > 0. La probabilité conditionnelle Pg : 7 — R sachant B est une
probabilité sur espace probabilisable (2, 7).

Montrons que Pg une probabilité sur (2, 7).

— Pour tout A € T, Pg(A) = P;‘%gf’) > 0 car P est a valeurs positives et comme ANB C B,

ona P(ANB) < P(B) dou Pg(A) = Pgég,;g) < 1. Par suite, Pp est & valeurs dans [0, 1].
P(QNB) _ P(B
— Ona Pp(Q)) = I(D(B)) :%:1.
— Soit (Ap)nen une suite d’événements deux & deux disjoints. On a :

<U An>mB: J@“.nB)

neN neN

De plus, pour tout n,m € N avec n # m, (A4, N B)N (4, N B) = (A4, NA,)NB = 0;
—

=0
donc (A, N B),en est une suite d’événements deux & deux disjoints.

14



Par suite, Y P(A, N B) converge, donc Y Pp(A,) =>_ PAOB) ¢oalement et on a :

P(B)
P(U,en(AnNB)) X A mB e
B (nLgNAn> = U lil((B) ) znz% il ZPB

Il en résulte que Pp est une une probabilité sur (2, 7).

2. Formules conditionnelles

a. Formule des probabilités composées

,(Théoréme 4.) Formule des probabilités composées

i) Soit A,B € T tel que P(B) > 0. On a :

P(AN B) = P(A|B)P(B).

n—1
ii) SoitneNavecn22etA1,...,AneTtelsqueP<ﬂ Ai> >0.0na:

i=1

(ﬂA) P(A) ><P(A2|A)><P(A3|AlﬂA2)><...><P<An

i) Soit 4,B € T tel que P(B) > 0. On a P(A|B) = Z557 donc :

P(AN B) = P(A|B)P(B).

ii) Montrons, par récurrence sur N ~\ {0,1}, que, pour tout entier n > 2, la propriété

n—1
P, ="pour tout Aq,...,A, €T tels que P <ﬂ A¢> >0,o0na:

i=1

o({4) - i
=1 k=1

— Initialisation. On a, d’apres i) :

(ﬂ A; > P(A; N Ay) = P(A3|A1)P(A;) = P(A;) x 1:[ P <Ak+1
k=1

Donc Py est vraie.

k—1
ﬂ Ai> )
=il

k—1
ﬂ Ai> .
=l

— Hérédité. Soit un entier n > 2. On suppose P, vraie. Soit Ai,...,A,+1 € T tels que

15



P (m AZ-) > 0. Alors, comme (), A; C ﬂ?;ll A;,ona:

=1
n n—1
=1 i=1

Ainsi, par hypothése de récurrence,

k=1

k—1
ﬂ A,») )
g=i

De plus, on a, d’apres i) :

) (f14).

() (v (1) (o

Ainsi, il en résulte que :

() - i (o
=1 k=1

k—1

ﬂ Az) x P (An+1
i=1

k—1

n«)

=1

1)
i=1

n+1 n
P (ﬂ Ai> = P(4) H P (Ak+1
=1 k=1

Ce qui acheve le raisonnement par récurrence.

Il en résulte que la propriété P, est vraie pour tout n € N~ {0,1}.

Remarque 7.

Soit A, B € T. Dans le cas on P(B) =0, ona P(ANB) =0 car AN B C B. Ainsi, en vertu du
théoreme précédent, on adoptera la convention suivante dans toute la suite du chapitre :

Si P(B) =0, on convient que P(A|B)P(B) = 0.

b. Formule des probabilités totales

Exercice 3.

Soit B € T. Montrer que, pour tout A € 7, P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B).
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Soit A€ T.Ona BUB = donc :
A=ANQ=AN(BUB)=(ANB)U(ANB)
Et, de plus, on a BN B =, donc :
(ANB)N(ANB)=ANBNANB=AN(BNB)=10.
v
Par suite, on obtient :

P(A)=P((ANB)U(ANB))=P(ANB)+ P(ANB) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B).

On peut généraliser le résultat et la démonstration de I'exercice précédent a un systeme complet ou
quasi-complet d’événements quelconque & la place du systéme complet (B, B) : il s’agit de la formule des
probabilités totales.

,(Théoréme 5.) Formule des probabilités totales

Soit (B;)ier un systéme complet ou quasi-complet d’événements. Pour tout événement A € T,
ona:

P(A) =Y P(ANB) =) P(A|B,)P(B).

iel i€l
On rappelle la convention P(A|B;)P(B;) =0 si P(B;) =0.

Soit (B;)icr est un systéme complet d’événements. On a :
i€l
Par suite, on a :
A= U(AﬁBi) avec (ANB;)N(ANBj) =0 sii#j.

i€l
En effet,
U“AnB)={JAn|JBi=4Ana=4;
i€l i€l i€l
et

0.

(AﬂBi)ﬁ(AﬂBj):Aﬁ(BiﬂBj)ZAm(D

Par suite, par les propriétés de la fonction de probabilité P, on a :

P(A)=P (U(A N Bi)> => P(ANB;) =) P(A|B;)P(B).

el iel iel

Si (Bi)ier est un systéme quasi-complet d’événements, on le compléte en un systéme complet
d’événements avec B = Q \ | J,;c; Bi et on lui applique la formule des probabilités totales prouvée
précédemment : on remarque alors que, comme B est négligéable, alors P(A N B) = 0 et donc
P(A)=>,c; P(ANBy). O
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c. Formule de Bayes

,(Théoréme 6.) Formule de Bayes

Soit A € T tel que P(A) > 0.
i) Soit Be€T.Ona:

P(A|B)P(B)
P(A)

ii) Soit (B;);es un systéme complet d’événements. On a, pour tout j € I :

P(B|A) =

14y . P(A|B;)P(B))
il > P(AIB)P(B;)

iel

i) Soit B€T7.Ona:

_ P(BNA) P(AnB) _P(A|B)P(B)
PB="pm ="p@ - P4

ii) D’aprés i) puis la formule des propbabilités totales, on a :

P(A|B;)P(B;) _  P(A|B;)P(B;)
P(A) " P(AB)P(B:)

icl

P(Bj|A) =

d. Exercice d’application des formules

Exercice 4.

Dans une population, on donne la probabilité définie, pour n € N par p,, qu'une famille ait n

enfants ou, a étant un réel strictement positif :
2’ﬂ
Pn = Oéir
n!
On suppose qu'’il est équiprobable qu’un enfant soit une fille ou un garcon.
Déterminer le nombre a.
Déterminer la probabilité qu’une famille ait au moins un garcon.

1.
2.
3. Déterminer la probabilité qu'une famille ait exactement 2 garcons et 3 filles.
4.

On cherche a déterminer la probabilité qu'une famille ait exactement deux enfants sachant

qu’elle a au moins deux filles.

a) Déterminer la probabilité qu'une famille ait exactement deux filles.
b) Déterminer la probabilité qu'une famille ait au moins deux filles.
¢) Conclure.
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1. Soit Q I'ensemble des compositions (d’enfants) des familles de la population. La suite d’évé-
nements (A, )nen définie par :

A, ="La famille possede exactement n enfants”.

étant un systeme complet d’événements, on a :

1P(Q)P<U An> :+§An:+§pn.
n=0 n=0

neN

Par suite,
+oo +oo on
— _ a4 _ 2
1—an—ozzn! = ae”.
n=0 n=0
Dot o = e~ 2.
2. On note B I’événement :
B="La famille posséde uniquement des filles (ou aucun enfant)”.
Alors B="La famille posséde au moins un garcon” est 1’événement dont la probabilité est
recherchée.

On a, d’apres la formule des probabilités totales :

o0 400

1 _ 1

P(B) =Y P(B|A,)P(4,) = > b= e =,
n=0 n=0

3. On note C' I’événement recherché, D 1’événement "la famille possede 2 garcons et 3 filles
(au moins)” et on reprend la suite (A,) de la question précédente. Alors on a C' = DN A,
donc :

5
P(C) = P(DN 4s5) = P(D|45)P(4s5) = (@ 212213) '672% - 121e2'

4. On note F I'événement "une famille a au moins deux filles” et on reprend la suite (A,) de
la question 1.

a) Avec les notations précédentes, ce qu’on doit calculer est :

1 4 1
P(F (1 Ag) = P(F|A2)P(A2) = €75 = .

b) D’apres la formule des probabilités totales, on a :
P(F)=1-P(F)=1-) P(F|A,)P(Ay).
n=0

et on a :

— n\ 11 ny1 1 1
P(F|A,) = (0>202n + <1)212n_1 =(n+1)g,.

Ainsi, on a :
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+oo
9 n+1
Y
n=0
) +0<>n +ool
i O EDY
n=1 n=0
+001
=2¢~2 -
€ nZ:()n!
_ 2
==
. 2
D’OuP(F):l—E
¢) Ona:
P(AyNF) 1 1 1
PAz|F) = P(F) T 2e2 2~ 2e(e — 2)

3. Evénements indépendants
a. Définition et premiéres propriétés

Définition 10.) Evénements indépendants

Soit A, B € T. On dit que A et B sont indépendants si

P(ANB) = P(A).P(B)

Proposition 5.

Soit A € T. Si A est négligeable, pour tout B € T, A et B sont indépendants.

Si A est négligeable, pour tout B € T, comme ANB C A, 0 < P(ANB) < P(A) =0 donc :
P(ANB)=0=0.P(B)=P(A).P(B)
d’ou I'indépendance de A et B.

On justifie le choix de la terminologie d’”indépendance” par la proposition suivante :
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Proposition 6.

Soit A,B € T avec P(B) > 0. Les événements A et B sont indépendants si, et seulement si,
P(A|B) = P(A).

Comme P(B) >0, on a :

A et B sont indépendants
si, et seulement si,

P(ANnB)=P(A).P(B)

si, et seulement si,
P(A|B)P(B) = P(A).P(B)
si, et seulement si,

P(A|B) = P(A). O

Proposition 7.

Soit A, B € T. Si A et B sont indépendants, alors :
— A et B sont indépendants
— A et B sont indépendants.

On suppose A et B indépendants.

— On a, en remarquant que AUB =ANB :

P(A)P(B) = (1-P(A)(1-P(B))
= 1-(P(4)+P(B) - P(A)P(B))
= 1-P(AUB)
- P (Zﬂ?)

P@AP(EB) = P(AND).

Donc A et B sont indépendants.

— Si B est négligeable, alors, d’apres la proposition 5, A et B sont indépendants.
Supposons P(B) > 0. Comme A et B sont indépendants, d’aprés la proposition 6,
P(A|B) = P(A) d’ot, comme Pg est une probabilité sur (Q,7) :

P(A|B) = Py(A) = 1 — Pg(A) = 1 — P(A|B) = 1 — P(A) = P(A).

Ainsi, d’apres la proposition 6, A et B sont indépendants.
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Corollaire 3.

Soit A € T. Si A est presque siir, pour tout B € T, A et B sont indépendants.

On suppose A est presque siir. Soit B € 7. L’événement A’ = A est négligeable donc, d’apres la
proposition 5, A’ et B sont indépendants ; par suite, d’apres la proposition 7, A = A’ et B sont
indépendants. O

b. Indépendance d’une famille d’événement

Définition 11.| Indépendance deuz d deux/Indépendance

Soit (A;);er une famille a valeurs dans 7.

e On dit que les événements A;, pour i € [ sont deux a deux indépendants si, pour
tous ¢,j € I avec i # j, on a :

P(A; N A;) = P(A;)P(A;).

e On dit que les événements A;, pour i € I sont indépendants (ou mutuellement indé-
pendants) si, pour toute partie finie J de I, on a :

P (ﬂ AZ) =[] P

i€J i€J

Remarque 8.

Il est clair que I'indépendance d’une famille d’événements implique 'indépendance deux a deux
de ces événements mais la réciproque est fausse! comme en atteste I’exercice suivant :

Exercice 5.

On lance deux fois un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6 et on considere les événements
suivants :

A="La somme des deux lancers est pair”; B="Le premier lancer est pair” et
C="Le second lancer est pair”.

Montrer que les événements A, B,C' sont deux a deux indépendants mais pas mutuellement
indépendants.

On formalise ’exercice de la fagon suivante :
— L’univers Q : ici, Q = [1,6]?;
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— La tribu 7 :ici, T = P(Q);

A A
— La mesure de probabilité : ici, P: A+~ P(A) = #A_#4 car le dé est équilibré.

CHO 36
On illustre les événements A, B, C' de la maniére suivante :
(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
AR EM B C|AREARCIARTEMRBC
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
M B ©|A B C|M B ©|A B C|A B A B C
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
AR GEM B C|AREARCIAREMRBC
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
M B ®|A B C|M B ®|A B C|A B A B C
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
AR UEMBC|AREARCI[ARTEMRBC
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)
M B ®|A B C|M B S|A B C|A B ¥E|A B C
Ainsi, on a :
— A = {(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(2,6),(3,1),(3,3),(3,5), (4,2), (4,4), (4,6), (5,1),
(5,3),(5,5),(6,2),(6,4),(6,6)}, donc P(A) = % = %;
- B = {(2’1)7(272)7(273)7(274)7(275)7(2’6)7(471)’(4’2)7(4’3)’(474)’(4’5)7(476)’(671)7
(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}, donc P(B) = 35 = et
- C = {(172)7(272)7(372)7(4?2)7<572)7(672)’(174)7(2’4)7(374)’(474)7(574)7(674)7(176>7
(2,6),(3,6),(4,6),(5,6),(6,6)}, donc P(C) =13 =1
puis :

ANB=BNC=CnA=AnBNC ={(2,2),(2,4),(2,6),(4,2), (4,4), (4,6), (6,2),(6,4), (6,6)},

9

doi
P(AmB):P(BmC):P(CmA):P(AmBmC):%:i.
Ainsi, on a :
PMmm:iszwwﬁ mBmm:i:Pwﬂ«m HOH@:%:P@W@)

donc A, B et C sont deux a deux indépendants; et

PMQBQ@:%#é_HMPwW@)

donc A, B et C ne sont pas indépendants.
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Partie C

Variables aléatoires discretes

1. Variables aléatoires discrétes

a. Définition

Définition 12.| Variable aléatoire discréte

Soit (€2, T) un espace probabilisable, E' un ensemble et X : Q — E une fonction. On dit que la
fonction X est une variable aléatoire discréte sur (2,7 ) si :

i) Pensemble X () est au plus dénombrable ;
ii) pour tout x € X(Q), X 1({z}) est un événement de T, i.e.

X '{z)={weQ|X(w)=x}eT.

De plus, si £ C R, on dit que X est une variable aléatoire discrete réelle.

Proposition 8.

Soit (€2, 7) un espace probabilisable, F un ensemble et X : Q@ — FE une variable aléatoire
discrete. Pour tout F C E, X '(F) € T.

Soit F C E.Ona FNX(Q) = U {2z} donc, par propriétés de I'image réciproque d’une
T€EFNX(Q)
fonction, on a :
XN =x"Fnx@)= J x'{s=})
z€EFNX(Q)

Comme X est une variable aléatoire discrete, X (§2) est au plus dénombrable donc F'N X () P'est
aussi et, de plus, pour tout z € FN X(Q) C X(Q), X *({z}) € T.
Or la tribu 7 est stable par union au plus dénombrable donc

x'rF)= |J X '{a}heT.

TEFNX(Q)

Pour des questions de lisibilité et de simplicité, on emploie les notations suivantes :
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Notation 1.

Soit (€2,7) un espace probabilisable, E un ensemble et X : Q@ — E une variable aléatoire
discrete.

— Pour F C E, I'événement X ~!(F) est noté (X € F).

— Pour x € E, 'événement X ~1({z}) est noté :

— Si E C R, pour x € E, les événements X (] — oo, z[), X (] — o0, 2]), X 1(Jz, +o0[) et
X~1([z, +o0[) sont notés respectivement :

(X <), (X <z, (X > x), (X > ).

Proposition 9.

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2,7, P) et & valeurs dans N.
On a, pour tout n € N :

+oo
P(X=n)=P(X>n-1)-P(X>n)et P(X >n)= >  P(X=k).
k=n+1

— On a, pour tout n € N :
X=n)=X>n—-1)~ (X >n)avec (X >n)C (X >n—-1),
donc :
P(X=n)=P(X >n—-1)— P(X >n).

— On a, pour tout n € N :

X>n)= |J X=k

keN
k>n41

et la famille (X = k)pen étant un systéme complet d’événements la série ), ., P(X = k)
converge et on a :

+oo
PX>n=P| |JX=k|= > PX=k
raey h=nt

et donc P(X > n) est le reste d’ordre n de la série convergente Y P(X = n).

b. Loi de probabilité d’une variable aléatoire
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Définition 13., Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2,7, P). On appelle loi de
probabilité de X lapplication Px : P(X(Q2)) — [0, 1] définie par :

Px : A P(X € A).

Proposition 10.

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2,7, P). Le triplet
(X(Q),P(X(Q)), Px) est un espace probabilisé.

D’aprés lexemple 1, P(X(R2)) est une tribu sur X (92) donc (X (92),P(X(Q2))) est un espace
probabilisable. Il reste a montrer que Px est une mesure de probabilité sur cet espace.

Comme X est une variable aléatoire discréte I'application image réciproque X ! : F s X ~1(F)
définie sur P(X(Q)) est a valeurs dans T d’apres la proposition 8.

— Onaalors Px = Po X~ 1:P(Q) —[0,1].

— Ona Px(X(Q) =P(X YX(Q)) =P ) =1.

— Soit (F)nen € P(X(2))Y une suite d’ensembles deux & deux disjoints. Pour n € N, on
note A, = X 1(F,) € T et on a alors P(A,,) = Px(F,). Pour tous n,m € N avec n # m :

AnNAp =X"YF)NXYEF,) =X F,NE,) =X"10) =0

Ainsi, (A, )nen est une suite & valeurs dans 7 d’ensembles deux & deux disjoints, donc, P
étant une mesure de probabilité, > Px(F,) = >_ P(A,,) converge et, par o-additivité de

T ey - (e (un)

= P (U X! (Fn)>

neN

= P (U An>
neN
+oo
= ZP(An)
n=0

“+o0
Px <U Fn> = ) Px(F).
n=0

neN

Il en résulte que Px est une mesure de probabilité sur (X(92),P(X(92))) et donc
(X(Q),P(X(Q)), Px) est un espace probabilisé. O
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Proposition 11.

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2,7,P). La fa-
mille (X =1)), x(@) ©st un systeme complet d’événements et en particulier, la famille
(P(X = 2)),cx(q) est sommable de somme :

Comme X est une variable aléatoire discréte, pour tout z € X(Q), (X =) = X 1 ({z}) € T
d’apres la propostion 8 et pour tous z,z’ € X(Q) avec x # 2/, on a :

X=o)n(X=a)=X"{zHhn X" {&'H =X ({z}n{z}) = X7'(0) =0.

Donc ((X = )),cx(q) est une famille d’événements deux a deux incompatibles.

De plus, on a :

U &=2= J x'deh=x"| U & =x"x@) =2
TEX(Q) zeX(Q) TEX(Q)
Par suite, ((X = 2)),¢cx(q) est un systéme complet d’événements. O

Remarque 9.

— D’apres ce qui précede, si X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé
(Q,T, P),laloi de probabilité Px est entierement déterminée par les événements (X = x)
pour z € X (Q).

Ainsi, pour déterminer la loi de probabilité Px de la variable aléatoire X, (il faut et) il
suffit de déterminer les valeurs de P(X = x) pour chaque z € X (Q).

— Si X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable
E, X(Q) n’est pas forcément égal & E. Dans la suite, on étendra la loi Px de X a P(E)
tout entier, en posant, pour z € E ~\ X (), Px({z}) := 0 ou encore P(X =z) = 0.
Ainsi, Px définit une loi de probabilité sur (E,P(E)).

Notation 2.

Soit E un ensemble au plus dénombrable, £ une loi discréte sur E définie par une famille (p,)zep
et X,Y des variables aléatoires discrétes a valeurs dans F.

— On dit que X suit la loi discréte £ et on note X ~ L si Py = L i.e. si pour tout
reF,
P(X =z) =p,.

— On dit que X et Y suivent la méme loi ou encore que X et Y sont équidistribuées
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et on note X ~Y si Py = Py i.e. si pour tout z € F,

c. Fonction d’une variable aléatoire discréte

Proposition-Notation 12.

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisable (2, 7), F' un ensemble et
f: X(2) — F une fonction. On note f(X) la variable aléatoire discréte f o X sur (Q,7).

On pose Y = f(X) = foX.
— L’application f : X(Q) — f(X () = Y (Q) est surjective et X (£2) est au plus dénombrable
car X est une variable aléatoire discréte donc Y (£2) est au plus dénombrable.

— Soit y € Y(Q2) = f(X(Q)). Alors, comme f~!({y}) C X(Q2) et X est une variable aléatoire
discréte a valeurs dans X (Q2), d’apres la propostion 8, X~ (f~!({y})) € T. Ainsi :

YV=y)=Y"{gh)=(foX) " {yh) =X (F'{y}) € T

Il en résulte que f(X) =Y est une variable aléatoire discréte sur (Q,T). O

Proposition 13.

Soit E, F' des ensembles, X,Y des variables aléatoires discrétes a valeurs dans un ensemble E
et f: E — F une fonction. Si X ~ Y, alors f(X) ~ f(Y).

On suppose que X et Y suivent la méme loi. On note X' = f(X) et Y’ = f(Y) qui sont des
variables aléatoires discrétes d’apreés la proposition précédente. Soit ' € F. On a :

X' =a)=X"('qe)= U x == U &=w
refi({a)) refi({a))

et de maniere analogue :
YV'=2)= |J =2
zef~1({='})
Or, les événements (X = z) étant deux a deux disjoints d’apres la proposition 11, et de méme
pour les (Y = z), on a obtient, comme X ~ Y :

P(X'=a)= Y PX=z)= Y PY=z)=PY =4
zef=1({z'}) zef=1({z'})

Il en résulte que f(X)=X' ~ Y’ = f(Y). O
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2. Rappels des lois usuelles sur un univers fini

a. Loi uniforme

Définition-Proposition 14.| Loi uniforme

Soit E un ensemble fini. La famille (p,).cg, ol, pour tout = € E, p, = ﬁ, est une distribution
de probabilité discrete sur E. On appelle loi uniforme sur E et on note U(E) la loi de
probabilité discrete définie par cette distribution.
Ainsi une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur F ie. X ~U(E) si:

e X(O)=F,;

e pour tout z € F,
1

PX=x)= ok

Si E = [1,n] pour un certain n € N*, on notera simplement I (n) la loi uniforme sur [1, n].

L’ensemble E est au plus dénombrable car fini. Pour tout z € E, p, = ﬁ € R4 ; la famille

(pz)zer est sommable car E est fini et on a :
1 1

el zeE

Par suite, la famille (p;).cp est une distribution discréte sur E.

b. Loi de Bernoulli

Définition-Proposition 15.| Loi de Bernoulli

Soit p € 10, 1[. La famille (p;)geqo0,1}, ot po = p et p1 = 1 —p, est une distribution de probabilité
discréte sur {0,1}. On appelle loi de Bernoulli de paramétre p et on note B(p) la loi de
probabilité discrete définie par cette distribution.
Ainsi une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parameétre p i.e. X ~ B(p) si :
e X(Q)={0,1};
e PIX=1)=pet P(X=0)=1-p.

On note E = {0, 1} qui est au plus dénombrable car fini. La famille (p,.).cp est sommable car F
est fini, po,p1 € Ry car p € [0,1] et on a :

d pe=pot+p=p+(1-p) =L
zEE
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Par suite, la famille (p.)zecf0,13 est une distribution discréte sur {0,1}. O

c. Loi binomiale
Définition-Proposition 16. Loi binomiale

Soit n € N* et p €0, 1[. La famille (pi)ke[o,n], oL, pour tout k € [0,n], pr = (})p"(1—p)" ", est
une distribution de probabilité discréte sur [0,n]. On appelle loi binomiale de paramétres
n et p et on note B(n,p) la loi de probabilité discréete définie par cette distribution.

Ainsi une variable aléatoire X suit une loi binomiale de parameétres n et pie. X ~ B(n,p)
si:

o X(Q) = [0,n]:

e pour tout k € [0,n],

On note E = [0, n] qui est au plus dénombrable car fini. La famille (p;)rcr est sommable car F
est fini, a valeurs réelles positives car p € [0, 1] et on a, d’apres la formule du bindéme de Newton :

n

>op=> <Z>p’“(1 - F=p+1-p)=1"=1

keE k=0

Par suite, la famille (px)refo,n] une distribution discréte sur [0, n]. O

3. Lois usuelles sur un univers dénombrable
a. Loi géométrique

Définition-Proposition 17.| Loi géométrique

Soit p € ]0,1]. La famille (pg)xen=, olt, pour tout k € N*, p, = p(1 — p)*~1, est une distribution
de probabilité discréte sur N*. On appelle loi géométrique de parameétre p et on note G(p)
la loi de probabilité discrete définie par cette distribution.

Ainsi une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parameétre p et on note X ~ G(p)
si:

e X(Q)=N*;

e pour tout k € N*,
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L’ensemble N* est dénombrable et la famille (pg)ren+, qui est une suite & valeurs réelles positives
car p € [0,1], est sommable car terme général d’une série absolument convergente : en effet, il
s’agit d’une suite géométrique de raison 1 —p € ]0,1[. De plus, on a :

+oo +o00
_ p
ZPkZP;(lfp)’“ ! :p;)(l*p)’“:mzl

keN*

Par suite, la famille (pg)ren+ une distribution discréte sur N*. O

Remarque 10.

Une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p modélise le temps d’attente
du premier succes d’une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes de parametre p.

Exercice 6.

Soit p € ]0, 1] et X une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de parameétre p. Déterminer
la valeur de P(X > k) pour k € N*.

On a X ~ G(p) donc X () = N* et pour tout k € N*¥,
P(X =k)=p(1-p)*".

On remarque que (on redémontre ici le résultat de la proposition 9) :

—+ o0
(X>k)=X=k+)UX=k+2)U..= | X=n)
n=k+1
Les événements (X = n) étant incompatibles, on a alors :
+oo —+o0 —+o0
PX>k)= Y PX=n)= > pl-p"'=pd-p*>Y 1-p"=01-p*
n=k+1 n=k+1 n=0
—_——

s =

Proposition 14.

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N* et que P(X = n) # 0 pour tout n € N*.
Alors X suit une loi géométrique si, et seulement si, pour tous k,l € N*

PX>k+UX>k)=PX>1).
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On remarque tout d’abord que, pour tous k,! € N* (X > k+1) C (X > k) dou (X > k+1)N(X >
k)= (X >Ek+1), et ainsi :

P(X > k41X > k) = P((X>}lgc(4)—(l)>ﬂk§X>k)) :P;)E;j;r)l)

(=) On suppose qu'il existe p € ]0,1] tel que X ~ G(p). Alors, d’apres 1’exercice précedent,
pour tous k,l € N* :

_ m\k+I
PX>k+1X >k) = Pg;f/j)l) = (}1 _p;)k =(1-p)l=PX>1.

(<) On suppose que pour tous k,l € N*|

(P(X > k+1)

P(X > k) :)P(X>k+l|X>k)=P(X>l).

On pose p = 1— P(X > 1) € ]0,1[ (car les P(X = n) sont non nuls) et pour n € N*,
U, = P(X >n) > 0. Alors on a :

Unp+1 7P(X>Tl+].)
u,  P(X >n)

PX>1)=1-p

~—~—
=n et =1

k

Ainsi, (u,)nen+ est une suite géométrique de raison 1 — p et donc, pour tout n € N* :

PX>n)=tu=0-p)" tuy=1—-p)" 'P(X >1)=(1-p)"

On remarque que la formule précédente est toujours valable pour n = 0 car X étant a
valeurs dans N*, P(X > 0) = 1.

Par suite, comme, pour k € N*,

(X=k)=(X<KHNX>k-1)=X>SHN(X>k-1)=(X>k-1)~ (X >k
et ( X>k)C(X>k—1),ona:
P(X=k = P(X>k—1)—P(X >k
Q-p*'=(1-p*
1-p*'1-(01-p)
p(1 —p)kt

o}
»
[

&
I

Il en résulte que X ~ G(p).

b. Loi de Poisson
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Définition-Proposition 18.| Loi de Poisson

Soit A € R*. La famille (py)ren, ot, pour tout k& € N, p, = e”\)‘k—]!c, est une distribution de
probabilité discréte sur N. On appelle loi de Poisson de parameétre A et on note P()) la loi
de probabilité discrete définie par cette distribution.

Ainsi une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parameétre A ie. X ~ P()\) si:
o X()=N;

e pour tout k € N,

)\k
_ _ =

L’ensemble N est dénombrable et la famille (pg)ren, qui est une suite a valeurs réelles positives
car A € R7, est sommable car terme général d’une série absolument convergente : en effet, pour
tout k€N, pr >0etona:
Dk+1 A
Pk a kE+1 ko400

0<1

d’oti la convergence absolue de Y py d’apres la régle de D’Alembert. De plus, on a, en reconnais-
sant la somme de la série exponentielle :

Xk IX Nk

_ A=A AN
Zpkfze ¢ Zk!e e’ =1.
keN k=0 k=0
Par suite, la famille (pg)ren une distribution discréte sur N. O

Exercice 7.

Soit A € R%, (pn)nen une suite & valeurs dans |0, 1] et (X,,)nen une suite de variables aléatoires
telle que pour chaque n € N, X, ~ B(n, p,).

Montrer que si np, — A, alors, pour tout k € N,
n—-+oo

n—+4o0 k'

Soit k € N. Pour tout n € N avecn >k, on a k € [0,n] = X,,(©2) d’ou :

n nn — . n— k
P(Xn=k)= (k)p’é(l —pn)" =1 —pa)" (n=1) (k! bt 1)p"(l —pn) "

Or, comme np, ~ Aonap, ~ 2>——=0e o (np,) ——0,dou:
n—+0o n—+oco " n—+4oco n—s+00 n—+0o

_ —k .

* (1 —pp) e 1;
_ _ koo ok k_ k k.
* nn—1)..(n —k+ 1)p, Wl TP (npy,) P AT
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*x et :

(1 . pn)n _ en ln(l—pn) _ en(_pn"l‘n_)o_'_oo(pn)) _ e_npn S en_}‘z*_oo(npn) " €_>\.
n——+0oo
Il en résulte que :
AP
P(X, =k) — ¢ T

Remarque 11.

En pratique, lorsqu’on se donne une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parametres
n et ppour n € Netpe]0,1] tels que n > 30, p < 0,1 et np < 15, on estime qu’une loi de
Poisson de parametre A = np approxime de maniere satisfaisante la loi de X.

4. Couples de variables aléatoires

Dans ce paragraphe, (2, T, P) désigne un espace probabilisé. Les variables aléatoires considérées sont
définies sur cet espace.

a. Généralités

Définition 19.| Couple de variable aléatoires discrétes

Soit X,Y des variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisable. On appelle couple
de variables aléatoires discrétes sur (2,7,P) et on note (X,Y) lapplication w +
(X (w), Y (w)).

Proposition 15.

Soit X,Y des variables aléatoires discretes a valeurs dans E, F' respectivement. Le couple de
variables aléatoires (X,Y) est une variable aléatoire discréte sur (£2,7) & valeurs dans E X F
et, pour tous (A4, B) € P(E) x P(F), on a :

(X,Y)e AxB)=(X € An((Y € B),
et en particulier, pour tout (z,y) € X(Q) x Y(Q) :

(X,Y) = (z,9) = (X =2)N(Y =y).

On note Z = (X,Y) : w — (X(w),Y(w)). Alors Z est une fonction de Q dans E x F et on a,
comme X et Y sont des variables aléatoires discrétes sur (Q2,7) :

— Z(Q) = X(2) x Y(22) qui est au plus dénombrable comme produit cartésien d’ensembles
au plus dénombrables ;
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— powr ACFEet BCF,ona:
(ZeAxB) = {we|Z(w)e Ax B}
= {weQ|(Xw),Y(w)) € Ax B}
= {weQ|X(w)eAet Y(w) € B}
= {weQ|Xw)eAtnN{we|Y(w) e B}
(Ze AxB) = (XeAn(Y eB)

En particulier, pour (z,y) € Z(Q) = X(Q) x Y(2), on a, comme (X =z), (Y =y) € T et
T est stable par intersection :

(Z=@y)=(Ze{e}x{yh) =X e{zhnV efzh) =X =2)n(Y =y) € T.

Il en résulte que Z = (X,Y) est une variable aléatoire discréte sur (Q,7). O

Dans la littérature, on pourra croiser la notation suivante, mais dans la suite de ce chapitre, elle ne
sera pas systématiquement utilisée :

Notation 3.

Soit X,Y des variables aléatoires discretes a valeurs dans E, F' respectivement. Pour A C E et
B C F, on note :
(XeAYeB)=(XecAn((Y eB).

En particulier, pour (x,y) € E X F, la notation devient :

X=z,Y=y=X=2)n (Y =y).

Définition-Proposition 20.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. La famille d’événements :

(X =2)0 (Y =9)uyex@)xy©

est un systéme complet d’événements que l'on appelle systéme complet d’événements as-
socié au couple (X,Y).

D’apres la proposition 15, (X,Y") est une variable aléatoire discréte, donc, d’aprés la proposition
11, (X,Y) = (#,9)) (4 y)e(x,v) (@) €St un systéme complet d’événements. Or, toujours d’apres la
proposition 15, on a :

(X =2)N (Y =9) oyex@xy@ = (XY) = (2,9)) @pex.y)@)

Ainsi, (X =2) N (Y =9)),)ex@)xy (@) et un systeme complet d’événements. O
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b. Loi conjointe

Définition 21.| Loi conjointe

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discrétes. On appelle loi conjointe de (X,Y) et
on note P(x yy la loi de probabilité du couple (X,Y").

Remarque 12.

Pour (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes, comme (X,Y) est une variable aléatoire
discréte, la loi conjointe du couple est entierement déterminée par la donnée de la famille (P(X =

2, Y = Y)) (2 )ex (@) xy(Q)

c. Lois marginales

Définition 22. Loi marginales

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. On appelle premiére loi marginale du
couple la loi de probabilité de X et deuxiéme loi marginale du couple la loi de probabilité
de Y.

Le théoréme suivant donne une expression des lois marginales en fonction de la loi conjointe.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes. On a :
— pour tout z € X(Q), P(X =x) = Z PX =z Y =y).
yeEY ()

— pour tout y € Y(), P(Y =y) = Z P(X =z Y =y).
zEX ()

— Soit x € X(2). Comme Y est une variable aléatoire discrete, (Y = y))yey (o) est un sys-
téme complet d’événements et donc, d’apres la formule des probabilités totales (Théoréme
5), on a :

PX=z)= Y P(X=2)n¥Y =y)= Y PX=zY=y).
yeY (w) yeEY ()

— On raisonne de maniére similaire ou bien on applique le point précédent au couple (Y, X)

en remarquant que, pour (y,z) € Y(Q) x X(Q), PY =y, X =2)=P(X =1z, Y =y).
O
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d. Lois conditionnelles

Définition 23. )| loi conditionnelle

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes et x € X(Q) tel que P(X = z) # 0.
On appelle loi conditionnelle de Y sachant X = x la probabilité notée Px—,) sur (€2, 7)
déterminée, pour y € Y(Q), par :

P(X:z)(Y =y) =P =y|X =2x).

Exercice 8.

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discretes tel que, pour tout € X(Q), P(X = x) #
0.

1. Soit (z,y) € X(Q) x Y(Q). Montrer que

2. On applique la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements ((X =
))zex(Q)-

Remarque 13.

On généralise toutes les notions précédentes aux cas d’un n-uplet de variables aléatoires.

5. Variables aléatoires indépendantes

a. Couple de variables aléatoires indépendantes

Définition 24.| Couple de variables aléatoires indépendantes

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discrétes. On dit que X et Y sont indépendantes
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et on note X 1L Y si, pour tout (z,y) € X(Q) x Y (Q),

PX=z Y=y)=PX=x)PY =y).

Proposition 16.

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discrétes. Les variables X et Y sont indépendantes
si, et seulement si, pour tous (4, B) € P(X(2)) x P(Y(2)),

P(X €A YeB)=P(X ecAPY €B).

(=) On suppose X et Y indépendantes. Soit (A4, B) € P(X(2)) x P(Y(€2)). On a :
(XeAYeB) = |J (xV)=@y= | &=z Yv=y.
(z,y)€EAXB (z,y)€EAXB

Comme (X,Y’) est une variable aléatoire, la famille (X = =, Y = y))@y)ex@)xy @)
est un systéme complet d’événements et ainsi, la famille la famille (P(X = z, Y =
Y)) (z,y)ex () xy(Q) est sommable (de somme 1) d’apres la proposition 3. Par suite, sa sous-
famille (P(X =, Y = y))(z,)eax B est sommable et, d’apres le théoréme de sommation
par paquets appliqué & la partition verticale de A x B = J,,{(%,y) |y € B}, on a :

Y PX=2Y=y=> > PX=zY=y).
(z,y)€EAXB z€AyEB

Ainsi, comme ((X =z, Y = y))(,y)caxp est une famille au plus dénombrable d’événe-
ments deux a deux disjoints et comme X et Y sont indépendantes :

P(X€eAYeB) = P U =z v=y
(z,y)EAXB

= > P(X=2Y=y)
(z,y)EAXB

= > Y PX==zY=y)
rcAyeB

= Y Y P(X=a2)P(Y =y)
r€eAyeB

= (ZP(XZ.’I?)) ZP(Y:?J)

€A yeb

- P(U(X:x))P Uy =v

T€EA yeB

P(Xe€AYeB) = P(XeAPYeB).
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(<) Si, pour tous (4,B) € P(X(Q)) xP(Y(Q)), P(X € A, Y eB)=P(X e A)P(Y € B),
alors, pour tout (z,y) € X(Q) x Y(Q), en appliquant 'hypotheése & A = {z} et B = {y},
on obtient que X et Y sont indépendantes.

O

Proposition 17.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes et f, g des fonctions définies sur X (2) et
Y (2) respectivement. Si X et Y sont indépendantes, alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

On suppose X 1l Y. On note Z = f(X) et T = g(Y). Alors, Z et T sont des variables aléatoires
discretes d’apres la proposition-notation 12 et on a, pour tout (z,t) € Z(2) x T(Q) :

(Z=2)={weQ|f(XWw) =z} ={we|Xw) e f({D}=Xef({)

et de maniére analogue, (T =t) = (Y € g~ '({t})).

Par suite, d’apres la proposition 16, on a :

P(Z=2z T=t) = P(Xef'({z}) ¥eg'({th))
= P((X e fI{M)PY eg™'({t})
P(Z=2z T=t) = P(Z=2zP(T=t)
Dou f(X) = Z et g(Y) = T sont indépendantes. O

Proposition 18.| Loi d’une somme de variables aléatoires discrétes

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discretes & valeurs dans N. Si X et Y sont indé-
pendantes, alors, pour tout n € N,

P(X+Y =n)=Y P(X=kPY =n—k).
k=0

n

On pose Z = X +Y et on suppose X 1L Y. Alors Z est a valeurs dans N et on remarque que,
pour n,z,y € N, z + y = n si, et seulement si, € [0,n] et y =n — x, donc :

ke[o,n]

Ainsi, comme les événements de la famille ((X = k))xe[o,n] sont incompatibles, ceux de la famille
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(X =k)N(Y =n—k))re[o,n le sont aussi, d’ot :

PZ=n)=P| |J (X=B)n¥ =n-k)| =S P(X=K)N (Y =n—k)
ke[o,n] k=0

et ainsi, comme X et Y sont indépendantes :

Exercice 9.

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discrétes tel que X et Y sont indépendantes.
1. Soit A, € R% . On suppose X ~ P(A) et Y ~ P(p). Montrer que X +Y ~ P(A+ p).

2. Soit p,q € ]0,1[. On suppose X ~ G(p) et Y ~ G(q). Déterminer la loi de X +Y. On
donnera une expression simple de la distribution associée et on distinguera bien deux cas!

1. Soit A, s € R%. On suppose X ~ P(A) et Y ~ P(u). Onnote Z = X+Y. Comme X (2) =N
et Y(Q) =N, ona Z(Q)={z+y|zye N} =N et, daprés la proposition 18, pour tout
neN,ona:

n k
_ ZB—ALWL
k! (n—k)!
k=0

1 n
—(Ap) = )\k n—=k
nz() ’

k=0

A
P(Z=n) = e OWw 00 (O M) d’apres la formule du bindéme de Newton.

Par suite, X +Y = Z suit une loi de Poisson de parameétre A + pu.

2. Soit p,q € ]0,1[. On suppose X ~ G(p) et ¥ ~ G(g). On note Z = X + Y. Comme
XQ)=NetY(Q)=N,onaZQ)={z+y|z,yeN}={neN|n>2}et, dapres
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la proposition 18, pour tout entier n > 2, on a :

P(Z=n) = pg(l- q)”‘QnZ:2 (1_p>k

On distingue alors deux cas :
— Cas p = ¢q. Dans ce cas, on a alors :

n—1
1-— (%—p) 1 n—1 n—1
n— —q —q —\Ll—=p
P(Z=n)=pg(l —q)" *———75— —pgl=9 d-p)
= =6 p—aq

b. Famille finie de variables aléatoires indépendantes

Définition 25., Variables aléatoires indépendantes

Soit n € N* et (Xx)req1,n] une famille de variables aléatoires discrétes. On dit que les variables
X1, ..., X, sont indépendantes (ou mutuellement indépendantes) si, pour tout (z1,...,z,) €
X1(2) x ... x X, () :

P(X1 Z.’I,‘l,...,Xn :.’En) = HP(Xk ::Ck:)~
k=1

Proposition 19.

Soit n € N* et (X)re[1,n) une famille de variables aléatoires discretes. Les variables Xy, ..., X,
sont indépendantes si, et seulement si, pour tout (Ay,...A,) C X1(Q) x ... x X, (Q),

P(Xy € Ay,..., Xy € Ay) = [[ P(Xk € Ap).
k=1
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Proposition 20.| Lemme des coalitions
Soit n,m € N* avec m < n, (Xi)re,n] une famille de variables aléatoires discretes et f, g
des fonctions définies sur X1(Q) x ... x X, () et Xy 1(Q) X ... X X, () respectivement. Si
X1,..., X, sont indépendantes, alors f(Xi,...,Xn) et g(Xpmi1,...,X,) sont indépendantes.
Exercice 10.
Soit m € N* ny,...,n, € N, p € [0,1] et Xq,..., X, des variables aléatoires telles que, pour

ke [1,m], Xi ~ B(ng,p).
On suppose X1, ..., X;, indépendantes. Déterminer la loide Y = X; + ... + X,,.

c. Famille infinie de variables aléatoires indépendantes

Définition 26.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires discrétes. On dit que les variables X, sont in-
dépendantes si, pour toute partie finie I = {iy,...,4x} de N, les variables X;,,...,X;, sont
indépendantes.

ik

Le théoréeme suivant (dont la démonstration est admise) va nous permettre de pouvoir ”parler sans
crainte” de suites de variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi prescrite :

Théoréme 8.) Théoréme d’existence de Kolmogorov

Si (L,)nen est une suite de lois discretes, alors il existe un espace probabilisé et une suite
(X5 )nen de variables aléatoires discrétes indépendantes sur cet espace telle que, pour tout
neN X, ~L,.

Exemple 2.
Soit p € [0,1] et (X,,)nen+ une suites de variables aléatoires indépendantes suivant chacune une
loi de Bernouilli de parameétre p - le théoréme précédent (et il n’est la que pour cela) garantit que

cette suite est bien définie!
La variable T'= min{n € N* U {oco} | X,, = 1} suit une loi géométrique de paramétre p.

Partie D

Espérance, variance

Sauf mention contraire, les variables aléatoires discretes considérées dans cette partie sont définies sur un
espace probabilisé (€2, T, P) et sont a valeurs réelles.
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1. Espérance

a. Définitions et exemples

Définition 27.| FEspérance

Soit X une variable aléatoire discréte .

e Si X est presque siirement a valeurs réelles positives, on appelle espérance de X et on
note F(X) la quantité (potentiellement infinie) :

E(X)= ) aP(X=u)

zeX ()

e Si X est a valeurs dans R, on dit que X admet une espérance finie, si la famille
(P(X = )),cx (o) est sommable. Dans ce cas, on appelle espérance de X et on note
E(X) la quantité :

E(X)= ) zP(X=u)

zeX ()

e On note L'(Q, P), ou plus simplement L!, 'ensemble des variables aléatoires discrétes
admettant une espérance finie.

Remarque 14.

— Si X > 0 presque stirement i.e. P(X > 0) = 1, (xP(X = x)),ex(q) est une famille
de réels positifs car, pour tout z € X(Q) avec z < 0, on a (X = z) C (X < 0) don
PX=2)<P(X<0)=1-P(X >0)=0et donc zP(X =z) =0.

Ainsi, la somme de la famille (zP(X = x)),ex () est bien définie dans R, U {400} ce
qui justifie la bonne définition de 'espérance E(X).

— En toute rigueur, la définition exacte de L'(Q, P) est ’ensemble des classes d’équivalence
des variables aléatoires admettant une espérance finie modulo la relation X ~ Y <
X =Y presque stirement. Dans le cadre du programme, nous ne développerons pas ces
considérations.

Exemple 3. FEspérance des lois usuelles

Soit X une variable aléatoire discréte.

1
— Si X ~G(p) alors X € L' et B(X) = —,
p
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Si X ~ G(p), alors pour tout k € N*, P(X = k) = p(1 — p)*~1. D’apres le critere
de D’Alembert, uy = kp(1 —p)*~! est le terme général d’une série convergente car
0<1—p< 1. Parsuite, X € L' et

+o00
B(X) =Y kp(1—p)*".
k=1

Calculons la valeur de cette somme. La série entiere Y, ., 2% a pour rayon de

convergence 1, donc sa somme [ : x +—> ﬁ est C1 sur ] — 1,1] et on a, pour tout
ze]-1,1]:

1 ) d <X
m:f(x) = @Zxk

k=0

—+o0
k=0
Par suite, on a, comme 0 <1 —p < 1:

+oo
E(X) = Y kp(l—p)*
k=1

+oo
= pY k1-p*!
k=0

_ 11— p) = p
A ()
E(X) = %

— Si X ~P(\) alors X € L' et E(X) = \.
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)\k

Si X ~ P()), alors pour tout k € N, P(X = k) = e”‘ﬁ. D’apres le critére de
Ak '

D’Alembert, up, = k— est le terme général d’une série convergente. Par suite,

k!
XelLlet
+oo

/\
Z ke#‘ .
Calculons la valeur de cette somme. On a

E(X) = Zk —AA

= pz ke_A /\k

+o0o )\k 1

= de Z
= )\e_)‘ —

= Jde et

E(X) = A

Exercice 11.

Déterminer les espérances des lois uniforme sur [1,n], de Bernoulli et binomiale.

Exercice 12.

Soit X une variable aléatoire discrete.

1. Soit ¢ € R. On suppose que X = c presque siirement. Montrer que X € L' et calculer son
espérance X.

2. Soit M € R,.. On suppose que X est bornée par M presque stirement. Montrer que X € L!
et que |[E(X)| < M.

1. On suppose que X = ¢ presque slirement. Alors, pour tout z € X(Q2), on a :

0 siz#c
1 siz=c

P(X:x):{

Par suite, la famille (zP(X = z)),ecx (o) est sommable car tous ses éléments sont nuls sauf
un nombre fini d’entre eux.
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Ainsi, X € L' et on a :

E(X)= ) zP(X=z)=cP(X=c)=c
ze€X ()

2. On suppose que |X| < M presque siirement. Alors P(|X| < M) = 1 et donc, pour tout
x € X(Q) tel que |z| > M, (X ==x) C (|X| > M) dou :

P(X =2) < P(|X|>M)=1-P(X|<M)=0
Par suite, pour tout z € X (), on a, [xP(X =z)| < MP(X = x) car

=P(X = )| = lle(X:x){_ 7] x0=0 < MP(X =) siv>M
<MP(X ==x) sie <M

Or, la famille (P(X = x)),¢ex(q) est sommable car ((X = )),ex(q) est un systeme complet

d’événements, donc, par linéarité, (M P(X = x)),ex(q) I'est aussi.

Ainsi, par comparaison, (|[zP(X = x)|)zex(q) est sommable et donc, par définition,

(xP(X = 2))zex(q) est une famille sommable.

Il en résulte que X admet une espérance finie et on a, par inégalité triangulaire :

E(X)| = | >, =P(X=x)
zeX(Q)
< ) |#P(X =a)|
ze€X(Q)
< ) MPX=z)=M Y PX=xz)
TEX(Q) zEX(Q)
=il
|[E(X) < M.

Exercice 13.

Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans N* telle que, pour n € N*, P(X =n) = —
n
pour un certain o > 0.

1. Déterminer o.

2. Quelle est I'espérance de X ?

b. Propriétés de I’espérance
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Proposition 21.

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :
i) XelL';
ii) la série Y, P(X > k) converge;
iii) la série 3, -, P(X > k) converge.

Et si 'une de ces trois assertions est vérifiée, on a :

o +o0o
E(X) = +ZP(X >k)=> P(X>k).
k=0 k=1

— i) & ii). On suppose X € L!.
On propose deuz preuves : l'une reposant sur le théoréeme de Fubini positif et l'autre en se
basant sur le cas fini puis en passant a la limite.

o Premiére preuve. Comme on veut sommer les P(X > n) et que P(X > n) =
oo P(X = k), on a l'idée de considérer la famille (pin)(kn)enz définie, pour

k=n-+1
(k,n) € N2, par :

_J0 sik<n

Pen=\pP(X=k) sik>n

La famille (p,n)(k,n)en> est une famille de réels positifs, done, d’apres le théoreme de
Fubini positif, les trois termes de 1’égalité suivante sont de méme nature et on a, dans

[0, 4+00] :
“+o00 +oco “+o00 +o0
j{:zz:pkm/: j{: Pen = E::Ezzphn~
k=0n=0 (k,n)EN? n=0 k=0

Or, d’apres la proposition 9, on a, pour tout n € N :
+oo —+o0
PX>n)= > PX=k=)> prn
k=n+1 k=0

et, on a, pour tout k € N :

k—1 “+o0
kP(X =k)=Y P(X=k) =) prn.
n=0 n=0

D’ou : N N
E(X)=> kP(X=k)= >  pin=» PX>n).
k=0 (k,n)EN2 n=0

Ainsi X est d’espérance finie si, et seulement si, Y P(X > n) converge et dans ce cas,
on a dans Ry :

E(X) = io P(X > n).
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e Seconde preuve. Soit n € N. D’aprés la proposition 9, on a, pour tout k € N, P(X =
k)=P(X >k—1)— P(X > k) donc :

ikP(X =k = Zn:k:P(X = k)
k=0 k=1

= > k(P(X>k-1)— P(X >k))

k=1
= Ti(k +1)P(X > k) — zn:kP(X > k)
k=0 k=1

= Y (k+1-k)P(X >k)+P(X >0) —nP(X >n)
zn: kP(X =k) = P(X >k)—nP(X >n)
k=0

Par suite, on a :

zn:P(X > k) = zn:kP(X =k)+nP(X >n) (%)
k=0 k=0

x i) = ii). Si X € L', alors la série > kP(X = k) converge donc :
— la suite (3 ;_q kP(X = k))nen des sommes partielles de cette série converge ;

— la suite ( ;::OZH EP(X = k))nen des restes de cette série tend vers 0 et on a,

pour tout n € N, comme P(X >n) =372 P(X =k) :
+oo +oo
0<nP(X >n)= k;lnp(x =k) < kgl kFP(X = k) ——— 0.

Par suite, d’aprés (x), la série > P(X > k) = (3 ;_o P(X > k))nen converge
comme somme de deux suites convergentes.

* ii) = i). On suppose que Y, P(X > k) converge. Comme, pour tout k € N, (X >
k+1) C (X > k), la suite (P(X > k))ren est décroissante.
Or, si (un)nen est une suite de réels positifs décroissante telle que > u, = (Sp)nen

converge alors nu,, — 0. En effet, on a :
n—-+oo

2n
SQn_Sn: Z up 2> nug, >0
k=n+1>qy,,
et
2n+1

Sont+1 — Snt1 = E up > nugpyr >0
k=n+2 >U2n+1

Comme, par convergence de Y uy,, la suite (S,)nen converge vers un certain S,
toutes ses sous-suites également et donc les termes de gauche des équations précé-
dentes tendent vers 0. Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes les suites (nusy, )nen
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et (nu2n+1)nen. Par combinaison linéaire, il en est donc de méme pour les deux
sous-suites complémentaires (2nusy )nen €t ((2n+1)ugn+1)nen de la suite (nuy, )nen-

Il en résulte que nu,, — 0.
n——+oo

Par suite, nP(X > n) e 0. Ainsi, en utilisant (x), la série > kP(X = k) =
n—-+0oQ

(ZzzolP(X = k))nen converge comme somme de deux suites convergentes et donc
XelL.

De plus, si on suppose i) ou ii), d’aprés ce qui précede, X € L, > P(X > k) converge
et nP(X > n) P 0 et on a ainsi, d’apres () :
n—-+0oo

+oo n
Y P(X>k)= dim (Z P(X >k)+nP(X > n)> = E(X).
k=0 k=0

— ii) < iii). On a, pour tout k € N, (X > k) = (X > k)U(X =k) on (X > k) et (X =k)
sont incompatibles donc :

P(X >k)=P(X > k) + P(X = k)

Or, comme ((X = k))ren est un systéme complet d’événements, Y P(X = k) est une série
convergente de somme 1 donc les séries Y, P(X > k) et > P(X > k) sont de méme
nature et en cas de convergence, on a, en remarquant que P(X > 0) = 1 car X est a
valeurs dans N :

+oo “+o0
> PX>k) = Y (P(X>k)-P(X=k)
n=0 n=0

- fp(xzk)—iop(xzk)
n=0 n=0

“+o0
— ZP(XZk)+P(X20)—1

n=1
+oo +oo
> P(X>k) = Y P(X=>k).
n=0 n=1

Proposition 22.| Positivité

Soit X une variable aléatoire discrete. Si X est presque siirement a valeurs positives, alors
E(X)>0et E(X) =0 implique X = 0 presque stirement.
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On suppose X presque slirement & valeurs positives. Par définition, E(X) est la somme d’une
famille de réels positifs, donc E(X) > 0.

On suppose de plus X € L' et E(X) = 0. Comme X est presque siirement & valeurs positives
(rappelons que cela implique 2/ P(X = 2’) = 0 si 2’ <0), la somme }_ /¢ v (q) #'P(X = ') est &
termes positifs et donc, pour tout x € X(2), on a :

0<zP(X=2)< » a/P(X=2)=E(X)=0,
z’€X(Q)

donc zP(X = z) = 0. Ainsi, pour tout z € X(Q) \ {0}, P(X =2) =0, d’ou :

PX=0)=1- > PX=gz)=1
zeX (2)~{0}
D’ou X = 0 presque slirement. O
Théoréme 9.) Comparaison

Soit X,Y des variables aléatoires discrétes. Si |X| < Y presque stirement et Y € L', alors
XelLlet |[E(X) <E®Y).

On suppose que |X| <Y presque siirement i.e. P(|X| <Y)=1etY € L'. On remarque tout
d’abord que Y est presque siirement & valeurs positives donc (yP(Y = y))yey (o) est une famille
de réels positifs.

On applique le théoréeme de sommation par paquets a la famille (yP(X = =z,Y =
Y))(e.y)ex(Q)xy(Q) Sur la partition sur la partition horizontale (H,),cy ) ot H, = {(z,y) |z €
X(Q)} pour y € Y(Q) :
— Somme sur chaque paquet. Soit y € Y (). Pour tout z € X(2), P(X = z,Y = y) <
P(X=z)car (X =x,Y =y) C (X =2x), donc :

P(X =2,Y =y) < P(X =2z).

Or, la famille (P(X = z))sex(q) est sommable donc, par comparaison, (P(X = z,Y =
Y))zex (o) est sommable.

Par suite, (yP(X = z,Y = y))zex(q) est sommable et on a, en notant s, la somme de
cette famille, d’apres le théoréeme 7 :

sy = Y, yP(X=a2Y=y)
zeX ()
=y Z P(X =2Y =y)
z€X ()
sy = yP(Y =y)

— Sommes des sommes des paquets. La famille (s,),cy @) = (YP(Y = ¥))yev (o) est som-
mable car Y € L.
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Ainsi, d’aprés le théoréeme de sommation par paquets, la famille (yP(X = z,Y =
Y))(z.y)ex(Q)xY(Q) est sommable et on a :

> yP(X =2,Y =y)= Y  yP(Y =y)=E(Y).
(z,y)EX(Q)XY(Q) yeY (Q)
De plus, pour tout (z,y) € X(Q) x Y(Q), on a [zP(X =2,Y =y)| < yP(X ==2,Y =y); en
effet :
—sifz| <y, [oP(X =2,Y =y)|=|z|P(X =2,Y =y) <yP(X ==z,Y =y);
—sijz|>y,oma(X=2Y=y)C(|X|<Y)douP(X=2,Y=y)<1-P(X|<Y)=0
et donc [zP(X =2,Y =y)|=0<0=yP(X =2z,Y =y).
Ainsi, par comparaison, la famille (|z|P(X = z,Y = 9))uyex@)xy(Q) est sommable et donc
(#P(X =2,Y =9))@y)ex@)xy (@) L'est aussi.
Par suite, d’apres le théoréme de sommation par paquets sur la partition verticale (V) e x (o) o
Ve ={(z,y) |y € Y(Q)} pour z € Y(2), on a :
— Somme sur chaque paquet. Pour tout z € X (), la famille (zP(X = z,Y = y))ycy () est
sommable et on a, en notant s, la somme de cette famille, d’apres le théoréme 7 :

Sy = Z 2P(X =z,Y =y)
YyEY ()
=z Y PX=zY=y)
yeY ()
sz = aP(X =x)

— Sommes des sommes des paquets. La famille (s;)zex(Q) = (2P(X = 2))zex (o) est som-
mable donc X € L.

Et de plus, on a, toujours d’apres le théoréeme de sommation par paquets et le théoreme 7 :

EX)| = | ) zP(X=ug)
zEX ()
< ) BPX=x)= Y. Y |bP(X =)
z€X(Q) z€EX(Q) yeY (Q)
< > > yP(X=zY=y) = > yP(X ==zY =y)
TEX(Q) yeY () (,y)EX(Q) XY (Q)
|BE(X)| < EB(Y)

Théoréme 10.) Théoreme de transfert

Soit X une variable aléatoire discréte et f : X (€2) — R une fonction. La variable aléatoire f(X)
est d’espérance finie si, et seulement si, la famille (f(z)P(X = x))zex (o) est sommable. Dans
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ce cas, on a :

On consideére la variable Y la variable aléatoire discrete f(X) et on pose, pour y € Y(Q) :

I=f"({y}) ={r € X() | f(=) =y}

On remarque qu’on a, pour tout y € Y (), (X € I;) = (Y = y) par définition de I,.

La famille (I,)yey (o) forme une partition de X () et d’apres le théoréeme de sommation par
paquets appliqué a la famille (f(z)P(X = 2))zex (o) et a la partition précédente, on a :

la famille (f(2)P(X = x)),ex (o) est sommable si, et seulement si,

— Somme sur chaque paquet. Pour tout y € Y/(Q), (f(z)P(X = 7))zer, = (WP(X = 2))zer,
est sommable. Or c’est le cas ici car (yP(X = x))zez, est une sous-famille de la famille
(yP(X = ))zex(n) qui est sommable car (P(X = x)),ex(q) l'est. De plus, on a, en
notant s, la somme de la famille (f(z)P(X = x))zer, :

sy= Y f@P(X=z)=y Y P(X=z)=yP(X cI,)=yPY =y).

z€Ly z€ILy,

— Sommes des sommes des paquets. La famille (s,),cy (o) = (YP(Y = ¥))yev(q) est som-
mable. Or, c’est le cas si, et seulement si, Y est d’espérance finie.

Il en résulte que la famille (f(2)P(X = z)).ex () est sommable si, et seulement si, Y = f(X) est
d’espérance finie. De plus, dans ce cas, on a, toujours le théoréme de sommation par paquets :

E(fX)=E¥Y)= ) P¥=y)= > > f@PX=2)= ) [@)PX=a)

yeY () yeY (Q) z€l, TEX ()

=Sy

Proposition 23.| Intégrabilité / Inégalité triangulaire

Soit X une variable aléatoire discrete.
Intégrabilité. X € L' si, et seulement si, | X| € L.
Inégalité triangulaire. Si X € L', alors :

[E(X)] < E(1X])

— La famille (xP(X = z)),ex(q) est sommable si, et seulement si, (|J2P(X = z)|),ex @) =
(|z|P(X = 2))zex(q) donc, d’apres le théoréme de transfert, X € L' si, et seulement si,
|X| e L.

— On suppose X € L'. D’apres le point précédent, Y = | X| € L. De plus, comme |X| <Y,
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d’apres le théoreme de comparaison, on a :

[E(X)| < E(Y) = E(IX]).

,(Théoréme 11.) Linéarité de Uespérance

Soit X, Y des variables aléatoires discrétes et A, € R. Si X,Y € L', alors la variable aléatoire
discréte AX + puY € L' et on a :

EAX +puY)=AE(X)+ pEY).

On considere la fonction f : (z,y) — Az + uy.
Montrons que la famille (f(z,y)P((X,Y) = (2,¥))(2,y)ex(@)xy(0) est sommable.

On remarque que, pour tout (z,y) € X(2) x Y(2), on a :
|f(z,y)P(X =2,Y =y)| < AaeP(X =2,Y =y) + wyP(X =2,Y =y)

On étudie alors séparemment les familles (zP(X = 2,Y = y)) @ yex@xv @) et (yP(X =z,Y =
y))(a:,y)eX(Q)xY(Q)-
e On applique le théoréme de sommation par paquets & la famille (zP(X = z,Y =
Y))(z,y)ex(@)xy(Q) sur la partition verticale (Vz)zex() ou Vi = {(z,y) | y € Y(Q)
pour x € X(Q).
— Somme sur chaque paquet. Soit € X (). Pour tout y € Y(Q), P(X =2,V =y) <
P(Y =y)car (X =2,Y =y) C (Y =y), donc :

P(X=z,Y=y) <P =y).

Or, la famille (P(Y = y)),ecy (o) est sommable donc, par comparaison, (P(X = z,Y =
Y))yey () est sommable.

Par suite, (zP(X = ,Y = y))yey () est sommable et on a, en notant s, la somme de
cette famille, d’apres le théoreme 7 :

Sy = Z zP(X =2,Y =y)
yeEY ()
= 2z Y PX=zY=y)
YyEY ()
sy = aP(X=x)
— Sommes des sommes des paquets. La famille (s;),exQ) = (@P(X = 2))zex(q) est

sommable car X € L1.
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Par suite, (zP(X = 2,Y = ¥))(@y)ex(@)xy (@) est une famille sommable et on a :

3 sP(X=2Y=y) = > Y zP(X=zY=y)

(z,9)€X ()XY (Q) z€EX (Q) yeY (Q)

= Y aP(X =z)=EX).

z€X ()

e De maniere analogue, on applique le théoréme de sommation par paquets a la fa-
mille (yP(X = 2,Y = y))@yex@xy@) sur la partition horizontale (Hy),ey (o) ol
H, = {(z,y) | x € X(Q)} pour y € Y(Q); on obtient que la famille (yP(X = z,Y =
Y))(z,y)eX () xY () est sommable et on a :

> yP(X =Y =y)= Y > yPX=2Y=y)= > yPY =y)=E().

(z,y)eX ()XY () yeY () e X(Q) yeY (Q)

Il en résulte que (f(z,y)P((X,Y) = (2,))@y)ex@)xy (@) est une famille sommable comme
combinaison linéaire de famille sommable. Ainsi, d’apres le théoréme de transfert, AX + uY =
f(X,Y) est d’espérance finie et, par linéarité de la somme, on obtient :

EO\X +uY) = E(f(X,Y))
- > flz,y)P(X =2,Y =y)

(z,y)EX(Q)XY (Q)

= > (e+mw)P(X =zY =y)
(z,y)EX(Q)XY(Q)

A Z 2P(X =z,Y =y)+pu Z yP(X =2,Y =y)
(z,y)EX(Q) XY (Q) (2,)EX(Q) XY (Q)

AE(X) + pE(Y).

EA\X 4+ uY)

D’ou la linéarité de 1’espérance. O

Corollaire 4.

L’ensemble L' = L!(Q, P) des variables aléatoires discrétes d’espérances finies est muni, avec

ses opérations usuelles, d'une structure d’espace vectoriel et ’espérance est une forme linéaire
1

sur L.

On montre qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de 'espace F (€2, R) des fonctions de Q dans R.
— La fonction nulle 0 admet une esparance finie car la famille finie (0)pc(o} est sommable,
d'ou 0 € L.
— D’aprés le théoréme précédent, L' est stable par combinaison linéaire.

Il en résulte que L' est une sous-espace vectoriel de F (€, R) et donc lui-méme un espace vectoriel.
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De plus, le théoréme précédent implique que 'application E : L' — R est linéaire et donc que
I’espérance est une application linéaire de L' dans R.

Proposition 24.| Croissance

Soit X,Y des variables aléatoires discrétes. Si X,Y € L' et X < Y presque sfirement, alors
E(X)<E(®).

On suppose X <Y presque stirement et X,Y € L'. Alors, Z =Y — X € L' d’apres le corollaire
4 et Z est positive presque sirement, donc, par positivité (Proposition 22) et par linéarité de
I’espérance :

dott E(X) < E(Y). O

2. Variance
a. Moments

Définition 28. Moments

Soit X une variable aléatoire discrete et p € N*.
— On dit que X admet un moment d’ordre p si la variable aléatoire discrete X? admet
une espérance finie. Dans ce cas, on appelle moment d’ordre p la quantité F(XP).
— On note LP(2, P), ou plus simplement LP, I’ensemble des variables aléatoires discrétes
admettant un moment d’ordre p.

Proposition 25.

Soit X, Y des variables aléatoires discretes.
— Si X,Y € L? alors XY € L.
— Si X € L? alors X € L.

— Remarquons tout d’abord que pour tous z,y € R, comme (z £)? > 0, on a |zy| < #

Supposons X? et Y2 d’espérance finie. Par linéarité de ’espérance, on a Z = w € L.
De plus, d’apres la remarque initiale, on a | XY | < Z, done, par comparaison (Théoréme
9), XY est d’espérance finie.

— On suppose X2 d’espérance finie et on pose Y = 1 (variable aléatoire constante en 1).

Alors Y € L?, donc, d’aprés le point précédent, X = XY € L!.
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Corollaire 5.

L’ensemble L?(Q, P) des variables aléatoires discrétes admettant un moment d’ordre 2 est muni,
avec ses opérations usuelles, d’une structure d’espace vectoriel et on a L2 C L'.

De méme que pour L', il suffit de montrer que L? est un sous-espace vectoriel de F (£, R). La
fonction nulle appartient & L? car la famille finie (0)oe{o} est sommable et, pour tous X,Y €
L? et tous \,u € R, (AX + puY)? admet une espérance finie : en effet, on a (AX + pY)? =
A2X2 + ApXY + 12Y? done, comme XY € L' d’apres la proposition précédente, par linéarité de
lespérance, (A\X + pY)? € L.

De plus, d’apres la proposition précédente, si X € L?, alors X € L' d’ou L? C L. O

Plus généralement, on a le resultat suivant :

Proposition 26.

Soit p,q € N* avec ¢ > p. Montrer qu’avec ses opérations usuelles, LP({2, P) est muni d’une
structure d’espace vectoriel et que L? C LP.

Soit p € N*. Montrons que LP est un sous-espace vectoriel de F(€2, R).
La fonction nulle appartient a L? car la famille finie (0)pe 0} est sommable. Montrons la stabilité
par combinaison linéaire.
On remarque que pour tous z,y € R,, on a, par convexité de la fonction t — tP sur Ry,
T YNt _ wP P
(5+3) <
2 2/ = 2

et donc :

(x +y)P <227 (2P +¢P).
Par suite, pour tous X, Y € LP et A,y € R :
(X + Y )P| = AX + ¥ [P < 2P~ L AP|XP| 4 27~ Y 7|

Or, comme X,Y € LP, XP YP € L' et donc |XP|,|YP| € L' d’aprés la proposition 23. Par
suite, par linéarité de l'espérance 2P~ \[P|XP| + 2P~1|u|P|YP| € L' et donc, par comparaison,
(AX + uY)? € L' i.e. AX + uY € LP.

Il en résulte que LP est un sous-espace vectoriel de F(£2, R) et donc un espace vectoriel lui-méme.

Soit ¢ € N* avec ¢ > p. On remarque que, pour tout z € R,

ix <
o < 1 51x71§1+xq.
x4 siz>1

Ainsi, pour tout X € L% on a |[XP| = |X|P <1+ |X|? € L! et donc X € LP. D’oti I'inclusion
L1 C LP.
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Exercice 14.

Soit X une variable aléatoire discrete. Pour n € N, on note :

X, :ﬁ(X—k) = X(X —1).(X —n+1).
k=0

1. Soit n,m € N* avec n < m. Montrer : si X,, € L' alors X,, € L!.
2. Soit p € N*. Montrer que X € LP si, et seulement si, X, € L.

1. Soit n,m € N* avec n < m. Soit = € R.
— Si |z| < m, alors, pour tout k € [0,m — 1],

|t — k| <|z|+k<m+k.

Donc : )
P - (m-1)!

— Si |x| > m, alors, pour tout k € [0, m — 1],

|z — k| >|z]—k>m—k>1.

Donc :
n—1 m—1
[[lz-k<lzlle—1.]e—n+1.|Jz—n|..s—m+1] =[] (- &)|.
k=0 = T 3 k=0
>1 >1
Ainsi,
n—1
+n—1)!
je(z — 1)z —n+ 1) = [] lz — kI < M +z(@ = 1)...(z — m+1)|.
k=0 ’

On suppose X,,, € L'. Alors | X,,| € L' et donc, d’aprés ce qui préceéde et par linéarité de
I’espérance,

X < k= L

|

| X| € LY.
(m—1) +[ X
N—————

Ainsi, par comparaison, X,, € L.

2. Soit p € N*.
On considére R,[Y] l'espace vectoriel des polynémes de l'indéterminée Y (pour ne pas
confondre avec la notation X de variable aléatoire) de degré au plus p et, pour k € [0, p],
on note Py = Hf;ol (Y — i) € Ry[Y]. Les familles (Y*)reo,p] €t (Pe)kefo,p] Sont des bases
de R,[Y] : ce sont des familles libres car de degrés étagés et de cardinal p+1 = dim(R,[Y]).

Ainsi, comme P,,Y? € R,[Y], il existe ay, ...,a, € R et by, ..., b, € R tels que :

p p
Pp=> aY* et Y? = bPr.
k=0 k=0
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Par suite, (F(2,R), +, x) étant une algébre, pour X € F(Q,R), on a :

p p p
Xp=Pp(X) =) arX¥ et XP = bpPu(X) =) bpXx.
k=0 k=0 k=0

Montrons 1’équivalence.

(=) On suppose X € LP. Alors, pour tout k € [0, p], X* € L' car, pour k =0, 1 € L et,
pour k > 1, LP? C L¥ (Proposition 26).
Par suite, on a, par linéarité de ’espérance :

P
_ k 1
X, =) ap, X eL.
k=0 €Lt
(<) On suppose X, € L'. Alors, pour tout k € [0,p], Xx € L' d’aprés la question

précédente pour k > 1 et, pour k=0, car 1 € L.
Par suite, on a, par linéarité de ’espérance :

p
Xp:Zbk X ELl.
k=0 crL!

Ainsi, X € LP.

b. Définition et propriétés de la variance

Définition 29.| Variance
Soit X une variable aléatoire discréte telle que X € L2. On appelle variance de X et on note

V(X) la quantité :
V(X)=E((X - E(X))?).

Théoréme 12.

Formule de Kenig-Huygens

Soit X une variable aléatoire discréte. Si X € L2, alors on a :

V(X) = E(X?) - B(X)2.
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Soit X € L2. On a :

V(X) = E(X-EX))?)
= E(X?-2B(X)X +E(X)?)
= E(X?) - EQE(X)X)+E (E(X)?)
= E(X?%) -2E(X)*+ E(X)?

V(X) = BE(X?-E(X)?

Astuce usuelle pour le calcul de la variance. Tres souvent, pour simplifier le calcul de la
variance d’une variable aléatoire discréete X € L? :

— On calcule E(X(X — 1)) (on note tout de méme que X (X — 1) est bien d’espérance finie par
linéarité de I'espérance car X(X —1) = X2 — X et X € L' car X € L?).

— On obtient V(X) = E(X?) — E(X)? = E(X(X — 1)) + E(X) — E(X)? (Théoréme de

Koenig-Huygens et linéarité de Iespérance).

Exemple 4.  Variances des lois usuelles

Soit X une variable aléatoire discrete, p € ]0,1[ et A € R,
L-p

— Si X ~G(p) alors X € L? et V(X)
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On suppose que X ~ G(p). Alors

e X(Q) =N~

e pour tout k € N*, P(X = k) = p(1 — p)*~L.
X € L? si X? est d’espérance finie, ce qui est équivalent, d’apres le théoréme de
transfert, a : la famille (k2 P(X = k))gen est sommable. Comme cette famille est
une suite a termes positifs, il suffit de montrer que c’est le terme général d’une
série convergente.
Pour tout k& > 1, on a, par croissances comparées :

k* x K*P(X = k) = k'p(1—p)*' ——0

k——+oo

d'ou K2P(X =k) = . (%), et donc, par comparasion au terme général d’une
— 400

série de Riemann convergente, > k*P(X = k) converge.
Par suite, (k*P(X = k))ren~ est sommable et donc X € L2
Ainsi, X admet une variance finie et également une espérance finie. Calculons tout
d’abord E(X (X —1)) (la variable X (X — 1) est bien d’espérance finie par linéarité
car X? et X sont d’espérance finie et on a X(X — 1) = X2 — X). D’aprés le
théoreme de transfert, on a :

“+oo

oo
E(X(X -1)) =) k(k—1)pA-p* ' =p1—p) > k(k—1)(1-p)k2
k=1 k=2

On considere alors la série entiere >, <, k(k — 1)2F~2 et sa somme f. Le rayon de
convergence de cette série entiére est 1 (par exemple d’aprés la régle de D’Alembert
pour les séries entiéres) et on a, pour tout z € | — 1,1] :

+o0
fl@) = D k(k—1)2*?
k=2

k

= — = E z

da? da?
k=0 k=0

) = cii(li:z) - (1—2x)3'

Par suite, on a :

- B 2 _2(1-p)
EXX-1)=pA=p)fA-pP) =P =P X G =~ 7

On a, par linéarité, E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X) et d’aprés le théoréme de
Keenig-Huygens, V(X) = E(X?) — E(X)?; par suite :

V(X) = B(X(X — 1)) + BE(X) — B(X)? = 21=P)

1—p
p? '

11
p P2 p?

— Si X ~P(\) alors X € L? et V(X) = .
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On suppose que X ~ P(A). Alors

e X()=N

e pour tout k e N, P(X =k) = e”‘%.
X € L? si X? est d’espérance finie, ce qui est équivalent, d’apres le théoréme de
transfert, & : la famille (k2 P(X = k))gen est sommable. Comme cette famille est
une suite & termes positifs, il suffit alors de montrer que c’est le terme général d’une

série convergente.
Or, pour tout k > 1, up = k*P(X = k) = ke _)‘A, >0etona:

Uk+1 :)\(k—i—l) 0<1
U k2 k—4o00

donc, d’apres la régle de D’Alembert, Y uj converge.

Par suite, (k2P(X = k))ren est sommable et donc X € L2.

Ainsi, X admet une variance finie et également une espérance finie. Calculons tout
d’abord E(X (X — 1)) (la variable X (X — 1) est bien d’espérance finie car X? et
X sont d’espérance finie et on a X(X — 1) = X2 — X) :

)\k
E(X(X -1) = Zk —1)e
+oo
_ )\2 —/\Z )\k 2
_ y2,.-X
= Xe Z ﬁ
k=0
—e
E(X(X-1) = ).
On a, par linéarité : E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X) et d’apres le théoréme de

Koenig-Huygens, V(X) = E(Xz) E(X)?%; par suite :

VIX)=BE(X(X-1)+EX)-EX)?>=X4+X1=-)X =)\

Exercice 15.

Déterminer les variances des lois uniforme sur [1,n], de Bernoulli et binomiale.

Proposition 27.

Soit A, u € R et X une variable aléatoire discréte. Si X € L2, alors on a :

VX +p) = X2V (X).
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c. Ecart-type

Définition 30.) Ecart-type

Soit X une variable aléatoire discréte telle que X € L2. On appelle écart-type de X et on
note o(X) la quantité :

Définition 31., Variable centrée réduite
Soit X une variable aléatoire discréte telle que X € L2. On dit que la variable aléatoire X est

centrée si F(X) =0 et réduite si o(X) = 1.

Proposition 28.

Soit X une variable aléatoire discrete telle que X € L? et V(X) # 0. Alors la variable aléatoire
X — E(X)
X =—F—

X) est une variable aléatoire centrée réduite.
o

,(Théoréme 13.) Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit X,Y des variables aléatoires discrétes. Si X,Y € L? alors :

BE(XY) < /E(X2).\/E(Y?).

avec égalité si, et seulement si, X et Y sont presque siirement proportionnelles.

Remarque : La premiere idée pour démontrer cette inégalité serait de montrer que 'appli-
cation < -,- >: (X,Y) = E(XY) est un produit scalaire sur L2. Par linéarité et positivité
de ’espérance, on montre aisément qu’il s’agit d’une forme bilinéaire symétrique positive.
Mais est-elle définie positive? Et bien, dans le cadre du programme, la réponse est non
en général !

En effet, pour X € L?, < X, X >= 0, alors E(X?) = 0 et donc, d’aprés la proposition
22, X2 = 0 presque stirement et ainsi X = 0 presque stirement ! Ce qui n’implique pas
X =0.

En fait, avec la "vraie” définition de L? - ’ensemble des classes d’équivalence des variables
aléatoires admettant un moment d’ordre 2 modulo la relation X ~Y < X =Y presque
stirement (muni d’une structure d’espace vectoriel quotient), on gagne bien la définie po-
sitivité et < -, > est bien un produit scalaire sur L?. Ainsi, I'inégalité de Cauchy-Schwarz
est bien vérifiée sur L? avec sa définition "hors-programme”. On doit donc reproduire la
démonstration de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour rester dans les clous :
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Soit X,Y € L? et t € R. Alors, par positivité et linéarité de 1’espérance, on a :

?E(X?) +2tE(XY) + E(Y?) = E(tX +Y)?) > 0.
Par suite, t — E((tX + Y)?) est une fonction polynomiale du second degré (au plus) qui est
positive, donc son discriminant A = 4(E(XY)? — E(X?)E(Y?) est négatif. On en déduit donc
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

De plus, on a égalité si, et seulement si, A = 0 ce qui équivaut a l'existence d’un réel ¢ tel que
E((toX +Y)?) =0 i.e., d’aprés la proposition 22, t¢X + Y est nulle presque siirement. O

Corollaire 6.

Soit X,Y des variables aléatoires discretes. Si X,Y admettent un moment d’ordre 2 et sont
centrées, alors :

B(XY) < o(X).o(Y).

3. Covariance
a. Définition et propriétés

Définition 32.| Covariance

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discrétes tel que X, Y € L. On appelle covariance
du couple (X,Y) et on note Cov(X,Y) la quantité :

Cov(X,Y) = E (X - B(X))(Y - E(Y))).

Théoréme 14.) Formule de Kenig-Huygens

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. Si X,Y € L2, alors on a :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Proposition 29.

L’application Cov est une forme bilinéaire symétrique positive et, pour tout X € L2,
Cov(X, X) =V(X).

b. Variance d’une somme
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,(Théoréme 15.) Formule de la variance d’une somme

Soit (X,Y) deux variables aléatoires discrétes. Si X,Y € L2, alors :

V(X +Y) =V(X)+ V(Y) +2Cov(X,Y).

Soit n € N*. On a, plus généralement, si (Xi,..., X,,) est un n-uplet de variables aléatoires
discretes, on a :

V(X1+...+Xn):iV(X¢)+2 ST Cov(Xy, X))

i=1 1<i<j<n

4. Espérance, variance et indépendance

Théoréme 16.

Espérance d’un produit de variables indépendantes

Soit X, Y des variables aléatoires discretes. Si X et Y sont indépendantes et d’espérance finie,
alors la variable aléatoire XY est d’espérance finie et on a :

E(XY) = E(X)E(Y).

On suppose X et Y indépendantes et d’espérance finie. On considére la variable aléatoire discrete
(X,Y) et la fonction f: (z,y) — zy.

Montrons que la famille (f(z,y)P(X = z,Y = 9))@.y)ex @) xy (@) est sommable. Comme X et YV’
sont indépendantes, pour tout (z,y) € X(Q2) x Y(€2), on a :

fl@,y)P(X =2,Y =y) =zyP(X =2)P(Y =y) =zP(X =z)yP(Y =y).

On applique le théoréeme de sommation par paquets a la famille sur la partition horizontale
(Hy)yey () ot Hy = {(z,y) | € X(Q)} pour y € Y(Q).

— Somme sur chaque paquet. Soit y € Y(2). Comme X est d’éspérance finie, la famille
(xP(X = x))zex(q) est sommable donc, par linéarité, (yP(Y = y)xP(X = x)),ex(q) est
sommable.

Par suite, (f(z,y)P(X = 2,Y = ¥)).ex(q) est sommable et on a, en notant s, la somme
de cette famille :

sy = Y fl@yPX=12Y=y)

zeX(Q)
= yP(Y =y) > aP(X=nz)
z€X ()
sy = yPY =y)E(X)

— Sommes des sommes des paquets. Comme Y est d’éspérance finie, la famille (yP(Y =
y))yey(g) est sommable donc, par linéarité, (Sy)yey(ﬂ) = (E(X)yP(Y = y))mex(g) est,
sommable.
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Par suite, (f(z,y)P(X =2,Y = y))(2.n)ex@)xy(Q) est une famille sommable et on a :

> > aP(X =x)yP(Y =y)

Z f(x,y)P(X:x,Y:y)

(z,y)EX(Q) XY (Q) yeY (Q) ze X (Q)
= Y yPY =y > zPX=u
YeEY (Q) zeX(Q)
= EBE(X) Z yP(Y =y)
yeY (Q)
> flz,y)P(X =2,Y =y) = E(X)E(Y)

(z,y)EX(Q)XY(Q)

Il en résulte, d’apres le théoréme de sommation par paquets, que (f(z,y)P(X = =z, Y =
Y))(@m)ex@)xy(Q) est une famille sommable. Ainsi, d’apres le théoreme de transfert, XY =
f(X,Y) est d’espérance finie et on a :

EXY)= Y f@yPX=2Y =y) = EX)EY).
(z,y)EX(Q)XY(Q)

Exercice 16.

Soit p,q € ]0,1] et X,Y des variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois géométriques
de parametres p et ¢ respectivement.

X
O 7 =—.
n pose v

1. Sans calculer E(Z), montrer que si p = g alors E(Z) > 1.

2. Sans calculer la loi de Z, déterminer F(Z) en fonction de p et ¢ puis retrouver le résultat
de la question 1.

3. Déterminer la loi de Z.

1. Tout d’abord, on remarque que si T ~ G(p), alors, pour tout a € R, T* € L'. En effet :
supposons T' ~ G(p) et fixons a € R; alors (n®P(T = n))per) = (n*p(1 — p)" nen-
est une famille sommable car, en posant, pour n € N*, u,, = n®p(1 —p)"~1 >0, on a :

Up, n n—4o0

Unt1 n+1\°
= (1-p)——1—p<1lcarp>0,
et donc, d’apres la régle de D’Alembert, > n%p(1 — p)"~! converge absolument.

Supposons p = q. Alors X, Y ~ G(p) donc VX € L? et, d’apreés ce qui précede, ﬁ € L?
et % € L'. Ainsi, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, comme v X et ﬁ ne sont pas
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presque siirement colinéaires (car X n’est pas presque siirement constante) :

1:E(1):E( <JT\/7 \/;\/7

De plus, Comme X et Y sont indépendantes, d’apres la proposition 17, X et le sont aussi
et donc, d’apres le théoréme 16, on a :

52 =5(5)=5(xd) = 500.5(L) »1

. Remarque : dans la suite, tout est de nouveau justifié comme si la question 1 n’avait pas eu
lieu.

Comme X et Y sont indépendantes, d’apres la proposition 17, X et % le sont aussi. Par
suite, d’apres le théoreme 16, on a :

s 3(3) -5(x) 50023
De plus, on a :

— E(X) = % car X ~ G(p);

— Considérons la famille (1 P(Y =n)),ecy (). Comme Y ~ G(q), (2P(Y =n))pey () =
(%q(l —q)" 1)pen+ qui est sommable car terme général d'une série absolument conver-
gente (par exemple car, pour tout n € N*, %q(l —q)" 1 < (1—¢q)" ! qui est le terme
général d’une série géométrique convergente).

Par suite, d’apres le théoreme de transfert (Theoreme 10), < v est d’espérance finie et on

n
a, en remarquant que, pour tout x € ] Z — =—In(1—2):

E(;,) = Z%P(an)

neN*
- ziq(l —q)" !
o0
- 13%_1 %(1 -q)"
_ l;zq(_lnu—(l—q)))

Par suite,

_ qln(q)
B2)= p(l—9q)

Supposons p = q. Alors E(Z) = . La fonction In est concave et donc sa courbe est en
dessous de ses tangentes et en partlcuher, en dessous de sa tangente en 1 qui est d’équation

ln(p)



y =x — 1 d’ou, pour tout x € R% | In(z) < x — 1 avec égalité si, et seulement si © = 1. Par
suite, comme p € |0, 1[, on obtient :

1 1
n(p) o _p=1_ .

1—p 1—p

3. Comme X et Y sont a valeurs dans N*, on a Z(2) = Q% (= QN R%). Maintenant,
déterminons P(Z = z) pour z € Q7 .

Soit x € Q. Alors il existe n,m € N* avec n Am = 1 tels que z = > et on remarque,

d’apres le théoreme de Gauss, que x = ¢ avec a,b € N* si, et seulement si, il existe k € N*
tel que a = nk et b = mk. Par suite, on a :

keN*

Ainsi comme : cette union est disjointe, X et ¥ sont indépendantes et (1—p)™(1—q)™ € 0, 1],

P(Z=xz) = P ( U (X =nk)n(v nk))>
keN*
400
- ZP((X =nk)).P(Y = mk)
k=1
+o00
= Zp(l —pyrhlg(1 — g)mel
k=1
pq +o00 .
- m;<<1—p> 1—q™)
= paq (1 —p)"(l _ q)m
Pl ~ PR

I-(1-p(l—-g™

On peut s’arréter la, mais si on veut vraiment faire apparaitre seulement du ”z” dans le
résultat (au prix de apparition de puissances non entiéres), on obtient :

pq 1-p)°1-g=
Q-p)(l-q 1-Q1-p=(1—gq=

P(Z=2z)=

Proposition 30.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes tel que X,Y € L2. Si X et Y sont
indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0.
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Proposition 31.| Variance d’une somme de variables indépendantes

Soit n € N* et X7, ..., X,, des variables aléatoires discrétes admettant un moment d’ordre 2. Si
X1,..., X, sont deux a deux indépendantes, alors :

V(X1 4. + X)) = V(X)) +...+ V(Xy).

5. Inégalités de concentration

a. Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

Théoréme 17.) Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs positives. Si X € L', alors, pour tout a > 0, on
a:

E(X)

P(X >a) <
(Xza<="

On suppose X € L'. Soit a > 0. On pose Y = I(x>aq) i-e. pour w € 2,

{1 si X(w) > a

()= 0 siX(w)<a

Alors Y est une variable aléatoire discréte a valeurs dans {0,1} et donc d’espérance finie. Par
suite, comme (Y =1)={weQ|Y(w)=1}={we Q| X(w)>a}=(X >A),ona:
EX)=0xPY =0+1xPY=1)=PY =1)=P(X >a).

De plus, on remarque que X > aY ; en effet, pour tout w € Q :

— 81 X(w) > a, alors Y(w) = 1, et donc X(w) > aY (w);
— si X(w) < a, alors Y(w) = 0 et comme X est & valeurs positives, X (w) > 0 = aY (w).
Par croissance de I’espérance, on a donc E(aY) < E(X) et donc

aP(X > a) = aE(Y) = E(aY) < E(X).

D’ou le résultat en divisant par a > 0. O

Théoréme 18.) I[négalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire discréte. Si X € L2, alors on a, pour tout € > 0 :

V(X)

P(X - E(X) 22 < 5
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Soit € > 0. On pose Y = (X — E(X))2. Alors Y € L' et Y est positive, donc, d’apres le théoréme
de Markov,

P((X-EX))?>e?) =P >¢%) < Eg)
Oron a:
— (X -EB(X))?2¢e?) = (X - BE(X)| > ¢), et
— E(Y) =E((X - E(X))?) =V(X).
Par suite,
P(X - B(X)|>e) = P(v > &%) < 20 _ VIX)

Exercice 17.

Soit X une variable aléatoire discréte admettant un moment d’ordre 2 et telle que V(X) > 0.
Pour a € R, minorer la probabilité P(E(X)—ao(X) < X < E(X)+ac(X)) en fonction de a.

En déduire que pour un jeu d’argent a gains entiers, d’espérance nulle et d’écart type égal a
100€, la probabilité de d’obtenir un gain strictement compris entre —200€ et 200€ est d’au

ins 3
moins 7.

Soit n € N*. On a :

(B(X) —ac(X) < X < E(X) + ao(X)) = (|X — E(X)| < ac(X)) = (X — BE(X)| > ao(X))

Comme X € L2, d’aprés 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée & X et ¢ = ac(X) > 0,
on a :

P(E(X) —ac(X) < X < B(X)+a0(X)) = 1-P(X - BE(X)| > ac(X))
V(X)

PE(X)—ao(X)< X < E(X)+ac(X)) > 1-—.

Ce jeu d’argent peut étre modélisé par une variable aléatoire aléatoire discrete X a valeurs dans
Z,ou X € L?, E(X) =0 et o(X) = 100. D’aprés ce qui précede, on a, avec a =2 > 0 :

P(X €] - 200,200)) = P(B(X) ~ ag(X) < X < B(X) + a0 (X)) > 1~ o5 = >.

b. Loi faible des grands nombres
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,(Théoréme 19.) Loi faible des grands nombres

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires discrétes, deux & deux indépendantes, de méme
loi et admettant un moment d’ordre 2. On pose m = E(X;) et, pour n € N*, S, = X;+...+X,,.
Alors on a, pour tout € > 0 :
S
P (

Sl 2e) .

n n—-+oo

Soit n € N*. On pose Y = ST" Comme L? est un espace vectoriel, Y € L? comme combinaison
linéaire d’éléments de L2. Par suite, Y € L' et on a, par linéarité de I'espérance :
1 1O
E(Y)==E(S)) ==Y _ E(Xi) = E(X;) =m.

n n k—lR’_/
T =E(X)

On applique I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la variable Y pour ¢ > 0 :

Sp V()
Pl|— — > =P(lY —EY) >¢) < .
(|&-m|ze)=rav-p0n 200 < X5
Or on a, par indépendance deux a deux des Xy, :
1 = 1< V(X1)
V) TLQV(; k) n;w n
= =1 v (xy)
donc : “ .
P(—"—m zs>§ (21)——+0.‘
n nez  n—+oo
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Partie E

Fonctions génératrices

1. Définition et expression d’une fonction génératrice

Définition 33.| Fonction génératrice
Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice de

X et on note G x la fonction :
Gx :t+— BE(tY).

| Théoréme 20.

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N. La fonction génératrice Gx de X est
bien définie sur [—1, 1] et on a, pour tout t € [—-1,1] :

“+o0
Gx(t)=> t"P(X =n).
n=0

Soit t € [—1,1]. On considere la famille (" P(X = n))nen. Pour tout n € N, on a :
[t"P(X =n)| = [t|"P(X =n) < P(X =n).

Comme P(X = n) est le terme général d’une série convergente (dont la somme vaut 1), par
comparaison, Y " P(X = n) converge absolument.

Par suite, (t"P(X = n))nen est une famille sommable, et ainsi, d’apres le théoréme de transfert,
la variable aléatoire tX est d’espérance finie. Donc Gx (t) = E(tX) est bien défini et on a :

+oo
Gx(t) = BE(t*) => t"P(X =n).
n=0

O
Exemple 5.
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N.
2 2
— Si, pour tout entier n € N, P(X =n) = prm alors, pour tout t € [—1,1], Gx(t) = rpt
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On vérifie tout d’abord que la formule proposée pour la loi de X est bien une loi de
probabilité! La série > ?)L% est a termes positifs et convergente car géométrique

de rapport 1 € ] —1,1].

*ZC"’ 2 2{%1 2 1 .
TH:— —n:— _l: .
3 343" 31-1

Ainsi, la loi proposée en est bien une!
D’apres le théoreme précédent, Gx est définie sur [—1,1], et on a, pour tout ¢ €

[_171]7
+oo +oo n
L2 2 t
Gx(t) = E t e :gi <3) ;

or, || < I <1dou:

— Sl existe N € N tel que X(2) C [0, N], Gx est une fonction polynomiale de degré au

plus N.
Pour n € N, on pose a,, = P(X = n). Comme, pour tout entier n > N, P(X =
[Y]. D’apres le

n)=0,Q = Z:Z% a,Y" = Zg:o a,Y™ est un polynéme de Ry
théoréme précédent, G x est définie sur [—1, 1], et on a, pour tout ¢t € [-1,1] :

+oo +oo
Gx(t) =) t"P(X =n) =Y ant" = Q(t).
n=0 n=0

Par suite, Gx est une fonction polynomiale de degré au plus N.

Exercice 18.
Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N dont la loi est donnée, pour tout n € N,

par :
0 sin=0oul
P(X =n)= . .
sin>2

1
n(n—1)

1. Vérifier que la loi de X en est bien une.
2. Considérons la fonction génératrice Gx de X. Montrer que, pour tout ¢t € [-1,1], Gx (t) =

(1 —t)In(1 —t) + ¢ (prolongée par la valeur 1 en 1).
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1. La série ), <o ﬁ est bien absolument convergente car a termes positifs et telescopique

(en effet, m = -1 — 1) donc de méme nature que la suite convergente (1),en-.
De plus, on a, par télescopage :

+oo
1 1 1
—n(n—1) n—+oo n

Ainsi, la loi proposée en est bien une!

2. D’apres le théoréme précédent, Gx est définie sur [—1,1], et on a, pour tout ¢ € [—1, 1],

Gx(t) = Zn(ntin_l).

On considere alors la série entiere ) -, ﬁ qui de rayon de convergence 1 et dont Gx
est la somme sur | — 1,1[. On a donc, pour tout t € | — 1,1 :

+oo txn—l
Gx(t) = / dx
() ;::2 =

- [(E=)

n=2

- [(E3)=

n=1

= —/tln(l—x)dx
0
Gx(t) = (1-t)In(1—¢t)+t¢

De plus, comme an2 % convergent, d’apres le théoreme d’Abel radial, la somme de

Do n(fliil) est continue sur [—1,1], tout comme la fonction ¢t — (1 —¢)In(1 —¢) + ¢
(prolongée par la valeur 1 en 1); d’ou I’égalité anoncée sur [—1,1].

2. Propriétés des fonctions génératrices

Proposition 32.

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N. Il existe R > 1 tel que la fonction
génératrice Gx de X est développable en série entiere sur | — R, R[, et si Y a,2™ est la série
entiere associée a ce développement, on a, pour tout n € N :

P(X =n) = ay.
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En particulier, Gx est de classe C™ sur | — R, R[ et pour tout n € N :

_ Yo

P(X =n) !

Pour n € N, on note a, = P(X = n) et R le rayon de convergence de la série entiére Y a,z".
Comme X est une variable aléatoire & valeurs dans N, " a,1" = >~ P(X = n) converge, donc
R>1.

Soit t € | — R, R[. D’aprés les propriétés du rayon de convergence d’une série entiére, »  a,t"
converge absolument et donc (t"P(X = n)),en est une famille sommable. Par suite, d’apres le
théoreme de transfert, la variable aléatoire X est d’espérance finie et on a :

+o0o
Gx(t) = E(t*) =) ant™
n=0

Il en résulte que Gx est développable en série entiere sur | — R, R[ de série entiére associée
> P(X =n)z". Ainsi, Gx est de classe C™ sur | — R, R], et, comme une fonction développable
en série entiére coincide avec la somme de sa série de Taylor-Mac Laurin (sur l'intervalle de
dévoloppement), on a :
(n)
P(X =n)= Gxi'(o).
n!

O

Au dela du théoreme 20, on peut méme caractériser les fonctions pouvant étre vues comme des
fonctions génératrices :

Proposition 33.

Soit f :[—1,1] — R une fonction. Alors f est la (restriction sur [—1, 1] de la) fonction génératrice
d’une certaine variable aléatoire discrete X a valeurs dans N si, et seulement si, les conditions
suivantes sont satisfaites :

— [ est développable en série entiére sur | — 1, 1[ de série entiére associée > a,2",

— La série ) a,, est convergente et & termes positifs.

(=) Si f = Gx ou X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans N, alors, d’apres le
théoréme 20 et la proposition 32, f est définie sur [—1, 1] et développable en série entiére
sur | — 1, 1] de série entiére associée > a,z" ou a, = P(X =n) > 0 pour tout n € N.

De plus, comme (X = n),en est un systéme complet d’événements, > a, = > P(X = n)
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converge et on a :
+oo
f)=Gx(1) =) P(X=
n=0

Ainsi, toutes les conditions sont satisfaites.

(<) On suppose les conditions satisfaites. On note Y a,2" la série entiére associée au déve-
loppement en série entiere de f sur | — 1,1[ et on pose f, : t — a,t". Pour n € N, on
a:

[ falloo = sup |ant™| = an
te[—1,1
donc, comme Y a, converge, Y. f, converge normalement et donc uniformément sur
[—1,1]. Par suite, les f,, étant continues sur [—1, 1], f est continue sur [—1,1] et on a :

Zan = Z lim (a,t") = lim Zant" = lim f(t)=f(1)=1.

t—> - t—1— t—1—

Ainsi, la suite (ay)nen est & termes positifs et terme général d’une série convergente de
somme 1 et donc, d’apres le théoreme 2, permet de définir une unique loi de probabilité
P sur (N, P(N)), définie, pour n € N, par P({n}) = a,.

On considére, sur (N,P(N), P), la variable aléatoire discréte X = Idy : N — N et sa
fonction génératrice G x. D’apres le théoreme 20, Gx est définie sur [—1,1], et on a, pour
tout ¢ € [—1, 1], comme, pour tout n € N, (X =n) = {n} :

+
=3P =)= S =
— %/_/

—p(tny "0

Il en résulte que f = Gx sur [—1,1] et donc que f est bien la restriction sur [—1, 1] de la
fonction génératrice d’une certaine variable aléatoire discrete a valeurs dans N.
O

Exercice 19.

Les fonctions suivantes sont-elles des fonctions caractéristiques de variables aléatoires discrétes
a valeurs dans N7

1 1 2 . .
1ft'—>17_t QQtHﬁ BhtH;arCSln(t) 4Zt’—>m

Si oui, déterminer la loi d’une variable aléatoire associée.

1. La fonction f n’est pas définie en 1, elle ne peut donc pas étre une fonction caractéristique
de variable aléatoire.

2. La fonction g vérifie :

— g est bien définie sur [—1,1] car Dy = R\ {2} et g(1) = Q—il =1,
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— Pour tout t € ] —2,2[, £ €] —1,1[ d’on
+oo
11 1
9(t) = 211 Z 2n+1tn'
2 n=0
donc g est développable en série entiere sur | — 2, 2[ et donc sur | — 1,1][.

— La série 27%% est convergente (série géométrique de raison %) et a termes positifs.
Par suite, g (ou plutdt sa restriction & | — 2,2[) est une fonction génératrice de variable
aléatoire discrete a valeurs dans N et si X est une telle variable, on a, pour tout n € N

1 1 1.,
=g =307 %)

On remarque alors que Y = X + 1 suit une loi géométrique de parametre %

. La fonction h vérifie :
— h est bien définie sur Dy, = [~1,1] et h(1) = 2 arcsin(1) = 1,

s

— arcsin est développable en série entiére donc h ’est aussi, et on a, pour tout t € | —1, 1],

2 +oo (2n)
h(t)= =) ——ni__g2ntl
®) ™ Z (2n + 1)4n
n=0
donc h est développable en série entiére sur | — 1, 1].
On note (ay,)nen la suite associée a la série entiere du développement de h. Alors, pour
tout n € N :

0 si n est pair
a = 2k
n %% sin=2k+1 est pair

— La série Y a,, est convergente car de méme nature que la série convergente > agpt1
(utiliser par exemple la formule de Stirling ou voire le probléme 2 ”Calcul de ((2)” dans le
chapitre XII sur les suites et séries d’intégrales, pour une démonstration plus "économique”)
et a,, > 0 pour tout n € N.

Par suite, h est une fonction génératrice de variable aléatoire discréte a valeurs dans N et
si X est une telle variable, on a, pour tout n € N

()

2
P(X=2n)=0 etP(X=2n+1)==

T (2n + 1)4n°
. La fonction ¢ vérifie :
— i est bien définie sur [—1,1] car D; = R et i(1) = H% =1,

— Pour tout t € | — 1,1[, =t € ] — 1,0[C] — 1, 1] d’otr

1 =
i(t) =2——— =) 2(=1)"t*".

=

donc i est développable en série entiére sur | — 1, 1].

— 2(—1)™ n’est pas positif en général!
Donc i n’est pas fonction génératrice de variable aléatoire.
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Proposition 34.

Soit X,Y des variables aléatoires discretes a valeurs dans N.

— La loi de probabilité Px de X est entiérement déterminée par sa fonction génératrice

Gx.
— Les variables X et Y ont la méme loi si, et seulement si, Gx = Gy.

Remarque 15.

La proposition précédente permet donc de parler de la fonction génératrice associée a une loi
de probabilité discrete sur N, du fait que toutes les variables aléatoires discretes a valeurs dans
N suivant une loi donnée partagent la méme fonction génératrice.

Proposition 35.

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N et Gx sa fonction génératrice. On a :
— La variable X appartient & L' si, et seulement si, Gx est dérivable en 1. Dans ce cas, on
a:
G (1) = E(X).

— La variable X appartient & L? si, et seulement si, G x est deux fois dérivable en 1. Dans
ce cas, on a :

G%(1) = B(X(X — 1)).

— (=) Onsuppose X € L. Alors 3" nP(X = n) converge et donc la série entiere > nP(X =
n)z"~! converge normalement sur [—1,1]. Par suite, d’aprés le théoréme d’interversion
limite/somme, on a :

Il en résulte, d’apres le théoreme de la limite de la dérivée, que Gx est dérivable en 1
et que G (1) = E(X).

(<) Raisonnons par contraposée. On suppose que X ¢ L!. La fonction Gy est la somme
d’une série de fonctions croissantes sur [0, 1] donc Gy est croissante sur [0, 1[. Ainsi,
d’apres le théoréme de la limite montone, G’y admet une limite ¢ en 1~ (potentiellement
+00). Supposons £ < +oo. Alors, pour tout n € N et tout ¢ € [0, 1], on a, la somme
étant a termes positifs :

n +oo
> kP(X = k)t <) RP(X = k)P = G (1)
k=0 k=0
d’ou, en passant a la limite quand ¢ — 17 :

> kP(X =k) <L
k=0
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Or X est a valeurs positives et donc F(X) = o0 i.e. > kP(X = k) diverge vers +oo.
Par suite, £ > >, _, kP(X = k) ——. Contradiction!

n—-+oo
Ainsi, ¢ = 400 et donc Gx n’est pas dérivable en 1 d’apres le théoréme de la limite de
la dérivée.

— (=) Onsuppose X € L2. Alors X (X —1) = X2~ X € L' car L? C L' et L' est un espace
vectoriel. Ainsi Y n(n—1)P(X = n) converge et donc la série entiére > n(n—1)P(X =
n)z"~2 converge normalement sur [—1,1]. Par suite, d’aprés le théoréme d’interversion
limite/somme, on a :

+o0 too
G%(t) =Y n(n—1)P(X =n)t""? — > n(n—1)P(X =n) = B(X(X - 1)).

Il en résulte, d’apres le théoreme de la limite de la dérivée, que G’y est dérivable en 1
et que G% (1) = E(X(X —1)).

(<) Raisonnons par contraposée. On suppose que X ¢ L2. La fonction G’ est la somme
d’une série de fonctions croissantes sur [0, 1] donc G% est croissante sur [0, 1[. Ainsi,
d’apres le théoréme de la limite montone, G’ admet une limite £ en 1~ (potentiellement
+00). Supposons ¢ < +oo. Alors, pour tout n € N et tout ¢ € [0, 1], on a, la somme
étant a termes positifs :

n 269
S k(k - 1)PX = k)P 2 <Y k(k - 1)P(X = k)t* 2 = G% (1)
k=0 =e

d’ou, en passant a la limite quand ¢ — 17 :
> k(k—1)P(X =k) < L.
k=0

De plus, comme X ¢ L2 alors X (X — 1) ¢ L' (en effet, pour Y une variable aléatoire
discrete, si V(Y — 1) € L, alors Y2 =Y (Y — 1) + Y € L).
Or X (X —1) est & valeurs positives et donc E(X (X —1)) = +ooi.e. > k(k—1)P(X = k)
diverge vers +oo. Par suite, £ > > k(k —1)P(X =k) — Contradiction !
Ainsi, ¢ = +oo et donc Gy n’est pas dérivable en 1 d’apres le théoréme de la limite de
la dérivée.

O

Exercice 20.

Soit X € L? une variable aléatoire discréte a valeurs dans N et Gx sa fonction génératrice.
Exprimer F(X?) et V(X) en fonction des dérivées de Gx en 1.

On a la généralisation suivante de la proposition précédente :
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Exercice 21.

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N et Gx sa fonction génératrice. Montrer
que, pour tout k € N*, la variable X appartient & L* si, et seulement si, G est k-fois dérivable
en 1 et que dans ce cas, on a :

GP (1) = B(X(X —1)...(X —k+1)).

D’apres la proposition 32, G x est développable en série entiére sur | — 1, 1[ et donc de classe C*
sur | — 1,1[, et on a, pour tout t € | — 1, 1] et tout k € N :

o0
GP(t) = n(n—1)..(n—k+1)P(X = n)t" .
n=0

Soit k € N*.
(=) On suppose X € L*. Alors, d’aprés I'exercice 14, X (X —1)...(X —k+1) € L'. Par suite,
> n(n—1)....n — k+ 1)P(X = n) converge et donc la série entiere Y  n(n —1)...(n — k +
1)P(X = n)z"~* converge normalement sur [—1,1].
Par suite, d’apres le théoréme d’interversion limite/somme et le théoréme de transfert, on

o0
Pt = Y am-1)..(n—k+1)P(X =n)""
n=0
+o00
—— Y n(n-1)..(n—k+1)P(X =n) = E(X(X —1)..(X -k +1)).

n=0

1l en résulte, d’apres le théoreme de la limite de la dérivée, que G ") est dérivable en 1
et que G (1) = E(X(X —1)..(X — k +1)).

(<) Raisonnons par contraposée. On suppose que X ¢ LF. Alors, d’apres I'exercice 14, X (X —
1)..(X—k+1)¢ L.
La fonction Gg?) est la somme d’une série de fonctions croissantes sur [0, 1] donc Gg?)
est croissante sur [0, 1[. Ainsi, d’aprées le théoréme de la limite montone, G’g?) admet une

limite £ en 1~ (potentiellement +00). Supposons ¢ < +o0o. Alors, pour tout N € N et tout
t € [0,1], on a, la somme étant & termes positifs :

N “+o0
> nn-1)..(n—k+1)P(X =n)t"*F <3 n(n-1)..(n—k+1)P(X = n)t"* = G (t)
n=0 n=0

d’ot, en passant a la limite quand ¢t — 1~ :

N
Zn(n —1)..(n—k+1)P(X=n)</¢

n=0
Or, comme X est a valeurs dans N, X (X —1)...(X — k+ 1) est a valeurs positives et donc
EX(X-1)..(X—-k+1))=+oc0cie > nn—1)..(n—k+1)P(X = n) diverge vers +oo.
Par suite, ¢ > ZT]:/:O nin—1)....n —k+1)P(X =n) o ~+00. Contradiction !
— 400
Ainsi, ¢ = 400 et donc Gg’;_l) n’est pas dérivable en 1 d’apres le théoreme de la limite de
la dérivée. D’olul G n’est pas k-fois dérivable en 1.
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3. Fonctions génératrices des lois usuelles

Exemple 6.
Soit X une variable aléatoire discrete.
. pt
1 g(p)aors X() ]-_(].—p)t’

On suppose X ~ G(p) avec p € |0, 1[. Alors :

X(Q) =N~
P(X =k) = p(1 — p)*~! pour tout k € N*

D’aprés le théoréme 20, Gx est définie sur [—1,1] mais on remarque, en posant

a, = P(X =n)>0pourn>1, que) -, a,t" est de rayon de convergence 1%17.

En effet, comme [“2+L| = (1 — p) — (1 — p), d’apreés la régle de D’Alembert
w n——+0oo

pour les séries entieres, R = ——.

1-p
Ainsi, si X ~ G(p), Gx est définie sur | — 11p, 11p[ (intervalle plus gros que [—1, 1]
car 1 —p < 1). De plus, pour tout ¢t € | — fp, fp[, on a:
+oo
Gx(t) = ) t"P(X =n)
n=1

“+o0

= Y t"p(l-p)"
n=1
+oo

= pty (t1-p)"

+o00
= pt) (L-pp) et t(1—p) €] —1,1]
n=0

1
- b -

P a—pe
pt

G = T

— Si X ~ P()) alors Gx(t) = e,
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On suppose X ~ P () avec A € R% . Alors :

P(X =k)= e‘)‘),‘c—llc pour tout k € N

D’apres le théoréme 20, Gx est définie sur [—1,1] mais on remarque, en posant
an = P(X =n) > 0 pour n € N, que > a,t™ est de rayon de convergence +oo.

En effet, comme |%\ = nL_H —+> 0, d’apres la regle de D’Alembert pour les
n n—+o0o

séries entieres, R = +o0.
Ainsi, si X ~ P(\), Gx est définie sur R. De plus, pour tout t € R, on a :

+oo

Gx(t) = ) t"P(X =n)

n=1
+ oo
= Yred
|
0 n!
RSN ON
= € Z T
ne0 n.
e—/\etA

Gx(t) = etD,

Exercice 22.

Déterminer les fonctions génératrices des lois uniforme sur [1,7n], de Bernoulli et binomiale.

4. Fonction génératrice d’une somme de variables indépendantes

Théoréme 21.

Soit X,Y des variables aléatoires discretes a valeurs dans N. Si X et Y sont indépendantes,
alors, pour tout ¢t € [—1,1] :

Gx1y(t) = Gx(H)Gy (1)

On suppose X et Y indépendantes.

On propose deuz preuves : l’une reposant sur la formule de la loi d’un couple de variable indépen-
dantes et un produit de Cauchy puis l'autre utilisant la formule : l’espérance d’un produit vaut le
produit des espérances pour des variables indépendantes.

e Premiére preuve. Soit t € [—1,1]. On note Z = X + Y ; alors Z est une variable aléatoire
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discrete & valeurs dans N et on a :

+o00 +oo
Gz(t)=E(t?) =) t"P(Z=n)=> t"P(X+Y =n)
n=0 n=0

Or, X et Y étant indépendantes, on a, pour tout n € N :

P(X+Y:n):P<U((X:k)m(yzn—k))> =Y P(X=k)P(Y =n—k).

k=0 k=0
Ainsi :
4o n
Zt”ZP => Y t*P(X=k)t"*P(Y =n—k).
n=0 k= n=0 k=0 - NG
ot a, =t"P(X =n) et b, =t"P(Y =n) pour n € N.
On remarque que Gx(t) = :(X(’) an et Gy (t) = :::5 b, et que Y an, > by, convergent

absolument (car pour tout n € N, |a,| < P(X = n)). Ainsi, le produit de Cauchy > ¢, de

ces séries converge ol ¢, = E anb, et on a I’égalité :
k=0

Gx1v(t) ch = (ia) (Zb ) ()G (1)

e Deuxiéme preuve. Soit ¢t € [—1,1]. On note f : N — R la fonction n +— ¢"”. Comme X et

Y sont & valeurs dans N et indépendantes, t¥ = f(X) et t¥ = f(Y) sont bien définies et
indépendantes, donc, d’apres le théoreme 16, on a :

Gxiy(t)=E () = E (") = E@*)E() = Gx (t)Gy (t).

tX+Y = XY car, pour tout w € € :

En effet, on a bien
(W) = fo(X+Y)(w)

= f(X(w)+Y(w))

tX (W)+Y (w)

= KOXE = fX W)Y W) = FE)FD)) @) = () @).

Remarque 16.

Plus généralement, si Xi,..., X,, sont des variables aléatoires discretes indépendantes, alors
GX1+...+Xn = GX1 X ... X GX".
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Exercice 23.

Soit k, m,n € N* tels que k = nm et X, Y des variables aléatoires a valeurs dans N indépendantes.
On pose Z = X +Y et on suppose que X ~U([0,n —1]) et Z ~U([0,k — 1]).

1. Déterminer la fonction génératrice de Y.

2. En déduire la loi de Y.
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