Chapitre XV
Calcul différentiel
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Dans tout le chapitre, E, F' désignent des espaces vectoriels normés de dimension finie, respectivement
p et q. De plus, U,V désignent des ouverts de E et F respectivement.

Partie A

Introduction et rappels sur la continuité

Le but de ce chapitre est de généraliser ’étude des fonctions d’un intervalle R dans R aux fonctions
d’un ouvert de R? dans R. On souhaite donner un sens aux concepts de dérivabilité, tangente, etc... afin
de pouvoir déterminer les extrema de telles fonctions ou tracer leurs graphes par exemple.

1. Exemple

Exemple 1.

Considérons la fonction s : R? — R telle que :

e | O 400

1 sinon

Son graphe G = {(z,y,s(z,v)) | (z,y) € R?} est une partie de R? :

2. Continuité

Définition 1. Continuité

Soit f : U — F une fonction et a € U. On dit que f est continue en a si :
Ve>0,36>0,VeeU, |z—alg<d=|f(z)—f(a)]<e.
ou de maniere équivalente, si, pour z € U :

1f(z) = fa)llr

|z—al||g—0



On dit que f est continue sur U si, pour totu a € U, f est continue en a et on note C(U, F')
I’espace vectoriel des fonctions de U dans F continues sur U.

Exemple 2.

La fonction
sin(\/22 +y2) .
, —— si(z,y) #(0,0)
S'(a%y)’_) \/$2+y2

1 sinon

est continue sur R2.

La fonction sinc : ¢ — Sint(t) est continue sur R* et f : (z,y) — /x? + y? est continue sur R? car

composée d’une fonction polynomiale a valeurs positive et de la fonction racine carrée qui sont
continues, donc s est continue sur R? . {(0,0)} car f ne s’annule pas sur R? \ {(0,0)}.

De plus, sinc est prolongeable par continuité en 0 par sinc(0) = 1 et f est continue en (0,0) avec
£(0,0) = 0; d’on, quand (x,y) — (0,0), s(z,y) — 1 et donc s est continue en (0,0).

Par suite, s est continue sur R2.

Montrer qu’une fonction est continue en un point.

Soit f : U — R. Pour montrer que f est continue en a, il suffit tres souvent de :
e calculer |f(z) — f(a)|;

e majorer |f(xz) — f(a)|] par K|z — a||* ou K, > 0 et la norme || - || sur E est choisie
judicieusement en fonction de I'expression de f.
Remarque : on peut choisir la norme que 'on veut car E est de dimension finie et donc
toutes ses normes sont équivalentes.

Exercice 1.

Montrer que les fonctions suivantes de R? dans R sont continues en (0, 0) :
233

f(@,y) = q 22 +y?
0 sinon

si (x7y) 7£ (030) g(a:,y) _ {(m + y) sin (ﬁw) si (.’E,y) # (O’O)

0 sinon

On remarque que, pour 7 = 1,2, 00, on a, pour tous z,y € R :

|z < (2, 9)lli et |yl < [I(z,y)]li-

1. Le dénominateur de la fraction fait penser & la norme 2 sur R?, utilisons la! On a, pour



tout (z,y) € R? . {(0,0)}, en utilisant la remarque initiale :

3,3
faw) - 00 = S
(e
= ek

[f(z,9) = fO0,0] < (@ w3

—
(z,y)—(0,0)

Donc f est continue en (0,0).

2. Le z+y fait penser a la norme 1 sur R?, utilisons la! On a, pour tout (z,y) € R*~.{(0,0)} :

o)~ £0.0) = o+l ()
< (el +1y-
) - J0.01 < @yl

e
(z,y)—(0,0)

Donc g est continue en (0,0).

Montrer qu’une fonction est n’est pas continue en un point.

Soit f : U — R. Pour montrer que f est n’est pas continue en a (étant donnée une valeur pour
f(a)), il suffit de déterminer une suite (uy,)nen & valeurs dans E tels que wu, e et
n——+0oo

fun) = f(a).

Exercice 2.

Montrer que les fonctions suivantes ne sont pas continues en Og :

22 + 42 T2 + 2y + 222

xy si (2,y) # (0,0) L L (z,y,2) # (0,0,0)
fz,y)= g(z,y,2)=
0 sinon 0 sinon

1. On prend, pour n € N*, u,, = (%, %) Alors u,, —— (0,0) et on a :

n— 400
flum) = 22 =1 —— L0 s00)
u”_i+i_2 n—+oo 2 o e

n2

Ainsi, d’apres la caractérisation séquentielle de la continuité, f n’est pas continue en (0, 0).



n——+00

g(un) =

Ainsi, d’apres la caractérisation séquentielle de la continuité, g n’est pas continue en (0,0, 0).

Remarque 1.

Pour montrer qu’une fonction de U dans R n’est pas prolongeable par continuité en a, il suffit
donc de trouver deux suites (u,) et (v,) qui convergent vers a et telle que f(uy) et f(vy) ne
convergent pas vers une méme limite (ou que I'une des deux ne converge pas du tout!)

Exercice 3.

2 _ .2
22 _
Déterminer le domaine de définition de la fonction f : (z,y) — — n y2 et montrer qu’elle n’est
€ Y

pas prolongeable par continuité en (0, 0).

On prend, pour n € N*, u,, = (£, 1) et v, = (1,0). Alors u,, —— (0,0), v, —— (0,0) et

n—-+oo n—-+oo
on a : % B %
) n —
flun) =5 =0
et L
flo)= For =5 =
ol _|_ oz 2 n—-+oo 2

don lim fun) £ lim_f(vn).
Ainsi, d’aprés la caractérisation séquentielle de la continuité, f n’est pas prolongeable par conti-
nuité en (0,0).



Partie B

Rappels sur les dérivées partielles

1. Dérivée suivant un vecteur

Définition 2.

Soit f : U — F une fonction, a € U et u € E.

On dit que f est dérivable en a suivant u si la fonction ¢ — f(a+tu), définie sur un voisinage

1
de 0 dans R, est dérivable en 0 i.e. si ¢t — n (fla+tu) — f(a)) admet une limite en 0. Dans ce

cas, on note : )
D.f(a) = lim - (f(a+tu) - f(a)),

et D, f(a) est appelée la dérivée de f en a selon u.

Remarque 2.

Cette définition a bien du sens : comme a € U, il existe un réel r > 0 tel que B(a,r) C U. Ainsi,
_r r

siu = 0g, pour tout t € R, a+tu € U; et si u # 0, pour tout ¢ € R tel que ¢ €] Hul\’w[’
ll(a + tu) — a| = |t]||ul| < r, donc, a + tu € B(a,r) C U.

Ainsi la fonction ¢ — 1 (f(a+ tu) — f(a)) est bien définie sur un voisinage de 0 privé de 0 dans
R.

Définition-Proposition 3. Développement a 'ordre 1

Soit f: U — F une fonction, a € U et u € E.

La fonction f est dérivable en a suivant w si, et seulement si, il existe £ € F tel que :
fla+tu) = f(a)+tL+ o (%).
t—0

Et dans ce cas, on a £ = D, f(a) et 'égalité :

fla+tu) = f(a) + £.Duf(@) + o (1

est appelé développement de f en a suivant le vecteur u a 1’ordre 1.

La fonction f est dérivable en a suivant u si, et seulement si, la fonction ¢ : t — f(a + tu) est

dérivable en 0 si, et seulement si, celle-ci posséde un développement & l'ordre 1 (en tant que

fonction de la variable réelle) i.e. il existe £ € E tel que ¢(t) = ¢(0) + ¢.£ + . oo(t) avec, dans ce
—

cas, £ = ¢'(0).



D’ot le résultat car ¢(0) = f(a) et ¢'(0) = lime—,0 1 (¢(t) — ©(0)) = lim;—0 1 (f(a + tu) — f(a)).
O

Exemple 3.
Soit f: R? — R telle que f : (z,y) — x2 + 5zy3. Alors

D1y f (0, y0) = 20 + 55 + 1520y

On a, pour t € R*, en posant a = (zo,y0) et uw = (1,1) :

fla+tu) — fla) = (zo+1t)*+5(zo +t)(yo +1)* — (aF + 5zoyp)
= mg + 2zt + x% + 5(xo + t)(yg’ + SySt + 3yot? + t3) — (1'(2) + 5x0y3)
= #(2w0 + 5yg + 15z0y3) + t*(3xoyo + zot + 3y5 + 3yt + 17)

Ainsi,

S

(f(a +tu) — f(a)) = (2wo+5yg+1520y2 )+t (3xoyo+xot+3y2+3yat+t2) — 2x0+5y5+15z0y3 -
Par suite, f est dérivable en (xg,yo) selon le vecteur (1,1) et on a :

D11y f (0, 90) = 2x0 + 5y5 + 152093
Exercice 4.

Soit f : M, (R) — M,(R) tel que f(M) = M? et A,U € M, (R).
Déterminer la dérivée de f en A suivant U.

Soit A,U € M,,(R). Pour t € R*, on a :

FA+tU) — f(A) (A+tU)* — A2
= A%+ tAU +tUA + t2U? — A?

t(AU + UA) + t*U

f(A+1tU) - f(4)

dott :
1
F (F(A+U) — f(4) = AU + UA+ U — AU +UA

donc f est dérivable en A suivant U et on a :

Dyf(A) = AU + UA.



Proposition 1.

Soit f:U —-F,Le L(F,G),acUetuckE.
Si f est dérivable en a suivant u, alors L o f est dérivable en a suivant u et on a :

Dy(Lo f)(a) = L(Du f(a))-

On suppose f est dérivable en a suivant u.

On applique la proposition du chapitre XI "Fonctions vectorielles de la variable réelle” ; affirmant
que, pour ¢ : I C R — F dérivable en tg € I et L € L(F,G), L o ¢ est dérivable en t; et
(Lo) (z9) = L(f'(x0)); & la fonction ¢ : t — f(a+ tu) définie sur un voisinage de 0 dans R car
U est un ouvert et dérivable en 0 car f est dérivable en a suivant u, de dérivée ¢'(0) = D, f(a).
Ainsi Lop : t — Lo f(a+tu) est dérivable en 0, d’ou Lo f est dérivable en a suivant u et on a :

Dy(Lo f)(a) = (Lo ¢)'(0) = L(¢'(0)) = L(Duf(a))-

2. Dérivées partielles

Définition 4. Dérivée partielle en un point

Soit B = (e1,...,ep) une base de E, f : U — F et a € U.
Pour j € [1,p], on dit que f admet une j-éme dérivée partielle en a dans la base B si f
admet une dérivée en a suivant e;. Dans ce cas, on note :

0jf(a) = D, f(a) ou encore 6—f(a) = D, f(a).
8$j

Définition 5. Application dérivée partielle

Soit B = (e1,...,e,) une base de E et f: U — F.
Si f admet une dérivée partielle en tout point x de U dans la base B, alors on appelle j-éme
0
dérivée partielle de f dans la base B 'application 8% de U dans F telle que :
J

of af

Remarque 3.

Pour E = R? par exemple, et f : (z,y, 2) — f(x,y,2) on notera

of of of

ox’ Oy’ Oz



les dérivées partielles suivant les vecteurs de la base canonique.

Exemple 4.

Pour f : (z,y,2) — (2%y,22% + ye®®) admet des dérivées partielles en tout point de R? et on a :

2 _ 2x g _ 2 2x 2 _ 2
axf($7y72)_(2xy72ye )7 8yf(xayaz)_(‘r , € )7 8Zf(x7y7z)_(073z)

Exercice 5.

Calculer les dérivées partielles de f : R* — R suivant les vecteurs de la base canonique ot :

Ty + 2
0 y 0 %
%f(xayazvt)_ 1+t27 @f(mvy7zat)_mv
0 1 0 2t(xy + 2)
= 1) = ——=; = )= ———.

Exercice 6.

B i 0,0
On considere la fonction f : (z,y) — {“2+92 S% (z,9) # (0, )
0 sinon

Montrer que f n’est pas continue en (0,0) mais qu’elle admet des dérivées partielles en (0,0)
suivant la base canonique.

Tout d’abord f n’est pas continue en (0,0) : en effet, on a :
oF
fA/n,1/n) =4 =5 ——— 5 # 0= f(0,0)

et (1/n,1/n) —— (0,0).

n——+0o0o
Ainsi, f n’est pa: continue en (0,0) (on peut montrer également qu’elle n’est pas prolongeable par
continuité : on aurait pu prendre n’importe quelle valeur pour f(0,0), f n’aurait pas été continue en
(0,0)).
Malgzré cela, on va montrer que f posseéde des dérivées partielles dans la base canonique (e1, e2)
de R~.



On a,
SU(0,0) +tex) = £(0,0)) = (f(1,0) = £(0,0)) =0 0

t—0

Donc, par définition, f admet une dérivée partielle en (0,0) suivant e; et on a :
2f(OO)—D £(0,0)=0
a.’ﬂ 9 - ey ) — Y.
Par un calcul similaire, on trouve que f admet une dérivée partielle en (0, 0) suivant es et que :
8f(OO)—D f(0,0)=0
ay 9 - €2 ) — Y.

Ainsi, f admet des dérivées partielles en (0,0) dans la base canonique de R?... alors qu’elle n’est
pas continue en (0,0)...

Remarque 4.

Attention ! Contrairement au cas des fonctions de R dans R, une fonction peut admettre des
dérivées partielles égales en un point mais ne pas étre continue en ce point! (voire la fonction
précédente)

Proposition 2.

Soit B = (e1,...,ep) une basede B, f: U = F, L € L(F,G), j€[l,p] et a € U.
Si f admet une j-eme dérivée partielle en a dans la base B, alors L o f également et on a :

8(gg:jf)(a) ) (%(a)) -

On applique la proposition 1 & u = e;. O
3. Matrice jacobienne

Rappel :

Etant donné une fonction f : U — F et C = (€1,...,€4) une base de F, on a la décomposition,
pour chaque x € U,

f(x) = Z fi(z)e;

ou les fonctions f; : U — R sont les applications composantes de f dans la base C.

Exemple : Soit f : R? — R? telle que :

f(z,y,2) = (& + 37, 2zy2).

10



Dans la base canonique de R?, les applications composantes de f sont :

filz,y,2) =z +y? et foz,y,2) = 2zy2.

Définition 6., Matrice jacobienne

Soit f : U — F une fonction, B,C des bases de E, F' respectivement et a € U. On suppose que
f admet des dérivées partielles en a dans la base B.

On appelle matrice jacobienne de f en a dans les bases B et C la matrice notée Jy(a) €
M, ,(R) telle que :

of1 df1

5 P P
s - (SEw) _~| :
J 1<5<p % %

R

Exemple 5.
Application de passage des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes
L’application ¢ : R% x R — R? définie, pour (r,0) € R x R, par :
o(r,0) = (rcos(h),rsin(h)),
admet pour matrice jacobienne en (r,#) dans la base canonique de R? :

30y = (Sl )

Exercice 7.

Calculer la matrice jacobienne dans les bases canoniques :
1. f:(z,y) = (x +y,2%y) en (z,y) puis en (0,0);

2. g:(z,y,2) — <Cfiig),zgew) en (z,y,z) puis en (—1,7,0);

3. h:(z,y,zt) = (zy,yz, 2t tx) en (z,y,2,t) puis en (1,1,1,1).

1. On a, pour tout (z,y) € R?, en posant fi(z,y) =z +y et fo(z,y) = 2%y :

oh x, fh Zz,
J(z,y) = (aZﬁEx’Z; %{zng;) = (2;@/ 1;12> donc J¢(0,0) = ((1) (1)>

11



cos(zy)

2. On a, pour tout (z,y, 2) € R?, en posant gy (z,y,2) = T4 et ga(z,y,2) = 2°

ery .

ey z) = (9.2 @y By
s 5 (2, 2) %2 (1., 2) 5 1,y 2)

__ysin(zy)  wmsin(zy) 2z cos(zy)
1+22 1422 (1422)2

yz3e™ xzz3e* 322%™

donc
0 0 O
Jg(—1,m,0) = <O 0 O)

3. On a, pour tout (z,y,z,t) € R* en posant hi(z,y,2,t) = zy, ha(z,y,2,t) = yz,
hs(x,y, z,t) = zt et hy(z,y,2,t) =t :

Ohy Ohy Ohy Ohy

Oz dy 0z ot y =z 0 0

Ohy  Oha  Ohy  Ohs 0 0
J ( t) _ ox oy 0z ot _ Yy
h\Z3Y,2,0) = | hs Ohs Ohs 0Ohs | = 00 t =z

ox dy 0z ot

Ohs Ohs Ohy Ohy t 0 0 =z

ox oy 0z ot

donc

O O =
OO ==
O = = O
= =0 O

Exercice 8.

Donner la matrice jacobienne de I’application S de passage des coordonnées sphériques vers les
coordonnées cartésiennes dans la base canonique de R? au point (,6, ¢)

L’application S de passage des coordonnées sphériques vers les coordonnées cartésiennes dans la
base canonique de R? est application S : R} x R x R — R? définie, pour (1,0, ¢) € R xR xR,
par :

S(r,0,¢) = (rsin(f) cos(p), rsin(f) sin(p), r cos(d)).

Sa matrice jacobienne en (r, 6, ) dans la base canonique de R3 est donc :

875;(,,, 9#’) %(7‘,0,9@) 6 (T 0790)
Js(r,0,0) = |%2(r,0,0) %2(r,0,0) 92(r,0,¢)
Ba(r,0,0) Gg(r,0,0) H2(r,0,0)

sin(f) cos(p) rcos(8) cos(p) —rsin(f)sin(yp)
= | sin(d)sin(p) rcos(f)sin(p)  rsin() cos(p)
cos(6 —rsin(6) 0

12



Partie C
Différentiabilité

1. Différentielle d’une application
a. Définitions et premiéres propriétés

Définition 7. Différentiabilité locale

Soit f:U - FetaecUl.
On dit que f est différentiable en a, s’il existe £ € L(E, F) telle que :
fla+h) = f(a) +¢(h) + o(||h]]) quand h — Of.

Dans ce cas, on dira également que f admet un développement limité a ’ordre 1 en a.

Proposition 3.

Soit f:U — F et a e U. Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

On suppose f différentiable en a. Alors f admet un développement limité a 1’ordre 1 en a i.e. il
existe £ € L(E, F) tel que :

fla+h) = fla) +£&h) + o ([[A]])-

0
A)OE
Comme F est de dimension finie, £ est une apllication linéaire continue sur F et donc en Og, d’ou
¢(h) —— £(0g) = 0p.

h*)OE

Par suite, pour tout = dans un voisinage de a dans U, on a, par inégalité triangulaire :

@) = f@llr = 1@+ b) = f@Ilr < 1B+ o (Ibl) >0

d’ou f(z) —— f(a) et donc f est continue en a. O
r—a

Soit f: U — F et a € U.Si f est différentiable en a, alors il existe une unique application
L e L(E,F) telle que :

fla+h) = f(a)+£(h) + o(|h|]) quand h — Of.

13



On suppose f différentiable en a. Soit ¢,¢' € L(E, F) tels que :
fla+h) = f(a) +£(h) + o(||h]]) et f(a+h) = f(a) + ¢'(h) + o(||R]])

Montrons que ¢ = ¢’ i.e. pour tout z € E, {(z) = ¢'(x).
Soit € E. Pour t € R*, on a h =tz — O quand ¢t — 0 et ||h]| = |[tz|| = |¢|.||z|. Par suite, on
a:
— _ /
fla+tx) = f(a) + L(tx) + tgo(t) et fla+tx) = f(a)+ ¢ (tx) + tgo(t).

Ainsi, par linéarité de £ et ¢/ puis en effectuant la différence de ces deux égalités, on obtient :

t(l(z) — ' (z)) = L(tx) — O (tx) = t—0>0(t)

et donc :
/ —
to) =) = 9,(1) 755 0
d’ott £(z) = l'(x).
Ceci étant vrai pour tout x € F, il en résulte que £ = ¢’ ; ce qui prouve 1'unicité. O

Le lemme précédent justifie la définition suivante :
Définition 8. Différentielle en un point

Soit f:U — F et aec U. Si f est différentiable en a, on appelle différentielle de f en a et
on note df(a) ou encore df, 'unique application linéaire telle que :

fla+h) = f(a)+ df(a)(h) + o(]|h]]) quand h — Og.

Soit p : R = F. On a: ¢ € L(R,F) si, et seulement si, il existe un unique v € F tel que
@ T TU.

< Sl existe un unique u € F tel que ¢ : = — zu alors, pour tous A\, u,z,y € R, on a
e(Az + py) = (Az + py)u = A(zu) + p(yu) = Ap(z) + pe(y) done ¢ € L(R, F).
= On suppose ¢ € L(R,F). On pose u = ¢(1) € F. Alors, pour tout z € R, on a, par
linéarité de ¢,
p(x) = p(z.1) = 2p(1) = 2u;

d’ott  : & — zu. Par construction, u = (1) est unique.

14



Proposition 4. | Lien dérivabilité / différentiabilité

Soit I un intervalle ouvert de R, f: I — F et a € 1.
La fonction f est dérivable en a si, et seulement si, elle est diférentiable en a. Dans ce cas, on
a, pour tout h € R :

dfa(h) = f'(a).h

Ona:

f est dérivable en a

si, et seulement si,
h — W admet une limite ¢ € F' quand h — 0
si, et seulement si,

il existe £ € F' tel que W =04+ o (1)
h—0

si, et seulement si,

il existe £ € R tel que f(a + h) = f(a) + h.l + hgo(h)
si, et seulement si, (en vertu du lemme précédent)
il existe L € L(R, F') tel que f(a+ h) = f(a)+ L(h) + hgo(|h|)
si, et seulement si,

f est différentiable en a.

Dans ce cas, on a donc :

df(a): hw L(h) = ht = h.f'(a)

Définition 9. | Différentiabilité globale
Soit f: U — F. On dit que f est différentiable sur U si f est différentiable en a pour tout
a € U. Dans ce cas, appelle différentielle de f sur U et on note df l'application de U dans

L(E, F) telle que :
df :x— df(x).

b. Exemples

Exemple 6.
Une fonction f: U — F constante en ¢ € F est différentiable sur U et on a

df =o.
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On a, pour tout a € U et tout h € E tel que a+h € U :

flat+h)=fla)=c—c=0r=0(h)+ Or
=o(llhllr)

Par suite, f est différentiable en a pour tout a € A et donc sur U et on a, pour tout a € A,
dfe =0: F — F. Ainsi, df =0: F — L(E,F).

Proposition 5.

Soit L: E— F.Si L € L(E,F), alors L est différentiable sur F et, pour tout a € E, dL(a) = f.

Soit L € L(E, F). On a, pour tous a,h € E :

L(a+h)—L(a) = L(a+ h —a) = L(h) + \Of/
=o([lhllr)

Par suite, L est différentiable en a pour tout a € A et donc sur E'; et on a :

dL, = L.

Corollaire 1.

Soit L € L(E, F) et B = (e1,...,ep) une base de E. On a, pour tout a € E et tout j € [1,p] :

oL

aTj(a) = L(ej).

Soit @ € E et j € [1,p]. Comme L est linéaire sur E, elle est différentiable en a et dL, = L
(d’apres la proposition 5), donc on a :

oL

%j(a) = dLa(e;) = L(e;).

Définition 10.| Applications coordonnées dans une base

Soit B = (e, ...ep) une base de E. Pour i € [1, p], on appelle i-éme application coordonnée

16



dans la base B et on note dz; la forme linéaire de E' dans R définie par :

P
dz; : x = E Tjej = T
j=1

Exemple 7.

Soit B = (e1, ...e,) une base de E. Pour tout ¢ € [1,n], la i-éme application coordonnée dz; est
différentiable sur E et et on a, pour tout a € E, d(dz;), = dz;.

En effet, les applications coordonnées étant des formes linéaires, d’apres la proposition
précédente, elles sont différentiables sur E et leurs différentielles en chaque point sont
égales a elles-mémes.

Proposition 6. | Différentielle d’une application bilinéaire

Soit B : Fy X Es — F une application bilinéaire. Alors B est différentiable sur F; x E5 et on
a, pour tout (z,y) € By X Ea :

dB(z,y) : (h,k) — B(z,k) + B(h,y).

Soit (z,y) € F1 x Ey. On a, pour tout (h,k) € Ey X E :
B(z+ h,y+ k) — B(z,y) = B(z,k) + B(h,y) + B(h, k).
Par linéarité des applications B(z,-) et B(-,y), application ¢ : F1 x Ey — F telle que :
£:(h, k) — B(z,k)+ B(h,y)

est linéaire.
De plus, £y x E5 étant de dimension finie, ’application bilinéaire B est continue sur E; X Fjs.
Ainsi, il existe M > 0 tel que, pour tout (h,k) € Ey X Es :

|B(h, k)|lr < M|[}||E, || £,
En considérant sur E; X Es la norme produit ||(h, k)||co = max(||h||g,,||k||E,) on obtient :
IB(h, k)l < M[h]| 5, k2, < M|(h, B3 = o ([1(h k)lloo)
Ainsi, on a, pour tout (h,k) € E1 X Es :
B(z +h,y + k) — B(x,y) = £(h, k) + o ([[(h, K)[]),

ou { est une application linéaire.
Il en résulte que B est différentiable sur E; x Fs et pour tout (z,y) € Eq X Es :

dB(z,y) = £ : (h,k) — B(z,k) + B(h,y).

17



Plus généralement, on le résultat suivant :
Proposition 7. | Différentielle d’une application multilinéaire

Soit n € N*| Eq, ..., E, des espaces vectoriels normés de dimension finieet M : E1 x...xE, = F
une application multilinéaire. Alors M est différentiable sur Fy x ... X E, et on a, pour tout

(x1,...,2n) EEL X ... X By :

n

dM(Il,...,’In) : (hl,...,hn)F—)ZM(.’El,...,$i_1,hi,$i+1,...,$n).

i=1

On pose E = FE; X ... X E, que l'on munit de la norme produit || - || : (z1,....,2,) —
maxi<;<n(||2;| ;). Dans la suite, on notera P = P([1,n]) 'ensemble des parties de [1,n].

Pour x = (z1,...,2n),h = (h1,....,h,) € E, on note, pour A € P, Pélément ya(x,h) = ya =
(Y41, .-, ya,n) de E vérifiant, pour i € [1,n] :

o h; site A
Yai= x; siig¢g A

Par exemple, on a yp = x, y[1,,] = h ou encore yr1y = (h1, 22, ..., Tp).
Soit © = (21, ..,2,) € E. Pour tout h = (hy, ..., h,) € E, on a, par multilinéarité de M :

M(z+h) = Y M(ya)
AeP
= M(y)+ > M(ya)+ Y M(ya)
iyl #5

AeP
#A>2

= M($)+ZM(y{i})+ Z M(ya)

ott, pour i € [1,n], M(ygy) = M(x1,..., %1, hi, 2ig1, ..., 2Tn).
Comme M est multilinéaire, h — M(x1,...,2;-1,hi, Zit1,...,T,) est linéaire pour tout i €
[1,n]. Par suite, application ¢ : E — F telle que :

{:h= (hl,...7hn) — ZM(ZIH,...,$i_1,hi,$i+1,...,xn)

i=1

est linéaire comme combinaison linéaire d’applications linéaires.
De plus, Ey,..., E, étant de dimension finie, I'application multilinéaire M est continue sur E.

Ainsi, il existe C' > 0 tel que, pour tout k = (k1,....,k,) € E :

1M (K)||r < Cllkill ez, -l nll 2,
Alors, pour tout A € P avec a = #A, on a :

1M (ya)llr < Cllyaslle,-lyanlle, < Clle|"[]%
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d’ou, sia > 2:
M
” (Z%)”F < Cﬂan—aHhHa—l 0
] 1210

Ainsi, par somme finie de petit o, on obtient :

Y Mya)= o (lh]).

= Inl=0
H#A>2

Par suite, on a, pour tout h € E :
M(z +h) = €(h) +o(|lAl),
ou ¢ est une application linéaire.

Il en résulte que M est différentiable sur E et, pour tout z = (21, ...,2,) € E :

dM(IE) ={:h= (hl, 7hn) — ZM(Il, ce ,xi_l,hi,mi+1, - ,.In).

i=1

Exemple 8.

Soit B une base de E. L’application detp : EP — R est différentiable sur EP.

L’application detp est n-linéaire sur F donc d’apres la proposition précédente, elle est différentiable
sur EP.

c. Exercices

Méthode : calculer une différentielle.
Pour montrer qu’une fonction f : U — F est différentiable en a € U et calculer df(a) avec la
définition :

e on calcule f(a+ h) — f(a);

e on "récupere” de ce calcul une partie £(h) qui dépend linéairement de h;

e on montre que f(a+ h) — f(a) — £(h) = o(||h])-

Exercice 9.

Soit n € N* et f: M, (R) — M, (R) telle que f : M ~ M?2. Montrer que f est différentiable sur
M, (R) et calculer sa différentielle en tout point de M, (R).
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Soit A, HM,(R). On a :

(A4 H)? - A?
= A2+ AH+ HA+ H? - A?
AH + HA + H?

f(A+ H) - f(4)

Or, par propriétés du produit matriciel, £ : H — AH + HA est linéaire et, en considérant une
norme || - || sous-multiplicative sur M, (R), on a :

l=2] _ | H P
< = [|H[} —=—0
=]~ (1l H—0,

d’on ||H?|| = . |H||). Par suite, f est différentiable en A avec dfs =¢: H — AH + HA.

%o,
Ceci étant vrai pour tout A € M, (R), f est différentiable sur M, (R).

Exercice 10.

On suppose que E est un espace euclidien. Soit f : z + |lz|?>. Montrer que f est différentiable
sur F et déterminer sa différentielle en tout point de F.

On a, pour tous a,h € E,
fla+h) — f(a) = (a+ hla + h) — (ala) = 2(alh) + [|A]®

On pose £ : h+— 2(alh). Alors £ est une application linéaire de E dans R par linéarité du produit
scalaire par rapport a la deuxieéme variable et :
1712
I

= |l ——0
*)OE

et d’out f(a+ h) = f(a) + 2(alh) + o(||h]|) et donc f admet un développement limité & ’ordre 1
en a.
Il en résulte que, pour tout a € E, f est différentiable en a et on a df(a) = ¢ : h — 2(alh).

Ainsi, f est différentiable sur E et df : a — df(a) : h — 2(alh).

Exercice 11.

Soit n € N*, A € R et Montrer que 'application exp : M +— exp(M) est différentiable en A = I,
et calculer sa différentielle.

Remarque : en fait, on peut montrer que exp est différentiable sur My (R) - mais comme en général, A et H ne

commutent pas, ce n’est pas aussi simple que dans le cas précédent.
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On considére une norme || - || sous-multiplicative sur M, (R). Soit H € M, (R). Comme A = AI,,,
A et H commutent, exp(A + H) = exp(A) exp(H). Ainsi, on a :

+“3}{k +“3}1k
exp(A + H) — exp(A) = exp(A)(exp(H) — I,) = exp(A) Z = exp(A)H + exp(A) R
k=1 k=2

L’application ¢ : H — exp(A)H est linéaire et on a :

“+o0 k k—2
H 2 H
>5 - |25
k=2
IIHII’“ §
< |H|P Z
+00 g k=2
H IIHII
D | = AP Z 7 = P
k=2
~ 2
et am&Z A —H 0. (=) CarHTH_”HHe H—0, 0-

Par sulte, exp est différentiable en A = \I,, et comme exp(A) = exp(\l,) = e I, on a, pour
tout H € M, (R) :
dexp(A)(H) = exp(A)H = e H.

Exercice 12.

Soit n € N* et || - || une norme sous-multiplicative sur £ = M, (R).
1. Soit A € E telle que [|A] < 1.
(a) Montrer que > A* converge.
(b) Mountrer que I,, — A est inversible et déterminer son inverse.

2. Montrer que la fonction f : GL,(R) — E définie, pour M € GL,(R), par f(M) = M~!
est différentiable sur GL,,(R) et déterminer sa différentielle en tout point.

1. Soit A € F telle que || 4| < 1.

(a) On a, pour tout k € N, || A% < ||A||* qui est le terme général d'une série géométrique
convergente car ||A|| < 1, d’ot1, par comparaison, . A* converge absolument et donc
converge.

(b) On remarque que :

+oo “+o0 +oo
R)MCEDIE IS
k=0 k=0 k=0
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donc I,, — A est inversible d’inverse ZZZOB AR,

2. Soit M € GL,(R) et H € E tel que ||[M~'H| < 1. Alors M + H est inversible; en effet,
ona M+ H = M(I, + M—*H), or M est inversible et I,, + M~1H l'est aussi d’aprés
la question précédente avec A = —M ~'H ; d’ott M + H est inversible comme produit de
matrices inversibles.

Ainsi, f(M + H) est bien défini, et on a :
fIM+H)-fM) = (M+H)'-M"

= (L+M**HE)' -1, )M!

(o) e

= (Jrf(—M‘lH)k> Mt

k=1

+oo
f(M+ H) — f(M) ~M*HM™! + (Z(—M‘lH)k> Mt

k=2

e(H)

Par propriétés du produit matriciel, 'application £ : H — —M " 'HM ™! est linéaire.
De plus, pour tout H € E tel que |H|| < ||M]|,ona |[M~1H| < ||M~Y||.|[H| <1 (ezercice :
montrer cette affirmation) et :

+oo
le(E) < D [(MTHE|
k=2
2+oo k
< (IHED Y (ML H])
k=0
Wk
leE)] < JH|?——
1— M1 JH]
. lle(E) MY Wk
par suite, ——— < || H||. 0
Er < VT ET s

Ainsi, pour tout M € GL,(R), pour tout H € F tel que |H| < || M]|, on a
f(M+H)=f(M)+{M)+ o(|H||) avec £ linéaire; donc f est différentiable sur G, (R)
et :

df(M): Hw— —M*HM™.

2. Différentielle et dérivées partielles

22



Proposition 8. Différentielle et dérivée suivant un vecteur

Soit f:U — F et a € U. Si f est différentiable en a, alors f admet une dérivée en a selon tout

vecteur de u et on a :

Dy f(a) = df(a)(w).
En particulier, pour B est une base de F, si f est différentiable en a, alors f admet des dérivées

partielles en a dans la base B.

On suppose f est différentiable en a. Alors, pour tout h € E tel que a+h € U, on a :

fla+h) = fla) = df(a)(R) + o ([[R])-

I~ll—0
Soit u € E N {0g} (le cas u = O est trivial : toute fonction est dérivable suivant 0 de dérivée

égale a Op).
On remarque alors que, pour un réel ¢, |[tu|| — O si, et seulement si, t — 0; ainsi, en utilisant la

formule précédente appliquée a h = tu, on obtient :

fla+tu) — f(@) = df(@)(tu) + o (Jtul) =t.df(@)(w) + o ()

Ainsi,

L0,(1) — df(a)(uw).

%(f(a +tu) — f(a)) = df(a)(u) +

Il en résulte que f admet une dérivée en a suivant h et que :

Duf(a@) = lim 3(f(a -+ tw) = [(a)) = df(a)(u),

Proposition 9.| Lien entre différentielle et dérivées partielles

Soit f:U = F,aecU et B=ey,...,ep,) une base de E.
Si f est différentiable en a, alors, pour tout h = Z;’Zl hje; € B, on a :

ou encore, en utilisant les applications coordonnées dans la base B :

L d
df(a)=>" dx]-.axfj(a).
j=1
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On considére une base B = (ey, ...,e,) de E. Comme f est différentiable en a, d’apres la propo-
sition 8, f admet des dérivées en a suivant chacun des e; et on a :

of

0;

(a) = D, f(a) = df(a)(e;).
Ainsi, pour h = Z§=1 hje; € E, on a, par linéarité de la différentielle :

af(@() = af(@) | Yo hses | =Y hydf(a)es) = 3 by (a).
j=1 j=1 J

Corollaire 2. Lien entre différentielle et dérivées partielles

Soit f:U — F,a €U et B,C des bases de E et F respectivement.

Si f est différentiable en a, alors :
Matgc(df(a)) = Jf(a).

ot Jf(a) est la matrice jacobienne de f en a dans les bases B et C

Soit f: U = F,acUetB=(e1,...,ep),C = (e1,...,6q) des bases de E et F respectivement. On
note fi,...f; les applications composantes de f dans la base C.

On suppose f différentiable en a. Alors, d’apres la proposition précédente, on a, pour tout j €
[1,p] :

Ar(@)es) = 5 (a) = 3 G

Par suite, on obtient :

Proposition 10.

Soit f:U — F,a€Uet B=(e1,..,ep), B = (e1,...,e},) des bases de E. On note (p; j)1<i.j<p
la matrice de passage de B vers B'.
Si f est différentiable en a, alors, pour tout j € [1,p], on a :

0 S
@)=Y g (@,

J 1=1
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ol % désigne la dérivation partielle selon le j-iéme vecteur de la base B'.
J

On suppose f différentiable en a. Alors, d’apres la proposition 8, f admet des dérivées partielles
en a dans les bases B et B'; et, pour tout j € [1,p], comme, par définition de la matrice de
passage de B vers B, e} = > 1 pijei, on a, par linéarité de df, :

0
L) = dfule))

J
p
= dfa <Z pi,jei>
i=1

P
= ) pijdfa(e)
=1

of P of
@(a) = ;pi’j%(a)'

3. Opérations sur les applications différentiables

Proposition 11.| Combinaisons linéaires

Soit \,u€R, f,g:U - Fetaecl.

Si f et g sont différentiables en a (resp. sur U), alors Af + ug est différentiable en a (resp. sur
U)etona:

d(Af + pg)(a) = Adf(a) + pdg(a).

On suppose f et g sont différentiables en a. On a, pour tout h € E tel quea+h € U :
(Af +ug)(a+h) = (Af+ug)(a) = Af(a+h)—f(a))+pu(gla+h)—g(a))
= A(df(a)(h) +o([|n]])) + w (dg(a)(h) + o(||]]))
= (Adf(a) + pdg(a)) () + o(|[]).
donc :
(Af + pg)(a+h) = (Af + pg)(a) + £(h) + o(|[A]])

avec £ = Adf(a)+pdg(a) € L(E, F) comme combinaison linéaire des applications linéaires d f(a)
et dg(a). Par suite, \f + ug est différentiable en a et :

d(Af + pg)(a) = Adf(a) + pdg(a).
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Corollaire 3.

L’ensemble D({a}, F) (resp. D(U, F)) des applications de U dans F différentiables en a (resp.
sur U), muni de ses opérations usuelles, est un espace vectoriel.

0 0
De plus, pour B = (ey,...ep) une base de E et j € [1,p], Papplication I fe e est une
Ly Ty
application linéaire de D(U, F) dans F(U, F).

On a D({a},F) € F(U,F), 0 : x — 0p € D({a}, F) d’apreés 'exemple 6 et d’apres le point
précédent, pour tous A, u € R et et tous f,g € D({a}, F), \f + ng € D({a}, F). Par suite,
D({a}, F) est un sous-espace vectoriel de F(U, F') et donc est un espace vectoriel.

De plus, pour D(U, F') I’ensemble des applications de U dans F' différentiables sur U, on a :

DU, F) = () D{a}, F),

acU

donc D(U, F) est un sous-espace vectoriel de F (U, F') comme intersection de sous-espaces vecto-
riels de F(U, F'), et ainsi, D(U, F) est un espace vectoriel.

0 0

L’application el [ Fre est bien définie sur D(U, F') d’apres la proposition 8. Montrons sa
2B 2o

linéarité. Soit f,g € D(U, F) et A\,u € R. D’apres la proposition 11, on a Af + ug € D(U, F) et

d(Af + pg) = Adf + pdg.
On a alors, pour tout a € U :

W(a) = d(Af + pg)a(e;)
= Adfa(e;) + pdgle;)

of Jg
Aaxj (a) + uaxj (a),

OANf+ng) | Of 9g
dot ——— =\~ —.
ou 8£Cj aZL'j + M@xj
Il en résulte que a%j :D(U,F) — F(U, F) est une application linéaire. O

Proposition 12.| Produit d’applications différentiables a valeurs réelles

Soit f,g:U - RetacU.

Si f et g sont différentiables en a (resp. sur U), alors fg est différentiable en a (resp. sur U) et
on a :

d(fg)(a) = g(a) df(a) + f(a) dg(a).
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On suppose f et g différentiables en a. On a, pour tout h € FE tel que a+h € U :

(f9)(a+h)—(fg)(a) fla+h)g(a+h)— f(a)g(a)
= (f(a) + df(a)(h) + o([[h]]) (9(a) + dg(a)(h) + o([|L]])) — f(a)g(a)
= g(a)df(a)(h) + f(a)dg(a)(h) + (f(a) + g(a))o(||h]])
+(df(a)(h) + dg(a)(R)o([[hl]) + df(a)(h)dg(a)(R) + o([|h][*).

De plus, comme E est de dimension finie, df(a) et dg(a) sont des applications linéaires continues,
donc on a :

|df(a)(h) + dg(a)(h)| < [df(a)(R)] + [dg(a)(R)] < ([l df (@)l + Il dg(a)[I)-[|7]

et
|df(a)(h) dg(a)(R)| = |df(a)(h)|.|dg(a)(h)| < (Il df (@)IIl.II dg(a) 1) ]I [|>

d’ou :

(df(a)(h) + dg(a)(h))o(||n])) + df(a)(h)dg(a)(h) = o([|h]|*).
Ainsi :

(fg9)(a+h) = (f9)(a) = g(a) df(a)(h) + f(a)dg(a)(h) + (f(a) + g(a))o(l|hl]) + o([|h]*);
=o(||hl))

et donc :

(f9)(a+h) = (fg)(a) + £(h) + o([[hl])

avec £ = g(a) df(a)+ f(a)dg(a) € L(E,R) comme combinaison linéaire des applications linéaires
df(a) et dg(a). Par suite, fg est différentiable en a et :

d(fg)(a) = g(a)df(a) + f(a)dg(a).

Corollaire 4.

L’ensemble D({a},R) (resp. D(U,R)) des applications de U dans R différentiables en a (resp.
sur U), muni de ses opérations usuelles, est une algebre.

OnaD({a},R) C F(U,R) qui est une algebre. D’apreés le corollaire 3, D({a}, R) est un sous-espace
vectoriel de F(U,R). De plus, D({a}, R) est stable par produit d’aprés la proposition précédente
et contient = — 1 car cette application est constante et donc différentiable en a d’apres ’exemple
6.

Par suite, D({a},R) est une sous-algebre de F(U,R) et donc est une algebre.

De plus, pour D(U,R) I’ensemble des applications de U dans R différentiables sur U, on a :

D(Uv ]R) = ﬂ D({a}7R)a

acU
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donc D(U,R) est une sous-algebre de F(U,R) comme intersection de sous-algebres de F(U,R),
et ainsi, D(U,R) est une algebre. O

Corollaire 5.

Soit f,g: U =R, a€ U, B=(e1,...ep) une base de E et j € [1,p].
Si f et g sont différentiables en a, alors fg admet une j-eéme dérivée partielle en a dans la base

Betona:
B 0) = gla) 5 (o) + (o) 52 o)

Ly

On suppose f et g différentiables en a. Alors, d’apres la proposition précédente, fg est différen-
tiable en a. Ainsi, d’apres la proposition 8, f, g et fg admettent une j-ieme dérivée partielle en
a dans la base B et on a, d’apres la proposition précédente :

W) = (o)
= 9(@)dales) + F() dgaley)
0(f9) of 99

b @) = 9(@) () + f@) 5 (@)

Remarque : bien-str, cette formule peut-étre directement prouvée par la formule de dérivation
d’un produit de fonction de R dans R en raisonnant en terme de fonctions composantes ! O

Proposition 13.

Les applications polynomiales sont différentiables sur E.

Pour B une base de F, toute application polynomiale dans la base B est combinaison linéaire de
produits d’applications coordonnées dans la base B et d’applications constantes ; applications qui
appartiennent a l’algebre des fonctions différentiables de E dans R (voire corollaire précédent)
d’apres les exemples 7 et 6. Une algebre étant stable par produits et combinaisons linéaires, les
applications polynomiales appartiennent a l’algebre des fonctions différentiables de E dans R et
donc sont différentiables sur E. O

Proposition 14.| Régle de la chaine

Soit f:U—=F,g:V — G telles que f(U)CVetael.
Si f est différentiable en a (resp. sur U) et g est différentiable en f(a) (resp. sur f(U)), alors
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g o f est différentiable en a (resp. sur U) et on a :

d(go f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

On suppose f différentiable en a et g différentiable en f(a). Comme df(a) est une application
linéaire continue sur E car E est de dimension finie, pour h € E et b’ = df(a)(h) + o(||k|]), o

a h’' ﬁ Op, donc, U et V étant des ouverts de E et F' respectivement, il existe un voisinage
—UE

de a tel que, pour tout h dans ce voisinage, a+h € U et f(a) +h' € V et on a :

(gof)lat+h)=(gef)la) = g(fla+h))—g(f(a)
= g(f(a) + df(a)(h) + o([[Al})) = g(f(a))
= g(f(a) +1') — g(f(a))

f
f

= dg(
(

(@)(R") +o([|W[|r)
dg(f(

(go f)la+h)—(gef)la) a))(df(a)(h)) + dg(f(a))(o(lIRID) + o([I7]|)-

Or, d’une part, par continuité de l’application linéaire dg(f(a)) en Op (car F' est de dimension
finie), on a :

dg(f(a))(o(l[R])) = [IA]l dg(f(a))( o(1) ) = o(l|Al);
dans F' d;g/F dans G

et, d’autre part, comme df(a) est une application linéaire continue sur E, pour tout = € E,
[df(a)(@)llr <l df(a)ll-Iz]l, d’on, comme k" = df(a)(h) + o([|A]]) :

I71lF < (lldf (@)l + o(1)). |2l
et donc, dans l'espace G, o(||h/||r) = o(||h]])-
Par suite, on a :

(9o fila+h) = (go f)a)+ (dg(f(a)) o df(a))(h) + of[|A])-

L’application dg(f(a)) o df(a) étant linéaire comme composée d’applications linéaires, g o f est
différentiable en a et :

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

Exemple 9.

— Soit n € N*. L’application det : M,,(R) — R est différentiable sur M, (R).

— Soit f : U — F une application différentiable sur U, a € U et h € B(0g,r) ou r > 0 tel
que B(a,r) C U. L’application ¢ : t — f(a + th) est bien définie et dérivable sur [—1,1]
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et on a, pour (eq, ..., e,) une base de E et pour tout ¢t € [—1,1] :

¢'(t) = df(a+th)(h) = ; hjggj(a + th)

N _ P
ouh = Zi:l hjej.

— On a det = detgo C ou C' : M,(R) — M, 1(R)"™ est 'application qui, & une matrice de
M, (R), associe le n-uplet de ses colonnes; et B est la base canonique de M, 1 (R).
Par suite, C' étant linéaire, elle est différentiable sur M, (R) et detp étant multilinéaire
(voire exemple 8), elle est différentiable sur M, 1(R)". Par suite, d’aprés la régle de la
chaine, det est différentiable sur M, (R).

— Comme h € B(0g,r), pour tout ¢t € [—1,1], |[th]| = |¢|.||h]| < r, d’ot a + th € B(a,r). Par
suite, ¢ est bien définie sur [—1,1]. De plus, ¢ = foy o~y : t — a+th. Or 7 est dérivable et
donc différentiable sur R avec, pour tout ¢t € R, 7/(t) = h; ainsi, ¢ est différentiable et donc
dérivable sur [—1, 1] comme composée de deux fonctions différentiables avec v([—1,1]) C U ;
et on a, d’apres la proposition 4 et la régle de la chaine, pour tout t € [-1,1] et s€ R :

¢'(t).s = dpi(s) = dfy sy © dve(s) = 5. dfaten(h)

p
0
d’ot, en prenant s = 1, ¢'(t) = dfgien(h) = E hja—f(a + th) d’apres la proposition 9.
-
j=1 I

Remarque : on a en fait prouvé une formule qui nous aurait permis d’écrire directement
la dérivée de ¢; en fait, ¢ = f o~ ol v est ce qu’'on appellera un arc paramétré et la
proposition 28 nous donnera une formule toute faite pour ce genre de situation.

Exercice 13.

Soit n € N* et F = M, (R). Montrer que l'application g : E — R définie, pour M € E, par
g(M) = Tr(M?) est différentiable sur E et déterminer sa différentielle en tout point.

Onag="Trofou f: M~ M2 Lapplication Tr étant linéaire, elle est différentiable sur E
de différentielle en A € E : dTry = Tr. D’aprées Uexercice 9, 'application f est différentiable sur
E de différentielle en A € E : dfs : H — AH + HA. Par suite, d’apres la regle de la chaine
(Proposition 14), g = Tr o f est différentiable sur E et on a, pour tous 4, H € E :

dga(H) = dTrpay 0 dfa(H) = Tr(AH + HA).

De plus, Tr étant linéaire et vérifiant, pour tous M, N € E, Tr(MN) = Tr(NM), on obtient,
pour tous A, H € E :
dga(H) = Tr(AH) + Tr(HA) = 2Tr(AH).
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Corollaire 6. Jacobienne d’une composée

Soit f:U — F,g:V — G telles que f(U) C V, a € U et B,C,D des bases de E,F,G

respectivement.

Si f est différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors :

J(go f)a) = Jg(f(a)) x Jf(a).

On suppose [ est différentiable en a et g est différentiable en f(a). Alors, d’apres la régle de la
chaine (Proposition 14), g o f est différentiable en a et on a :

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

D’apres le corollaire 2, on a :

Jf(a) =Matgc(df(a)); Jg(f(a)) =Mate,p(dg(f(a)))
et
J(go f)(a) = Matgp(d(go f)(a))

d’ou :

Jg(f(a)) x Jf(a) = Matep(dg(f(a))) x Matgc(df(a))
= Matgp(dg(f(a))o df(a))
= Matgp(d(go f)(a))

Jg(f(a)) x Jf(a) = J(go f)(a).

Corollaire 7.

Soit f: U = F,g:V — G telles que f(U) CV,aeU, B=(e,....ep),C = (€1,...,64) des
bases de E, F' respectivement et j € [1,p].

Si f est différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors g o f admet une j-éme dérivée
partielle en a dans la base B et on a :

afz
8:1:] zz &Uj 8y7 (f(a),

ou fi,..., fg sont les applications composantes de f et ot les a%p désignent les dérivations par-
tielles dans la base C.

On suppose [ est différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors, d’apres la proposition
précédente, go f est différentiable en a et donc, d’apres la proposition 8, admet une j-éme dérivée
partielle en a dans la base B et on a d(go f)a = dgsa) © dfa-
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; af _ N\ 9Ofi .
Par suite, comme 8Tj(a) =2im1 b (a)ei, on a, :

d(go f) (@) = d(go f)alej)

8(1)j
dgya) o dfale;)
0
= dgsa) ((%J:-(a)>

dgof) \ _ ZilH
axj (a) - Z axj 6yz (a’))

Remarque : on aurait pu raisonner avec le corollaire précédent en terme de matrices jacobiennes
pour prouver ce résultat. O

Exemple 10.

Soit B = (eq, ..., ep) est une base de E. A partir du corollaire précédent, on retrouve la formule
de la proposition 2 pour f: U — F différentiable sur U, L € L(F,G) et j € [1,p] :

O(Lof) of
O0x; =Lo oz’

Soit C = (1, ...,&4) une base de F. Comme L est linéaire sur F, elle est différentiable sur F' d’aprés
la proposition 5 et on a, d’apres le corollaire 1, pour tout b € F et tout i € [1, ¢], g—yLi(b) = L(g;).
Par suite, d’apres le corollaire précédent, L o f admet une j-ieme dérivée partielle en tout point
de U et on a, pour tout a € U, par linéarité de L :

d(Lof) = 0fi, 0L
Tj(a) = ;axj(a)'ayi(f(a))
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Proposition 15.| Différentielle d’une inverse

Soit f:U - RetacU.
Si f est différentiable en a et f(a) # 0, alors % est différentiable en a et :

d <J1L,) (a) = —f%@) df(a).

En particulier, si f est différentiable sur U, alors % est différentiable sur Pouvert U’ = {a €

Ul f(a) # 0}

On suppose f différentiable en a et f(a) # 0. L’application i :  — % est dérivable sur R*, donc,
d’aprés la proposition 4, est différentiable sur R* et, pour tout x € R* et tout ¢ € R tel que
xr+t#0,0na:
. . 1
di(t) = i'(x).t = —

Comme f est différentiable en a, f est continue en a donc il existe un ouvert W C U tel que,
pour tout u € W, f(u) # 0. Par suite, on a f(W) C R* et a € W, donc, f étant différentiable en
a et i étant différentiable sur R* et donc en f(a), d’aprés la régle de la chaine (Proposition 14),

1 —=jof:W — R est différentiable en a et on a, pour tout h € E :

f
d(4) @m) = dliof)a)h)
= (di(f(a)) 0 df(a)) (R)
1
= *Ta)g-df(a)(h)
" 4(3) @ =g 4f@
f )

11 reste & montrer que U' ={a € U | f(a) #0} est un ouvert de F :ona U' =U N Z =UNZ°¢
ot Z={ueU]| f(a) =0};0r Z = f~1({0}) est fermé comme image réciproque du fermé {0} de
R par I'application f continue sur U car différentiable sur U, d’ou U’ est un ouvert de E comme
intersection finie d’ouverts de E. O

Exercice 14.

Justifier que f : (x,y) — 2? 5 est différentiable sur U = R? \ {(0,0)} et déterminer sa
2 +y

différentielle en tout point de U. On prolonge f sur R? avec f(0,0) = 0; f ainsi prolongée

est-elle différentiable en (0,0)?

Ona f=4%oug: (z,y) —ayeth:(z,y) — z2 + y? sont polynomiales sur R2. De plus, h ne
s’annule pas sur U donc g et % sont différentiables sur U ; d’ou f est différentiable sur U comme
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produit de fonctions différentiables sur U. De plus, on a, pour tout (x,y) € U :
— F(z,y) =y et gi(z,y) = z; dou:
dg(ay) = ydo + 2 dy;
%

(w,y) =2 et %(Cf,y) =2y; doll :
dh(z,y) = 2(zdz +ydy).
et ainsi,
a3 S—— —é(djud)
) oy~ e = g e )

Par suite, on a, pour tout (z,y) € U :

1 1
df(ac,y) = 7~ dg(x,y) + g(x, y) d ()
h(z,y) h (z,y)
1 1
= m(yd:chxdy)ery —m(xdx—i-ydy)
1 3 3
Adf ey = CEnE (y® dz + 2° dy) .

Remarque : on aurait également pu calculer directement les dérivées partielles de f dans la base
canonique de R? et utiliser la formule :

af () = 2L () do + 2L () dy.

De plus, on a montré, dans I’exercice 2, que f (avec f(0,0) = 0) n’est pas continue en (0, 0), donc
elle n’est pas différentiable en (0, 0).

Exercice 15.

On suppose que F est un espace euclidien. Soit f : EXx{0g} — R telle que f : z — m Montrer

que f est différentiable sur E et déterminer sa différentielle en tout point de £\ {0g}.

On remarque que f = /-0 W La fonction /- est dérivable sur R de différentielle d/-(z) :
t— ﬁ.t pour z € R et, d’apreés l'exercice 10, || - || est différentiable sur E, ne s’annule pas sur
E~{0g}, donc W, qui est & valeurs dans R*, est différentiable sur £\ {0g}, de différentielle

ena€ E~\{0g}: o~

N
d(||-||2>” fape Al F(@) = o= =

Par suite, d’apreés la régle de la chaine (Proposition 14), f est différentiable sur F \ {Og} et on
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a, pour tout a € E\ {Og} et tout h € E :

w@m = (4 (p)od () @) o)

1 ~ 2(alh)
2 [ (-7r)
(aln)

[P

df(a)(h)

Proposition 16.| Différentiabilité d'une application d valeurs dans un produit

Soit F1, ..., Fy des espaces vectoriels normés de dimensions finies, f : U = Fy x...x Fyeta € U.
Pour i € [1,q], on note f; =m0 f: U — F, oum; : (x1,...,29) € F1 X ... X Fy— x; € F; est la
projection du produit sur F;. On a ’équivalence suivante :

L’application f est différentiable en a (resp. sur U) si, et seulement si, pour tout ¢ € [1,q],
fi : U — F; est différentiable en a (resp. sur U).

Et dans ce cas, pour tout i € [1,¢], on a :

dfi(a) = m o df(a),
et .
df(a) = Zri o df;(a)

ol, pour chaque ¢ € [1,q], r; est Papplication de F; dans Fy x ... x F, définie par r;(x;) =
(OFI,...,OFFI,LL'Z',OFHI,...70Fq>.

(=) On suppose f différentiable en a. Soit i € [1, ¢]. L’application 7; est linéaire de Fy x ... x
F, dans F;, donc, d’apres la proposition 5, elle est différentiable en f(a) de différentielle
en ce point dm;(f(a)) = m;. Par suite, d’aprés la régle de la chaine, la régle de la chaine
(Proposition 14), f; = m; o f est différentiable en a et on a :

dfi(a) = dmi(f(a)) o df(a) = mi o df(a).

(<) On suppose que, pour tout ¢ € [1,q], f; : U — F; est différentiable en a.
Pour chaque i € [1,¢], on considére r; : F; — Fy X ... x F, 'application définie, pour
x; € F;, par :
Tl(xl) = (OFU ) OFq‘,—lafEia 0F71+1a ) OFq)

Alors, on a f = >, r; 0 f;. Or, pour tout i € [1,q], r; est linéaire, donc, d’apres la
proposition 5, est différentiable en f(a) de différentielle en ce point égale & r;; et ainsi,
d’apreés la régle de la chaine, r; o f; est différentiable en a et d(r; o f;)(a) = r; o dfi(a).
Par suite, f est différentiable en ¢ comme combinaison linéaire d’applications différen-
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tiables en a (Proposition 11) et on a :

df(a) = Zri o dfi(a).
i=1

Corollaire 8. Différentiabilité et applications composantes

Soit f: U — F, C = (e1,...,€4) une base de F' et a € U. On note fi,..., f; les applications
composantes de f dans la base C. On a I’équivalence suivante :

L’application f est différentiable en a (resp. sur U) si, et seulement si, pour tout ¢ € [1,q],
fi : U — R est différentiable en a (resp. sur U).
Dans ce cas, on a :

df(a) = Z dfi(a)e;.

L’idée est d’appliquer la proposition précédente en "voyant” F' comme le produit R?. Plus préci-
sément, notons @ : (o1, ...,zq) — Y4, 2;&; 'isomorphisme de R? dans F via la base C.

On reprend les notations de la proposition précédente avec F; = R pour tout i € [1,q] et on
considere f = gagl of:U — R? = F; X .. x F,. On remarque alors que, pour tout i € [1,¢],
fi=miof=f car wiocpc_l g Zgzlxksk T

Par suite, d’apres la proposition précédente, f est différentiable en a si, et seulement si, pour
tout ¢ € [1,q], fi : U — R est différentiable en a.

Et dans ce cas, on a :

df(a) = Zri o df;(a)

Or, pc et o, ! étant linéaires, elles sont différentiables sur leurs espaces de départ, de différentielles
en tout point égale a elles-mémes ; donc, d’apres la régle de la chaine, f = pco f est différentiable
en a si, et seulement si, f = apgl o f est différentiable en a.

Ainsi, f est différentiable en a si, et seulement si, pour tout 7 € [1,¢], f; : U — R est différentiable
en a.
Et dans ce cas, comme, pour tout i € [1,q], ¢c or; : ©; — z;e;, on a :

df(a) = ¢co df(a)
= wo(Zmodfi(a))
i=1

= Z(@c or;) o dfi(a)

dfl (a)si

&

=

&

I
M-

s
Il
i
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Exercice 16.

Soit f: (x,y) — (y,m,2 +y) et g: (z,y,2) — (2% + 2, 2%). Montrer que g o f est différentiable
sur R? et déterminer sa différentielle en tout point de R? de deux maniéres : en calculant g o f
et avec le produit des matrices jacobiennes dans les bases canoniques.

Tout d’abord, on remarque que f est une application linéaire donc elle est différentiable sur R?
et que g est différentiable sur R3 car ses applications composantes sont polynomiales et donc
différentiables sur R3. Par suite, d’aprés la régle de la chaine, g o f est différentaible sur R2.
Calculons la différentielle de g o f en tout point de R2.
— 1ére fagon : on a, pour tout (x,y) € R?, go f(x,y) = (y*> + 22, (z + y)?), donc go f étant
différentiable sur R?, on obtient, pour tout (h, k) € R? :

dlgof (k) = 12D )+ k2D iy

= h(2z,2(z +y)) + k(2y,2(z + y))
d(gof)(a:,y)(h’ k) = Q(h($7 T+ y) + k(ya T+ y))

Ainsi,
d(gof) @y = 2(dz(z,z +y) + dy(y, (z +y)).
— 2nde facon : Notons B et C les bases canoniques de R? et R? respectivement. Alors, dans
ces bases, on a, pour tout (u,v,w) € R et tout (z,y) € R? :

991 (y, v, w) 28 (u,v,w) L (u,v,w)
Mat d —J _ Ox s Uy Dy s Uy Oz s Uy
ates (490w = Jg(u,v,v) (%gﬁ(u,v,w) %(u,v,w) 992 (y, v, w)
_ (2u 2v O
B 0 0 2w
et o on
7 2Y) aafy(7y) 0 1
Matg ¢(dfay) = Jf(,y) = | B2(,y) a—f;<x7y> =11 0
% (,y) Yoy \l 1
d’ou

MatB,B (d(g © f)(m,y)) = J(g ° f)(ajv y)
Jg(f(z,y)) x Jf(z,y)
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On retrouve bien, pour tout (h, k) € R? :

d(go f)@y (h k) = 2zh + 2yk,2(x +y)(h + k) = 2(h(z, v +y) + k(y, +y))

4. Fonctions de classe C*!
a. Définition et premiers exemples

Définition 11.) Fonction de classe C!

Soit f: U — F. On dit que f est de classe C! sur U si f est différentiable sur U et df : E —
L(E,F) est continue sur U.

Exemple 11.

— Soit f: U — F. Si f est constante sur U, alors f est de classe C' sur U.
— Soit L: E — F.Si L € L(E,F), alors L est de classe C! sur E.

— Une fonction de la variable réelle est de classe C' avec "I’ancienne” définition si, et seule-
ment si, elle I’est avec la "nouvelle”.

— Si f est constante en ¢ € F, f est différentiable sur U et df : a — 0 qui est une application
continue sur U car constante sur U.

— Si L € L(E,F), L est différentiable sur U et dL : a — L qui est une application continue
sur U car constante sur U.

— D’apres la proposition 4, pour une fonction f : U C R — F la différentiabilité sur U
équivaut & la dérivabilité, et dans ce cas, pour tout a € U, df, : t — f'(a).t. Ainsi,
df : U C R — L(R, F) est continue sur U si, et seulement si, f' est continue sur U. En
effet, pour tous a,b € U, on a :

lldfe = dfall = sup [I(dfy = dfa)(®)llr = 1f/(0) = f'(a)llF-

Exercice 17.

On suppose que E est un espace euclidien. Montrer que f : z +— [|z||? est de classe C! sur E.

D’apres 'exercice 10, f est différentiable sur E et, pour tout a,h € FE, on a :

df(a)(h) = 2(alh).

Montrons que df est continue sur E (dans £(F,R)). On remarque que, pour tout a,b,h € E et
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A, 1 € R, par linéarité du produit scalaire par rapport a sa premiere variable :
df(Aa + pb)(h) = 2(Aa + pblh) = A x 2(alh) + u x 2(blh) = Adf(a)(h) + pdf(b)(h)

et donc df(Aa+ pb) = Adf(a)+ pdf(b). Ainsi, df est une application linéaire définie sur E qui
est de dimension finie, donc df est continue sur F.
Par suite, f est de classe C! sur E.

b. Opérations sur les fonctions de classe C!

Proposition 17.

L’ensemble C (U, F) des applications de classe C* de U dans F', muni de ses opérations usuelles,
est un espace vectoriel.

D’apres le corollaire 3, 'ensemble D(U, F') des applications différentiables sur U, muni de ses
opérations usuelles, est un espace vectoriel. Montrons que C*(U, F) est un sous-espace vectoriel
de D(U, F).

L’application nulle de U dans F appartient & C1(U, F) car elle est constante et donc de classe
C! sur U, d’apres I'exemple 11.

De plus, pour f,g € C1(U, F) et A\, € R, on a, d’apres la proposition 11 :

A f + Ag) = Adf + pdg

donc d(Af + Ag) est continue sur U comme combinaison linéaire d’applications continues sur U.
Donc CH(U, F) est stable par combinaison linéaire.

Il en résulte que C*(U, F') est un sous-espace vectoriel de D(U, F') et donc un espace vectoriel.

Question 1.

De quelle structure peut-on munir I'ensemble C*(U,R) ?

On peut munir cet ensemble, muni de ses opérations usuelles, d’une structure d’algebre : en effet,
c’est une sous-algebre de l’algébre D(U, R) des applications différentiables de U dans R, d’apreés la
proposition précédente et notamment par la formule de la différentielle d’un produit (Proposition
12).
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Proposition 18.

Soit B = (ey,...ep) une base de E. Pour tout ¢ € [1,p], la i-¢me application coordonnée dx; :
T = Z§:1 zje; — x; est de classe C' de E dans R.

L’application dx; est linéaire, et donc de classe C! sur E (voire exemple 11). O

Théoréme 1. Applications polynomiales

Les applications polynomiales sur E sont de classe C! sur E.

Une application polynomiale sur E est de classe C'! sur E comme combinaison linéaire de produits
d’applications coordonnées qui sont de classe C! sur E d’aprés la proposition 18. O

Exemple 12.

Soit n € N*. L’application det : M, (R) — R est de classe C! sur M, (R).

Dans 'exemple 9, on a montré que det est différentiable a partir de son expression du déterminant
dans la base canonique de M, 1(R); ici, on va plutét utiliser la formule explicite du déterminant
en fonction de ses coefficients dans la base canonique de M, (R), & savoir, pour A = (a; ;)1<ij<n €

M, (R) :
det(4) = Y e(0) [ ioi)-
i=1

ocES),

D’apres cette formule, le déterminant d’une matrice est une combinaison linéaire de produits de
ses coefficients et donc det est polynomiale dans la base canonique de M, (R). Par suite, d’apres
le théoréme 1, L’application det est de classe C* sur M,,(R).

Exercice 18.

Justifier que les applications suivantes sont de classe C! sur E et déterminer leurs différentielles.
L f:(z,y) = (2> +y)? et E=R%
2. g:(w,y,2) > a3+ 3+ 23 +ayz et E=R3.

Les applications f et g sont polynomiales sur R? et R? respectivement et donc sont de classe C*
sur R? et R? respectivement. De plus, en utilisant le lien entre différentielle et dérivées partielles,
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on obtient :

1. pour (x,y) € R? :

of of
d S d = d
faw 5 &Y dT + 9y (z,y) dy
= 4x(x2 +y)dz + 2(x2 +y)dy
@y = 2(°+y) (zde+ dy);
2. pour (z,y,2) € R3 :
0 0 0
d9(zy,z) = a%(x,y, z)dz + afg(x,(% z)dy + afi(x,y, z)dz
d9(z,y,2) = (322 + yz) do + (3y? + zz) dy + (322 + zy) d=.

Proposition 19.

Soit f:U — F, g:V — G telles que f(U) C V. Si f est de classe C* sur U et g est de classe
C' sur V, alors g o f est de classe C! sur U.

On suppose f et g de classe C' sur U et sur V respectivement. Alors en particulier, elles sont
différentiables sur U et sur V respectivement, et comme f(V) C V, d’apres la régle de la chaine
(Proposition 14), g o f est différentiable sur U et on a :

d(gof) ta = dgf(a) © dfa-

On munit L.(E, F), L.(F,G) et L.(E,G) des normes subordonnées aux normes de leurs espaces
de départs et d’arrivées respectifs, que I'on note respectivement |||z g, Il ¢ €t [I-ll 5o On
rappelle que , pour tout ¢ € L.(E, F) et tout ¢ € L.(F,G), on a :

o ellge < Mllpe llells e

Soit a € U. On a alors, pour x € U :
— comme f est de classe C', df est continue en a donc |[df, — dfallzp p —— O et
’ r—a

Il dfall.p — N fallz e

— comme g est de classe C', dg est continue sur V et comme f est différentiable en a, f
est continue en a; donc dgys.) = (dg) o f est continue en a € U avec f(a) € V comme

composée d’applications continues; d’ou m dgy(z) — dgf(a)}HF,G E) 0.
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Ainsi, pour z € U, on a :

lld(go flz — d(go flallg.c
149y © dfe = dgy(ay © dfalll g g

< |ldgs@) © dfe = dgsa) © dfall g g+l 495 0 dfe — dgga) 0 dfalll 5 ¢

< 1(dgs@) = d95@) © dfalll g + 1 d95(@) © (dfe = dfa) |l 5 ¢

< dor@ = Wswllpg: Ndfellgr +lldos@ll g lldfe = dfalls, e
—_————

— 0 ——lldfallp,r &

r—a T—a

donc :
lld(g e f)z = d(g o fall e —=0-

Par suite, d(g o f) est continue en a et ce, pour tout a € U, donc d(g o f) est continue sur U.
Il en résulte que g o f est de classe C* sur U. O

Proposition 20.

1
Soit f: U — R. Si f est de classe C' sur U et ne s’annule pas sur U, alors ? est de classe C!

sur U.

On suppose que f est de classe C! sur U et que f ne s’annule pas sur U. On a % =10 f ou

112 > % est de classe C! sur R* (voire Exemple 11) et f est de classe C! sur U et a valeurs dans
R* car f ne s’annule pas sur U, donc, d’apres la proposition 19, % est de classe C'! sur U. O

c. Théoréme fondamental du calcul différentiel

,(Théoréme 2.) Théoréme fondamental du calcul différentiel

On rappelle que U désigne un ouvert de FE.
Soit f : U — F. Pour toute base B = (eq,...,ep) de E, on a équivalence entre les assertions
suivantes :

i) La fonction f est de classe C! sur U.

0
ii) Pour tout j € [1, p], I'application GTJC : U — F est bien définie et continue sur U.
j
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On munit F de la norme || - ||; : @ = ijej — Z |zj|. Comme E est de dimension finie, pour
j=1 j=1
montrer la continuité d’une application définie sur FE, il suffit de I’établir en utilisant la norme

(RS

De plus, on munit £(F, F') de la norme |||-|| subordonnée aux normes || - ||; sur E et || - | p sur F.

i) = ii) On suppose f de classe C! sur U. Alors f est différentiable sur U, donc les dérivées
partielles dans la base B sont bien définies sur U (Proposition 8).
Soit a € U et j € [1,p]. L’application df est continue sur U donc, pour z € U,
ldfz — dfall —— 0; et ainsi, on a, par définition de la j-iéme dérivée partielle dans
T—a
la base B :

Haxj 8%( 2)

= I(dfz = dfa)(ej)llr <l dfe — dfall- leally — 0.
F N—— Tr—a

=1

0
ii) = i) On suppose que, pour tout j € [1, p], a—f est bien définie et continue sur U.
Ly
Dans la suite, pour h = >>"_, hje; € E et k € [0,p], on note h<y, = Z?Zl hje; (avec la
convention h<g = O0g).
Soit a € U. Montrons dans un premier temps que f est différentiable en a.
Comme U est un ouvert, il existe » > 0 tel que B(a,r) C U ou B(a,r) désigne la boule
ouverte de centre a et de rayon r pour la norme || - ||1.
Soit h = 32%_, hje; € E tel que [|hl[1 < r. Alors, pour tout k € [0,p], on a :

k—1 p
lharlln =D Mol <D Ihsl = IRl < r;
j=1 j=1

d’ott a + h<y € B(a,r) et donc a + h< € U.

0
Ainsi, pour h = Y7 hje; € E avec ||hlly < r et pour tout k € [1,p], comme of est
T
définie sur U, par définition de la k-iéme dérivée partielle dans la base B, f est dérivable en
a+ h<p—1 € U suivant le vecteur ey, d’ot, en utilisant la définition-proposition 3, quand
h — 0g (et donc hy, — 0) :

flat+h<k) = fla+h<p—1+ hyeg)
= f(a-l—hgk,l) -l—hk.Dek(a-i-hSk,l) 4 O(hk)
———
=o([lhll1)
of
flathsk) = fla+hgp-1) +hi.5—(a+h<k-1)+, o (|All);
Tl h—0g
or, comme Bai est continue en a € U, on a ;mi (@ + h<p—1) = Bifk (a)+ o (1) car si

h—0g
h — O alors h<;, — Og ; et donc :

fla+h<k) — fla+h<p—1) = hg. Bf( )+ o (hk)+h£OE(||hH1)~

oxy, h—0p

=, o (A1)
E

h—0
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Par suite, on a :

flat+h)—=fla) = f

—~

a+ hgp) — f(a + hgo)

(fla+ h<k) = fla+ h<p—1))

(0@ + o811

of

fla+h)—fla) = P g (@) + o[-

1
1+ I T-

o>~
Il
-

L’application h — Y 7 _ hk.é‘?Tf(a) étant linéaire, il en résulte que f est différentiable en a.
Il reste a montrer que df : a — Z @laz of

= I 3:10
Soit a € U. Pour € U et pour tout h = Zj:1 hje; € E, on a, par inégalité triangulaire :

>.||h||1;
F

donc, par continuité en a des dérivées partielles de f dans la base canonique, on obtient :

(a) est continue en sur U.

of
Bst

” dfac(h) - dfa(h)

o> —(a )

( )

1<z<p (H@mz

1<i<p 8331( @) z—a

ldfs — dfall < max (H

)—>O.
F

Par suite, df est continue en a, et ce, pour tout a € U, donc df est continue sur U.

Il en résulte que f est de classe C! sur U. O

Ce théoréeme permet par exemple de montrer qu'une application de R™ dans R définie "par morceaux”
est de classe C'! ou non :

Exemple 13.

x2y2
— La fonction f(z,9) = d 221 gz ° @¥ 7 0.0)

0 sinon

est de classe C1 sur R2.

2

-y .
2.2 0,0
— La fonction g(z,y) = { 22 + 42 (z,y) # (0,0)

0 sinon
R? < {(0,0)} mais pas sur R2.

est continue sur R2, de classe C! sur

— La fonction f est de classe C! sur R? \ {(0,0)} comme quotient de fonctions polynomiales
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dont le dénominateur ne s’annule pas sur R? \ {(0,0)}. On a, pour ¢t € R* :

f(tﬂo)_f(ovo)zo 0 et f(07t)_f(070>:0 0.
t t—0 t t—0

Donc f admet des dérivées partielles en (0,0) suivant la base canonique de R? et on a :

Of 0.0y =0 et 210 0) =
9 (0:0) =0 et 5.(0,0)=0.
De plus, on a, pour (z,y) € R? . {(0,0)} :
g(x )—%et%(x )_ﬂ.
oz Y = (@2 +9y2)2 Oy el = (2 +y2)?’

Ainsi, les applications % et % sont continues sur R2~.{(0,0)} comme quotient de fonctions
polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas. Or, on a, pour (z,y) € R~ {(0,0)} :

of .y 9f 2yt
Lwn-SLoo| - F
2||(z, )13
(=, 9)ll3
of of
ar(x’y)_ax(o’o)‘ < 2”(53’9)”2W

et, par un calcul analogue, on trouve ‘ﬂ T,y) — of 0,0)| ———
P & ve oy (= 9) = 5y 0.0 om0

9 sont bien définies sur R? et continues sur R? donc,

Par suite, les dérivées partielles % et %

d’aprés le théoréme fondamental du calcul différentiel, f est de classe C! sur R2.
En particulier, f est différentiable en (0,0) et
of of

dfo,0) = %(07 0).dz + a—y(o, 0).dy = 0.

La fonction g est continue sur R? car, sur R? \ {(0,0)}, g est quotient de fonctions polyno-
miales dont le dénominateur ne s’annule pas et en (0,0), pour tout (z,y) € R? ~\ {(0,0)} :

l9(z,y) = 9(0,0)] < ||(z, )]l ———
(2,9)~(0,0)

De plus g est de classe C! sur R?~ {(0,0)} comme quotient de fonctions polynomiales dont
le dénominateur ne s’annule pas sur R? . {(0,0)}. On a, pour ¢t € R* :

t t—0 t t—0

Donc g admet des dérivées partielles en (0,0) suivant la base canonique de R? et on a :

dg . dg .
%(o,o) =0et ay(070) =0.
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De plus, on a, pour (z,y) € R? \ {(0,0)} :

@(ﬂv ) = 2y et @(3: ) = Ty —2),
or Y T @ ryee T oy Y T T @y
or, pour u, = (%, %) *—Jr—% (0,0), on remarque que :
n—-+0oo
dg dg Z 1 1 9g
—_— ’n_7070 :L:7—>7 0:70,0.
&r(u ) (9x( ) % 2 n—+oo 2 7 (9x( )

Donc I’'application %, qui est pourtant bien définie sur R?, n’est pas continue en (0,0) et
donc a fortiori sur R?. Ainsi, d’aprés le théoréme fondamental du calcul différentiel, g n’est
pas de classe C! sur R2.

Exercice 19.

1. Déterminer si les fonctions suivantes sont de classe C! sur R? :

_yt ; Ly si (x,y 0,0
f . (Sﬂ,y) N Z22+2y2 S1 (xay) 7& (070) qg: (x,y) — /22 4y2 ( ) 7& ( )
0 sinon 0 sinon
Dans I’affirmative, donner une expression de leur différentielle en tout point de R2.
4 4

. -+
2. Montrer que la fonction f : (z,y) — ﬁy? admet un prolongement C* sur R2.
T Yy

1. (a) La fonction f est de classe C'* sur R? . {(0,0)} comme quotient de fonctions polyno-
miales dont le dénominateur ne s’annule pas sur R? \ {(0,0)}. On a, pour t € R* :

f(t,O)—f(0,0):() 0 et f(O,t)—f(0,0):E 0
t t—0 t 2 t—=0

Donc f admet des dérivées partielles en (0,0) suivant la base canonique de R? et on
a:

of _ of _
9 00 =0 et 7.(0,0) =0.
De plus, on a, pour (x,y) € R\ {(0,0)} :
O () = 2 ot Wy = A
oz Y (22 42y2)2 T Oy 4 a2 2y

Ainsi, les applications % et % sont continues sur R? \. {(0,0)} comme quotient de
fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas. Or, on a, pour (z,y) €
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R? . {(0,0)}, comme 2 + 2y > ||(z, y)lI3 :

of  of o alt
) 8x(0,0)‘ T (@2
2z, )13
< 2@l
= @yl
of of
af _9r <
@) - 00 < el e
puis
of aof _ AP
‘ay(x,y) ay(o,o)‘ T a2+ 22
A, 9)ll3
113
of of
af _9f < 4
Lew-Zoo| < @ik s

Par suite, les dérivées partielles % et % sont bien définies sur R? et continues sur

R? donc, d’apres le théoréme fondamental du calcul différentiel, f est de classe C'! sur
R2.

En particulier, f est différentiable sur R? et, pour tout (z,y) € R?, on a :

of of

9y (D Y)-dz + = (2,y). dy.

d =
few) 3y

d’ou :
df(oy) =2y (—2y) do +4dy)
(ce qui vaut aussi pour (z,y) = (0,0)!).
La fonction g est de classe C! sur R? \ {(0,0)} comme quotient de fonctions polyno-
miales dont le dénominateur ne s’annule pas sur R? \ {(0,0)}. On a, pour ¢t € R* :

t t—0 t t—0

Donc g admet des dérivées partielles en (0,0) suivant la base canonique de R? et on

B
9g 9g
= =0et = =0.
5 (0:0) =0 et 5:(0,0) =0
De plus, on a, pour (z,y) € R? \ {(0,0)} :
0 z2(x — 0 2y —=x
99 3,4y = LEZY) o Dy - VW)
Oz (@2 +y?)z O (22 +y2)
or, pour u, = (%, 1) or (0,0), on remarque que :
n—-—+0o0
dg dg 2% 4 4 dg
— ) = = 9 = n = 0 = = 0,0 .
5 W) ~ 5, (00 = SF BV ot 5\/5# 5 (0 0)




2. En considérant la suite de terme général u,, = (=

Donc I’application %, qui est pourtant bien définie sur R?, n’est pas continue en (0, 0)
et donc a fortiori sur R2. Ainsi, d’apreés le théoréme fondamental du calcul différentiel,
g n’est pas de classe C' sur R?.

1

0) ——— (0,0), on obtient :

b
o n——+oo

2
Flun) =% =5 ——0

On tente alors de prolonger la fonction f en (0,0) par f(0,0) = 0. Notons de nouveau f la
fonction ainsi prolongée. Montrons tout d’abord que celle-ci est bien continue sur R2.

Sur R2x.{(0,0)}, f est quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule
pas et en (0,0), pour tout (x,y) € R? \ {(0,0)} :

2], y)ll2 2
|f(z,y) — f(0,0)] < 1@ )2 =2 )HQWO

Donc, ainsi prolongée, la fonction f est continue sur R?.

De plus, f est de classe C! sur R? \ {(0,0)} comme quotient de fonctions polynomiales
dont le dénominateur ne s’annule pas sur R? . {(0,0)}. On a, pour ¢t € R* :

f(t,O)—f(0,0):t 0 et f(O,t)—f(0,0):t 0.

t t—=0 t t—0

Donc f admet des dérivées partielles en (0,0) suivant la base canonique de R? et on a :

of of _
55 (0:0)=0cet a—y(o,o) =0.

De plus, on a, pour (z,y) € R? \ {(0,0)} :

of

z(2y* + 2%y —at)  Of
==(z,y) =
ox

9t 2.2 4
i (x’w:y(w +2y -y,
(z* +2y%)° Ay

(2 +292)2

Ainsi, les applications % et % sont continues sur R2\ {(0,0)} comme quotient de fonctions
polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas. Or, on a, pour (x,y) € R? \ {(0,0)} :

0 0 z|(2y* + 22y — 2*
U o)~ Lo = MO LTS 22
Oz Oz (22 + 2y2)
4|(z, )13
= i@l
of of
— — =—(0,0 < 4
L -Foo| < denl o
et, par un calcul analogue, on trouve ’8 Y) — af (0,0) B ———
(z,y)—(0,0)

Par suite, les dérivées partielles g 6f et f sont bien définies sur R? et continues sur R? donc,
d’apres le théoreme fondamental du calcul différentiel, f est de classe C'! sur R2.

Il en résulte que f admet un prolongement C! sur R? avec f(0,0) = 0.
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Exercice 20.

sin(v/z? +y%) si (z,y) % (0,0)
La fonction de 'exemple introductif s : (z,y) — V2 492 Y ’
1 sinon

est-elle de

classe C! sur R2?

On a vu, dans Pexemple 2, que s est continue sur R?. Elle est de plus de classe C'* sur R~ {(0,0)}
comme quotient de fonctions de classe C* sur R\ {(0,0)} dont le dénominateur ne s’annule pas.
Reste a voir ce qui se passe autour de (0,0).

On a, pour t € R* :

(6,0) =5(0.0) _sin(ith) =1l _ £ oo

t T 5 —
et de méme 20D=s00 ___,
t 50 .
Donc s admet des dérivées partielles en (0, 0) suivant la base canonique de R? et on a :
88 88

De plus, on a, pour (z,y) € R? \ {(0,0)} et en posant r = ||(z,y)|]2 = /22 + y2 :

s _ 2x(sin(r) —rcos(r)) . Os
8.:1: (1'7y) - TS et 8y (‘rﬂy

) = 2y(sin(r) — rcos(r))
B

Quand (z,y) — (0,0), ce qui équivaut & » — 0, on a sin(r) — r cos(r) = 73 + o(r*), donc :

0s 2 0s

il —=92z(=2 ——0=—(0,0
o (@,1) = 2(3 + olr) ————0 = 22(0,0)
car ¢ — 0 quand (z,y) — (0,0); et par un calcul analogue, on trouve : g—;(aﬁ,y) ﬁ)
z,y)—(0,0
22(0,0).
Par suite, les dérivées partielles % et g—j sont bien définies sur R? et continues sur R? donc,

d’apreés le théoréme fondamental du calcul différentiel, s est de classe C! sur R2.

Proposition 21.

Soit B = (e1,...,e,) une base de E. Pour tout j € [1,p], Papplication de dérivation partielle
9] 9]

— 97 est linéaire de C1(U, F) dans C(U, F).

8xj ij
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Soit j € [1,p].
Tout d’abord, d’apres le théoréme fondamental du calcul différentiel (Théoréme 2), pour tout

f e CYU,F), on a 887]; € C(U, F) donc application % est bien définie sur I'espace vectoriel

CH(U, F) et est a valeurs dans C(U, F).
De plus, d’apres le corollaire 3, ’application % est linéaire sur P'espace vectoriel D(U, F') donc
J

sa restriction au sous-espace vectoriel C1(U, F) I'est aussi. ]

5. Fonctions de classe C*

a. Dérivées partielles successives

Définition 12.

Soit f:U — F, B=(e1,...,ep) une base de E, k € N* et ji,..., ji € [1,p].
Sous réserve d’existence, on appelle dérivée partielle de f d’ordre k dans la base B selon
les indices (ji, ..., jx) et on note :

okr 0 of
&vjl...@x]—k o 8le ijk )

On dit que f admet des dérivées partielles d’ordre k£ dans la base B si, pour tout k-uplet
de [1,p]*, la dérivée partielle de f d’ordre k dans la base B selon ce k-uplet existe.

Remarque 5.

Si plusieurs dérivées partielles se font m fois a la suite par le méme indice j;, on écrira dz7!
I'expression 0z;,...0x;, au dénominateur de la dérivée partielle. Par exemple :
—_———

m termes

& f Pf

0220y  0x0x0y

Exercice 21.

Justifier existence et calculer les dérivées partielles secondes (i.e. d’ordre 2) dans la base cano-
nique de f : (z,y) — (2%y, e +1).

— L’application composante f; est de classe C' sur R? car polynomiale et on a :

o oh
ox y

— L’application composante fo est de classe C'! sur R? car composée de 'exponentielle qui

Dz, y) — 2zy et (z,y) = 22
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est de classe C'! sur R et d’une fonction polynomiale; et on a :

dfs X zy+1 Of2 . zy+1
ek (z,y) — ye et dy (z,y) — e

Par suite, f est de classe C! sur R? d’aprés la proposition 8, et on a, pour tout (z,y) € R? :

ﬁ — zy+1 g — (22 perytl
81) (xay) - (2$yaye ) et 8y (ﬂf,y) - (:L' y L€ )

Par des arguments similaires aux précédents, les fonctions % et %‘ sont de classe C! sur R?, et
donc les dérivées partielles dans la base canonique de % et g—i existent (et sont continues) d’aprés
le théoréeme fondamental du calcul différentiel (Théoréme 2). Par suite, les dérivées partielles de

f d’ordre 2 existent, et on a, pour tout (z,y) € R? :

e 2= 2 (L) = Cugtey;
e = o (L) @ = 02

b. Fonction de classes C*

Définition 13.

Soit B une base de E et f:U — F.

— Pour k € N*, on dit que f est de classe C* sur U si les fonctions dérivées partielles de
f d’ordre k dans la base B sont bien définies et continues sur U, et on note C*(U, F)
I’ensemble des fonctions de U dans F de classe C* sur U.

— Si f est de classe C* sur U pour tout k € N*, on dit que f est de classe C™ sur U, et
on note C*°(U, F) 'ensemble des fonctions de U dans F' de classe C*° sur U.

Remarque 6.

— Pour k = 0, on adopte la convention C*(U, F) = C(U, F).

— On remarque que, pour k = 1, cette définition de fonction de classe C' en terme de
dérivées partielles est équivalente a celle formulée précédemment en terme de différentielle
d’aprés le théoreme fondamental du calcul différentiel !

— Attention, a priori, la définition dépend de la base de F choisie pour les dérivations
partielles : on verra dans la suite qu’il n’en est rien.
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Proposition 22.

Soit k € N* et B = (ey,...,€p) une base de E. On a :

C>(U,F)c C*\(U,F) c C*(U,F) c CY(U,F) c C(U,F).

Soit B = (eq, ..., e,) une base de E et f € C**1(U, F). Comme les dérivées partielles d’ordre k+ 1
de f existent, alors ses dérivées partielles d’ordre k existent.

De plus, comme f € C*+1(U, F'), pour tout (ji, ..., jx) € [1,p]*, les dérivées partielles (d’ordre 1)
orf

de la fonction 5——45—
8845 0ooClE g,

existent et sont continues sur U donc, d’apres le théoréme fondamental

B
du calcul différentiel (Théoréme 2), ﬁ est de classe C! sur U et ainsi, en particulier,
J1-c Jk

différentiable sur U, donc continue sur U d’apres la proposition 3. D’ou f € C*(U, F).

1l en résulte que C*T1(U, F) c C*(U, F).

En raisonnant par récurrence sur k € N* avec l'inclusion précédente, on obtient que pour tout
k € N*, C*(U,F) c CY(U, F) et, comme, d’aprés la remarque 6, C1(U, F) est I'ensemble des
fonctions différentiables sur U de différentielle continues; d’aprés la proposition 3, C1(U, F) C
C(U,F).

Pour finir, on remarque que C*(U, F) = ,,cn- C™ (U, F) donc, pour tout k € N*, C*(U, F) C
C*l(U, F). O

Proposition 23.

0

Soit k € N* et B = (eq,...,€;,) une base de E. Pour tout j € [1,p], I'application o est bien
Ly

définie sur C*(U, F) et & valeurs dans C*~1(U, F).

Soit j € [1,p]. D’aprés la proposition 22, on a C*(U, F) ¢ C1(U, F); or, d’aprés la proposition 21,
a%j est bien définie sur C(U, F) donc elle est bien définie sur C*(U, F). Or, pour f € C*(U, F),
comme, par définition les dérivées partielles d’ordre k£ de f dans la base B existent et sont
continues sur U, les dérivées partielles d’ordre k — 1 de % dans la base B existent (on convient
qu’appliquer une dérivée partielle d’ordre 0 revient a appliquer 'identité) et sont continues sur
U, d’'ott g—afj € Ck1(U, F). Par suite, I'image de % restreinte & C*(U, F') est incluse dans
CF1(U, F). O

Corollaire 9.

Soit k € N* et B = (eq, ..., e,) une base de E. Pour tout m € [1,k] et tout (j1, ..., jm) € [1,p]™,

Papplication est bien définie sur C*(U, F) et & valeurs dans C*~™ (U, F).

Xjq ...6xjm
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On raisonne par récurrence finie a partir de la proposition précédente.

Exemple 14.

— Soit f:U — F. Si f est constante sur U, alors f est de classe C*° sur U.

— Soit L: E— F.Si L e L(E,F), alors L est de classe C™ sur E.
— Les applications coordonnées dans une base sont de classe C*° sur E.

— Si f est constante sur U, ses dérivées partielles d’ordre 1 dans n’importe quelle base de E
sont égale a ’application nulle 0 : U — F qui est continue sur U et est elle-méme constante
sur U et donc, de proche en proche, f est de class C* sur U pour tout k € N*.

— Si L € L(E, F), d’apres le corollaire 1, L admet des dérivées partielles d’ordre 1 qui sont
constantes sur E et donc, d’aprés I'exemple précédent, qui sont de classe C* sur U, pour
tout k € N. Ainsi, L est de classe C**1 sur U pour tout k € N et donc L € C*(U, F).

c. Opérations sur les fonctions de classe C*

Soit k € N*. L’ensemble C*(U, F), muni de ses opérations usuelles, est un espace vectoriel (si
F =R, une algebre) et est indépendant de la base de E choisie pour les dérivations partielles.

De plus, pour B = (ey,...,e,) une base de E et pour tout (ji,...,jr) € [1,p]*, 'application

ok ok f o k
- est linéaire de C*(U, F') dans C(U, F).
8xj1...8xjk 813]‘1...(95Cjk_

Pour B = (ey, ...,€,) une base de E et k € N*, on écrira Cf(U, F) pour I'ensemble des fonctions
de U dans F de classe C* sur U puisque la définition dépend, a priori, de la base B pour les
dérivations partielles.

Montrons, par récurrence sur N* que, pour tout & € N*| la propriété P, ="Pour toute base B

de E, CE(U, F) est une espace vectoriel (si F' = R, une algebre) ; pour tout (j1, ..., jix) € [1,p]*,
k

0
I’application o B est linéaire de CE(U, F) dans C(U, F); et, pour toute base B’ de E,
l‘jl... ‘Tjk

CE(U,F) = CE/ (U, F). est vraie.

e Initialisation. D’apreés le théoréme fondamental du calcul différentiel (Théoréme 2), pour
toute base B de E, C}(U, F) (définition avec les dérivations partielles dans la base B) est
égal a C1(U, F) (définition avec la différentielle) donc C(U, F') ne dépend pas de la base
B.

De plus, d’aprés la proposition 17 et la question 1, C*(U, F') est un espace vectoriel, si
F = R une algebre; et, d’apres la proposition 21, pour B = (eq,...,e,) une base de E,
pour tout 5 € [1,p], % est une application linéaire de C*(U, F') dans C(U, F).

J

Par suite, P; est vraie.

93



e Hérédité. Soit £ € N*. On suppose la propriété Py vraie.

Soit B = (e1, ..., €;,) une base de E.
— FEspace vectoriel et linéarité. Montrons que CgH(U, F') est un espace vectoriel et, pour
tout (41, ..., jx4+1) € [1,p]**!, la linéarité de 'application e akg; .
J1-9%5p 1
La fonction nulle est de classe C*T! sur U car ses dérivées partielles existent et sont
continues sur U : elles sont nulles.
Soit f,g € CE™ (U, F) et A, u € R.
Soit j € [1, p]. D’aprés la proposition 22, on a Cp (U, F) € C(U, F) et, d’apreés la pro-
position 21, i :CYU, F) — C(U, F) est linéaire donc %()\f—i—ug) = if—i—u%
De plus, d’ apres la proposition 23, 896 f et g appartiennent a CB(U F) qui est
un espace vectoriel par hypothése de recurrence, donc W()‘ f + pg) appartient a
J
CE(U, F).
OFTLAf + pg)
Par suite, pour tout (j1,..., Jk+1) € [1,pp*+t, —>o =
8le ...8Ijk+1
9" (3(Af + pg)

6$j1...317jk 8xjk+1

) existe et est continue sur U ; donc, \f + ug € Cp (U, F).

Ainsi, Cg™ (U, F) est un espace vectoriel comme sous-espace vectoriel de Cg (U, F).

De plus, par hypothése de récurrence, T ot : CE(U,F) — C(U,F) est linéaire,

Oz
donc :
8k+1 ak o
= o
8xj1...3:z:jk+1 6'1:j1...8:cjk 8xjk+1

est une application linéaire de C’g“(U, F) dans C(U, F') comme composée d’applica-
tions linéaires.

— Algébre. Montrons maintenant que, si ' = R, C**1(U, F') est une algébre. On a déja
montré que C};H(U, F) est un sous-espace vectoriel de CE (U, F) ; la fonction constante
en 1 est de classe C*T1 sur U car ses dérivées partielles d’ordre supérieur a 1 existent
et sont continues sur U : elles sont nulles. Puis, pour f,g € C;;H(U, F) c CYU, F),
comme C(U, F) est une algebre, fg € CY(U,F), d’ou, d’aprés le corollaire 5, on a,
pour tout j € [1,p] :

0 3]
(fg) _  of | 199
0 895] 8:5]
or,ona f,g € CgH(U,F) C CE(U,F) et aaj , (%q € CE(U, F); et, par hypothese de

récurrence, Cg(U, F) est une algebre, on a Bé% € CE(U,F). Par suite, les dérivées
partielles d’ordres k + 1 dans la base B de fg existent et sont continues, d’ou fg €
Ck:+1(U F)

I en résulte que Ci ! (U, F) est une sous-algébre de Cf(U, F) et donc une algébre.

— Indépendance de la base. Il reste & montrer que, pour toute base B de E, C’k'H(U F)=
CE (U, F). Soit B' = (e}, .. ., €,) une base de E. On notera a Ba? la dérivation partielle
par rapport au j-ieme vecteur de la base B'.

Soit f € CETH(U,F). Comme Cp (U, F) ¢ C*(U,F), pour tout j € [1,p], la j-

ieme dérivée partielle 3 f de f dans la base B’ est bien définie sur U ; et, d’apres la
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proposition 10, on a, pour (p; j)1<i,j<p la matrice de passage de B vers B’ :

of < of
527 =~ 2P gy

Or, d’apres la proposition 23, pour tout ¢ € [1,p], % € CE(U, F) qui, par hypothese

, s . of k
de réccurence, est un espace vectoriel ; donc a7 € Cg(U,F).

De plus, toujours par hypothése de récurrence, on a Cg(U, F) = Cg, (U, F), donc, pour

tout (j1,..., jrt+1) € [1,p]**!, la fonction ajf appartient a C%, (U, F) et ainsi ses

i

dérivées partielles d’ordre k selon les indices ( jkltl..., Jr) dans la base B’ existent et sont
continues sur U ; par suite, les dérivées partielles de f d’ordre k + 1 selon les indices
(ji, - jrt1) dans la base B’ existent et sont continues sur U ie. f € Cg (U, F).
Ainsi, O™ (U, F) ¢ CEM (U, F). Puis, en échangeant B et B’ dans le raisonnement
précédent, on obtient Ch (U, F) ¢ Ci™ (U, F).

I en résulte que Cg (U, F) = Ci (U, F).

Ce qui achéve le raisonnement par récurrence : par suite, pour tout k& € N*, la propriété P est
vraie. O

Corollaire 10.

L’ensemble C*° (U, F'), muni de ses opérations usuelles, est un espace vectoriel (si F = R, une
algebre).

On a C*(U,F) = m C*(U, F) donc C*°(U, F) est un sous-espace vectoriel (resp. si F = R,

keN*
une sous-algebre) de F(U, F') comme intersection de sous-espaces vectoriels (resp. sous-algebre)
de F(U, F) (Théoréeme 3). O

Proposition 24.

Soit ke N*, Le L(F,G)et f:U — F.
Si f est de classe C* sur U, alors Lo f est de classe C* sur U et, pour toute base B = (ey, ..., ep)
de E et pour tout (jy,...,Jjx) € [1,p]*, on a:

MLof) _, 0

8xj1...8xjk 3$]‘1...6Ijk

Soit B = (e1, ..., e,) une base de E. On suppose f € C*(U, F'). Alors, en particulier, f € C*(U, F)
(Proposition 22, donc, d’apres I'exemple 10, Lo f est différentiable sur U et, pour tout j € [1, p],
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on a :

a(L 0
oLof) _;,0f
Ga:j 81‘j
qui est continue sur U comme composée d’applications continues.
Comme 6(;7;;) = Log avec g de classe C*~! sur U, on peut appliquer de nouveau le raisonnement

précédent et, ainsi, de proche en proche, on obtient que Lo f est de classe C* sur U et, pour tout
(1, - Jx) € [1,p]*, on a : . )
L
0 ( ° f) =Lo o"f .
a$j1...ank 3zj1...8xjk

Proposition 25. | Applications composantes d’une fonction de classe C*

Soit ke N*, f: U — F, C = (e1,...,&) €t f1,..., fq les applications composantes de f dans la
base C.

La fonction f est de classe C* sur U si, et seulement si, pour tout i € [1,¢], f; est de classe C*
sur U.

Dans ce cas, on a, pour B = (eq,...,e,) une base de E et (j1,..., jx) € [1,p]" :

o f Lok
= Ej.

- 1
8l‘jl...8$]‘k P 6l‘j1...a$jk

(=) On suppose f de classe C* sur U. Pour tout i € [1,¢],ona f; =mofoum:F =R
est 'application linéaire qui, & une vecteur de F' associe sa i-eme corrdonnée dans la base
C: par suite, d’apres la proposition 24, f; est de classe C* sur U.

(<) On suppose que, pour tout i € [1,q], f; est de classe C¥ sur U. On a :

q q
f= Zfzfi = Z""iofi
i=1 i=1

ou, pour ¢ € [1,q], r; € L(R, F) est lapplication x — xe;.

Or, pour tout i € [1,q], comme r; est linéaire, d’aprés la proposition 24, r; o f; est de
classe C* sur U donc f est de classe C* sur U comme combinaison linéaire d’applications
de classe C* sur U car C*(U, F') est un espace vectoriel (Théoréme 3).

De plus, toujours d’aprés proposition 24, pour toute base B = (e1,...,e,) de E et tout
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Bk

8:vj1 Basjk

o f oF .
8:cj1...8wjk - &cjl...('hjk (Z (s fl

g=1

(j1, - Ji) € [1,p]*, par linéarité de

I 95 (r; 0 f;
_ Z¥

izl 8xj1...8:cjk
. 0" fi
= Z’r‘i O
P ale..ﬁ:cjk
o f R ok fi 4
6:cj1...8xjk a izl 8.%‘j1...8$jk v

Proposition 26.| Opérations sur les fonctions de classe C*

Soit k € N* U {oc0}.
— Les combinaisons linéaires ;

— les produits de fonctions a valeurs réelles avec des fonctions a valeurs dans F';
— les composées

de fonctions de classe C* sont de classe CF.

— Comme C*(U, F) est un espace vectoriel d’aprés le théoréme 3, il est stable par combinaison
linéaire.

— Comme C*(U,R) est une algebre d’apres le théoréme 3, elle est stable par produit. Ainsi,
pour ¢ € CK(U,R) et f € C*(U,R), d’apreés la proposition 25, les composantes fi, ..., f;
de f dans une base C = (g1, ...,£,) appartiennent & C*(U,R) et donc, toujours d’apres la
proposition 25, on a :

q
o.f=Y_ (p.fi) e € C*U,F).
=1 cor(uRr)

— Montrons, par récurrence sur N*, que pour tout k € N*, la propriété P, ="Pour tout
f € C*(U,F) et tout g € C¥(V,G) avec f(U) CV, go f € C¥(U,G)” est vraie.
e Initialisation. La propriété P; est vraie d’apres le proposition 19 (du fait de ’équi-
valence des définitions de C! via le théoréme fondamental du calcul différentiel).
e Hérédité. Soit £ € N*. On suppose Pj vraie. Comme, d’apres la proposition 22,
CHI(U,F) c CY(U,F) et CK1(V,G) c CY(V,G), d’apres la proposition 19, go f €
ClY(U,G).

Soit B = (eq, ..., e,) une base de E et C = (e1,...,&,) une base de F. On écrira % les
J

dérivations partielles dans la base B et g—J celles dans la base C.
J
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D’apres le corollaire 7, pour tout j € [1,p], on a :

633]' a

d(gof) Eq:(?fi 99 4

ou fi, ..., fq sont les applications composantes de f. Or, pour tout i € [1,¢], d’apres la
proposition 23, g—?i € Ck(U,G) et, d’apreés la proposition 22, f € C*(U, F) donc, par
hypothése de récurence, (%gi o f appartient & C*(U, G).

De plus, pour tout 4,5 € [1,¢] x [1,p], comme f € C**Y(U, F), on a, d’aprés la
proposition 25, f; € C**1(U,R) et donc, d’aprés la proposition 23, ggj € CF(U,R);
d’ot1, d’apres le point précédent sur les produits d’applications de classe C*, gj: ; . g ygi o
f € C*(U, G). Par suite, par stabilité de C*(U, G) par combinaison linéaire, pour tout
j e [Lpl, 2D e CHU, Q).

x

9(gof)
Bzflc+1
partielles d’ordre k selon les indices (j1, ..., jx) qui sont continues sur U, alors go f admet
des dérivées partielles d’ordre &+ 1 selon les indices (41, ..., jx+1) qui sont continues sur

Uie. go f € CFU,QG). Et donc la propriété Py, est vraie.

Ce qui acheve le raisonnement par récurrence : par suite, pour tout k& € N*, la propriété
P est vraie.

Il en résulte que, pour tout (ji, ..., jxr+1) € [1, p]**!, comme admet des dérivées

O

Proposition 27.| Applications polynomiales

Les applications polynomiales sur E sont de classe C* sur E.

Les applications polynomiales sont des combinaisons linéaires de produits des applications co-
ordonnées qui sont linéaires sur F et donc de classe C* sur E (Exemple 14); ainsi, comme
C>(E,R) est une algebre d’aprés le théoreme 3, les application spolynomiales sont de classe C*
sur F. O

d. Théoréme de Schwarz

,l Théoréme 4.) Théoréme de Schwarz

Soit f: U — F et B = (eq,...,ep) une base de E. Si f est de classe C? sur U alors, pour tous

0% f B 0% f
axiamj o (9:538:61
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Comme seules les directions selon e; et e; entre en jeu dans cet énoncé, on se dit que tout doit se
jouer dans le cas a deux variables! Commengons par traiter ce cas et on verra a la fin comment
on en déduit le cas général.

Cas E = R?. On se place dans la cas E = R? et (0,0) € U. On munit R? de la norme infinie || || oo -
Comme (0,0) appartient & ouvert U, il existe r > 0 tel que la boule ouverte B((0,0),r) C U.
Soit f: U CR? — F et B = (e, e2) la base canonique de R%. On suppose que f est de classe C?
sur 'ouvert U. On cherche & montrer que :

an( ) = >’ f
oxdy 7 Oydy

(0,0).

On verra d la fin que 'égalité en (0,0) nous suffit.

Tout d’abord, I’idée : on a

9% f .o 1 of of

6:063/(0’ ) - tg% z(@(t,O) - @(0’0)>

et, pour x € R avec |z| <7 :

0
F 0,0 = i 3 (7.8~ (2,0
donc :
T2 0.0 = iy (1 (76,8 — £(6,0) — £0.6) + £0.0))
0xdy " 50 \w—o0 tt! ’ ’ ’ ’

, et de maniere analogue, on a :

2
8(2(9];(0,0) = lim <lim L (F(t,¢) — F(£,0) — £(0,) + f(0,0))) .

t—0 \ t'—0 tt/

On se dit alors que si tout se passe bien (et c’est la continuité des dérivées partielles

secondes qui fera ici que c’est le cas!), 36;—8];(0,0) et 88;8]; (0,0) devraient toutes deux
valoir :

timy (& (7(6.0) = (0.0~ £0.0+ £(0.0))

et donc étre égales!

Pour ¢t € R* avec |t| < r, on pose o(t) = (f(¢,t) — f(¢,0) — f(0,t) + f(0,0)).

Commengons par mettre en relation les dérivées partielles secondes ”croisées” et la fonction ¢.
Soit t € R* avec [t]| < r.

— Pour tout y € [0,1] et tout ¢ € | —r,r[, (t',yt) € U donc l'intégrale fol g—i(t/,yt) dy est

bien définie car g?’; est continue sur U ; et, d’apres le théoréeme fondamental de I’analyse,

on a :
/ / . ! 8f /
1.0 =50 = [

Lof
t . yt) dy.
/an( yt) dy
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— Pour tout = € [0,1] et tout t' € | — r,r[, (xt,t') € U donc l'intégrale fol ;;ay xt, t') dx est

bien définie car - af est continue sur U ; et, d’apres le théoreme fondamental de ’analyse,
on a :

gi(tt)—%(()t) _ /1tai (‘gf>( £,¢) da

1 an
o 00y

(xt, 1) dx.

Or, par continuité de 3—5 sur U, la fonction y — %(t’ yt) — %(O, yt) est continue sur [0, 1]; donc

I’intégrale fo (fo azay (xt, yt) dm) dy est bien définie et on a :

e(t) = (f(t,t) — f(t,0)) — (f(0,?) — £(0,0))
laf 16](-
= t/o Fy(t,yt)dy—t/ @(O,yt)dy

_ Lrof of
= t/o <8(t,yt)— %(ant)> dy
o f
920y (xt, yt) dzx
)

dy

Y
1 1
A )
0 0
1 1 82f
_ 2
p(t) = t/o (0 Gscay(xt’yt dx) dy.

Et, par des arguments similaires, 'intégrale fo ( 3 ayafm (xt, yt) dx) dy est bien définie et on a :
(P(t) = (f(t7t) - f(o’t)) - (f(tv 0) - f(0,0))
1 1
= t/ g—f(xt,t) dz —t —f(xt,O)dx
0

1 a2f
t/o m(mt,yt) dy) dz

Par suite, on a :

1 1 82f B gp(t) - 2f
/0 ( 0 axay(ﬂjt,yt)dx) dy—tT—/(; ( ) 8 O (.Tt yt)dy) dz.

Maintenant, faisons tendre ¢ vers 0.
2 2
Soit £ > 0. Comme 2L et 2L sont continues en (0,0), il existe § > 0 (on prend le minimum

dxdy dyox
des ¢ de chaque fonction) tel que, pour tout (x,y) € U vérifiant ||(z,y)]|cc < 6 :
o*f 0> f 2f 0> f
- 0,0)[[r <€ et - 0,0)||p <e.
Haxay(x,y) 920y (0,0)]|r <ce || ( ) 8y8:c( 0)|F<e
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Par suite, pour tout t € R* avec |t| < min(d,7) et tout (z,y) € [0,1]%, on a (at,yt) € U et
[[(xt, yt)||co < 05 done, d’'une part, par inégalité triangulaire et croissance de I'intégrale :

@7 a2f B /1 /1 a2f B 52f
1 1 82f 1 L 82f
- /0 ( 0 axay(mt,yt) dx) dy_/o ( 0 3x3y(070) dx) dy F
1 1 82f a2f
N /o </0 ((W;(xt’yt) - 31331/(0’0)) dx) dy ;
1 1 82f 62f
< a9 —_ —
B /0 /0 azé‘y(m’yt) 3x8y(0’0> . dr | dy
<e
o(t)  O*f
A\ < .
‘ t2 83:83/( ’ ) P > 8

puis d’autre part, par un calcul similaire :

pt)  *f /1 /1 *f >*f
_ = — <e.
' 12 ayax(0,0) : A ! ayam(xt,yt) dy | dz 8$8y(0’0) F_s
Il en résulte que :
>*f _oet) S
O0xdy &)= 2 dydx (0,0)

ce qu’il fallait démontrer.

Cas général. Déduisons donc le cas général du cas E = R? en (0,0).

On reprend E un espace vectoriel de dimension finie p muni d’une norme || - ||, B = (e1, ..., €p)
une base de F et 4,5 € [1,p] avec i # j - si i = j, le théoréme est clairement valide (notons que,
comme i # j, p > 2).

Soit U un ouvert de E et f : U — F. On suppose f de classe C? sur U. Montrons que, pour tout
acU, =21 (a) = 0% f (a).

’ axlan - 69:J6a:1
On considere I'application linéaire injective L : R? — E tel que, pour tout (x,y) € R?, L(z,y) =
we; + ye; et on note || - [|[gz = ||L(-)|| la norme sur R? tirée en arriére” par L de celle sur E.

Soit a = >"¥_, akex, € U. Pour (z,y) € R?, on pose Lq(z,y) = a + xe; + yej = a+ L(x,y).
Comme U est un ouvert, il existe 7 > 0 tel que By.j(a,r) C U. On pose alors U’ = By, ((0,0),7)
qui est un ouvert de R? et on remarque que, pour tout (z,y) € U’, ||a — Lo(z, )| = || L(z,y)| =
[(z, y)llr2 < r donc Lq(z,y) € U.

On pose f = f o L, qui est donc bien définie sur 'ouvert U’. De plus, L, est de classe C? sur
U’ comme somme d’'une fonction constante et d’une application linéaire qui sont de classe C>°
sur R?, donc f est de classe C? sur U’ comme composée de fonctions de classe C2. Ainsi, comme
(0,0) € U’, d’aprés le cas initial £ = R?, on a :

_of
- Oyox

2f
Ozxdy

(0,0)

(0,0).

Calculons les dérivées partielles secondes de fé partir de son expression f: folL, et la formule
de la dérivation partielle d’'une composée (Corollaire 7).

61



Comme L, = a+ L, on a, pour tout (z,y) € R? :

0L,

0L, B .
%(x,y) =L(1,0) =e¢; et a—y(w,y) =L(0,1) =e;;

donc, pour Lg 1, ...,Lsp les applications composantes de L, dans la base B, on a, pour tout

kell,p]:
8La7k 1 sik=1 6La7k 1 sik Zj
(x,y) = . et (‘Tvy) = . 2
ox 0 sik#1 oy 0 sik#j

Ainsi, pour g : U — F de classe C! sur U,
i) ona:

OgoLa) _N~0Lak 99, _

ox _k:I or Ozp T Oxy

i) et :
g oL,) aLa k Og 9g
. L,=——o0L,.
Z oy, ° Ox; °

k=1

Par suite, en appliquant successivement d’une part, i) & g = f puis ii) & ngj,

Pf 9 [of
W@y(o’o) = 8y<8y> (0,0)

on obtient :

52f B )
6x6y( 0 = 8mixj(a)7

f

et d’autre part, ii) & g = f puis i) a %, on obtient, par des calculs similaires :

92f _Pf

Il en résulte que : _
0% f
Oyox

2 f 0% f
Ceci étant vrai pour tout a € U, on conclut :
0% f _ 0% f

Oxix;  Oxjx;

(0,0) =
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Corollaire 11.

Soit k € N*, f: U — F et B = (ey,...,ep) une base de E. Si f est de classe C* sur U, alors,
pour tout (ji,...,7x) € [1,p]* et toute permutation o € S, :
o f O

8:3%(1)...89[:]»0(,6) 8xj1...8mjk

Autrement dit, pour une fonction de classe C¥, les dérivées partielles d’ordre k ne dépendent
pas de 'ordre des dérivations.

Pour 4,4" € [1,k], on note 7; ; la transposition de Sy qui échange i et i'.

On suppose f de classe C*¥ sur U. Si k = 1, I'énoncé est trivialement vrai car S; = {id}. Supposons
k> 2.

Le groupe Sp est engendré par les transpositions élémentaires i.e. de la forme 7; 41 pour ¢ €
[1,k — 1] ; on commence donc par traiter le cas de ce type de transpositions.

or—(tD) ¢

Soit i € [1,k — 1]. Pour tout (j1, ..., k) € [1,p]", la fonction 5 st e el O ape

Tiita 0%y
U (Corollaire 9) et donc de classe C? sur U car i + 1 > 2; ainsi, d’apres le théoréme de Schwarz :

52 8k—(i+1)f 52 ak—(i+1)f
8xji+1a$ji <8xji+2...8xjk> B 8xjia‘rji+1 <8xji+2"'8xjk> ’

orf o f ot f

Ox 0zj,...0z;,_,0z;, ,0%;,%;, ,...0z;  O0z; ...0z;,

ox

jﬂ:,q‘,+1(1)"' j"z‘,i+1(k)

Maintenant traitons le cas général. Soit 0 € S;. Comme Sy est engendré par les transpositions
élémentaires, il existe n € N et 71, ..., 7,, des transpositions élémentaires telles que 0 = 1 0...07,.
De proche en proche en utilisant ce qui précéde, on a donc, pour (jy, ..., jx) € [1,p]" :

orf o f
ox

8xjg(1)...6xjg(k> ox

Jr1(rg0...0mn (1)) " "Y' I (rg0...0mn (K))

oFf

..81‘]‘720”
ok f

Ox

ox;

oTp (1) .oTn (k)

ox

Jro(r50...0mn (1)) " "Y' Iry(r30...0mn (k)

ok f

..83?j_,_30

8m.jr30...07n(1) . )

o f " f

8:cja(1)...8xja(k> 8$j1...(r“)1'jk
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Exemple 15.

La fonction f: R? — R définie, pour (x,y) € R?, par :
zy(z® —y?) :

f(l',y) — x2+y2 S? (:I"7y) # (0’0)

0 si (z,y) = (0,0)

admet des dérivées partielles secondes sur R? dans la base canonique mais n’est pas de classe C?

0% f 0% f
8x8y(0’0) %(0,0)-

sur R? car

Exercice 22.

b

Déterminer s’il existe une fonction f : R? = R de classe C? sur R? telle que V = (87 5
z

of 3f>

et dans ce cas, déterminer f :
1.V (x,t) — (xt?, —at)
2. Vi (x,t) — (22t,22 + t).
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Partie D

Arcs paramétrés et vecteurs tangents

1. Arcs paramétrés et dérivées le long d’un arc
Dans ce paragraphe, I désigne un intervalle non vide de R.

a. Arc paramétré

Définition 14.| Arc paramétré

Une fonction 7 : I — E est appelé arc paramétré et on appelle support de v I'image v(I) de
5.

Exemple 16.

1. Cercle : Larc paramétré + : ¢t — (cos(t),sin(t)) a pour support le cercle de centre (0,0) et

de rayon 1 :
/ |
[ \
\‘ |
\ )

2. Cycloide : L’arc paramétré v : t — (¢t — sin(t), 1 — cos(¢)) a pour support :

NNV VN

3. Trifolium : L’arc paramétré v : t — (cos(2t) — cos(t), sin(2t) + sin(¢)) a pour support :

1= 1=

4. Folium : L’arc paramétré ~y : ¢ — (m,tm

) a pour support :
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b. Opérations le long d’un arc

Proposition 28.| Dérivée le long d’un arc

Soit f:U — F et v : I — U un arc paramétré tel que y(I) C U.

— Soit g € I. Si f est différentiable en y(ty) et  est dérivable en tg, alors f o~y est dérivable
en tg et on a :

(f o) (to) = df(7(t0)) (' (o))

— Si f et v sont de classe C' sur respectivement U et I, alors f o~ est de classe C! sur I.

— D’apres la proposition 14, f o~y est différentiable en ty et donc, d’apres la proposition 4,
f o~y est dérivable en ¢ et, pour tout h € R :

h(fov)(to) = d(fov)(to)(h)
= (df(v(to)) o dv(to))(R)
df(v(to))(dv(to)(h))

= df(v(to))(h'(to
= h.df(v(t)) (7' (to

/
/

)
)

et donc, pour h =1 € R, on obtient (f o) (to) = df(v(t0)) (¥ (to))-

— Cela découle directement de la proposition 19.

Corollaire 12.

Soit a € E, h € B(0g,r) avec r > 0 tel que B(a,7) CU, f: U — Fetvy:t— a+th La
fonction f o ¢ est bien définie sur [1,1] et si, de plus f est différentiable sur U, alors f oy est
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différentiable sur [1,1] avec, pour tout ¢ € [1,1] :

(f o) (t) = df(v(t))(h).

Comme h € B(0g, ), pour tout ¢t € [—1,1], ||[th|| = |t|.||k]| < 7, d’ou a + th € B(a,r). Par suite,
v([=1,1]) C U, d’out f o~y est bien définie sur [—1, 1]. De plus, si f est différentiable sur U, comme
larc paramétré g est différentiable sur [—1,1] (car de classe C* sur R), d’aprés la proposition
précédente, f o~y est différentiable sur [—1,1] et on a, pour tout t € [—1,1] :

(fon) () = df (vt (' (1)

Or, +/(t) = h pour tout ¢ € [—1,1] d’otu le résultat. O

Exemple 17.
— Soit f : U — F une application de classe C? sur U, a € U et h € B(0g,r) ou r > 0 tel que

B(a,r) C U. L’application ¢ : t = f(a+th) est bien définie et de classe C? sur [—1,1], et
on a, pour (eq,...,e,) une base de E et pour tout ¢t € [—1,1] :

#0) = dffa+ () = D" hy o (a+ th),

et

p

()= hjh; it (a 4+ th)

ox;x;
j=1i=1 v

Q _ P o
ou h=>., hje;.

— D’apres le corollaire précédent ¢ est bien définie sur [—1,1] et différentiable sur [—1,1]
(voire aussi I’exemple 9) et on a, pour tout ¢t € [—1,1] :

ou:t+ a+th.

Soit 5 € [1,p]. Comme 86{]- est de classe C! et 7 est de classe C! sur R (et méme C°) avec,

pour tout t € R, v/(t) = h; alors % o est de classe C! sur [—1,1], d’apres la proposition
J

précédente.

Par suite, ¢’ est de classe C! sur [—1, 1] comme combinaison linéaire de fonctions de classe

C* sur [—1,1]; et ainsi, ¢ est de classe C? sur [—1,1].
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De plus, d’aprés le corollaire précédent, on a, pour tout t € [—1,1] :

o0 = S (52 ov>/(t)

j=1
of
- Ywa(gh) @
jgl BNV
_ ~~, (Of (Of
= ;hj;hl<axi <axj)>(a+th)
" ot 0% f
Ot = ZZhjhiamm(athh).
j=11i=1 v

Proposition 29.| [ntégration le long d’un arc

Soit a,b € U et f : U — F une fonction de classe C* sur U. Pour tout arc paramétré v : [0, 1] —
U de classe C! sur I tel que y(0) = a et y(1) =b, on a :

F(b) - f(a) = / Af(4(B)(7 (1)) dt.

0

Soit v : [0,1] — U un arc paramétré de classe C! sur I tel que v(0) = a et (1) = b. Alors,
d’apres la proposition 28, f o~y est dérivable sur [0,1] et on a, pour tout ¢ € [0,1] :

(fon)(®) = df(y() (' (1))

Ainsi, d’aprés le théoreme fondamental de I’analyse, on a :

1 1
/ A (O (B)dt = / (f o) () dt
0 0

/0 Af () ) dt = () — fla).

Corollaire 13.

Soit f: U — F. Si U connexe par arcs alors :
la fonction f est constante sur U si, et seulement si, df = 0.
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Remarque 7.

Si U n’est pas connexe par arcs, I'implication réciproque est fausse en général : par exemple, si
U =]0,1[ U |2, 3], la fonction qui vaut 0 sur ]0, 1] et 1 sur ]0, 1[ n’est pas constante sur U mais
est différentiable sur U de différentielle nulle sur U.

2. Vecteurs tangents a une partie

Définition 15.| Vecteur tangent

Soit X une partie de E et x un point de X.
— Soit v € E un vecteur. On dit que v est tangent a X en z s’il existe ¢ > 0 et
v :] —€,e[— X un arc paramétré dérivable en 0 tel que v(0) = z et 7/(0) = v.

— On note T, X 'ensemble des vecteurs tangents a X en z.

Remarque 8.

Si pour v dans F, il existe un arc défini sur R ou, plus généralement, sur un intervalle dont
0 est un point intérieur, dérivable & 0 avec v(0) = z et 7/(0) = v, alors v est tangent & X en
x : en effet, il suffit de restreindre Parc & un intervalle de la forme | — ¢, [ pour satisfaire a la
définition.

Exemple 18.

— Pour tous X C F et x € X, O appartient a T, X.

— Soit V un sous-espace affine de E dirigé par un sous-espace vectoriel V' de E. Alors, pour
tout z €V, T,V =V.

— On suppose euclidien et on pose S = S(0g, 1) la sphére unité de E. Alors, pour z € S,
TS = {z}*.

Remarque : trés souvent, pour déterminer un plan tangent, on conjecture son expression puis on
ratsonne par double inclusion.
— On consideére ’arc v constant en « de R dans E : il est dérivable sur R de dérivée nulle,
son image est inclus dans X car z € X et v(0) =z, v/(0) =0g. Dot 0p € T, X.

— % Montrons V C T, V.
Soit v € V. On pose v : t — x +tv € V. Alors v est de classe C*° sur R donc dérivable
en 0 et & valeurs dans V; de plus v(0) = x et 7/(0) = v car 7' est constante en v. Par
suite, v € T, V.
* Montrons T,V C V.
Soit v € T,;)V. Alors il existe € > 0 et un arc 7 ;| —e,e[— V tel que v(0) = z et I (0) = v.
Pour tout ¢ €] — ¢, e[ avec t # 0, comme 7(t),v(0) € V, la combinaison linéaire :

—(v(t) =7(0)) = —~(¢) - %7(0) appartient a V.

Or E est de dimension finie, donc le sous-espace vectoriel V' est fermé dans E (pour
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n’importe quelle norme et donc celle qu'on s’est fixée au départ). Par suite, par caractérisation
séquentielle des fermés (quitte & prendre une suite ¢,, tendant vers 0) :

7(0) = lim ~(3(t) — (0)) € V
|

Ainsi, par double inclusion, on a T,V = V.

— % Montrons {z}+ C T}S.

Soit v € {x}*. On pose g : t = =+ tv. Alors g & valeurs dans E \ {Og} : en effet, pour
tout ¢t € R, d’apres le théoreme de Pythgore, on a :

lg@®11* = llz + tol|* = [le]* + [tlllv*]| > 0 car [l]| = 1.

Ainsi, 'arc v : t — % est bien défini sur R. Montrons que - est dérivable sur R et
donc en 0.

Onay=gx(pog) ou p= Hl—H = ()72 o|| - ||? est différentiable sur E ~ {0z} d’on
o g est dérivable sur R d’apres la proposition 28 et donc 7y est dérivable sur R comme
produit de fonctions dérivables sur R.

De plus, on a, pour tous a,h € E avec a # O :

do(@(B) = (d0)~A(lel) o dfl- IP(a)(B)
— Lol (2(alh))
dela)(t) =~

Ainsi, on a, d’apres la proposition 28 et comme (z|v) =0 :

(pog)(t) = df(g®))(d'(t) = —Tﬁ;itgl@ = ||;|J:)|tlj||3-
Par suite, comme ||z|| = 1,
Y(0) = 4'(0)¢(g(0)) +7(0)( © 9)'(0)
= vy +2.0
70) = w

Ainsi, larc 7 est dérivable en 0, v(0) = z et 7/(0) = v; don v € T, S.

* Montrons 7,.S C {z}+.
Soit v € T,,S. Alors il existe € > 0 et un arc v :] —¢,e[— S tel que v(0) = z et 7/ (0) = v.
Montrons que (z|v) = 0.
Comme Im(y) C S, la fonction f : ¢ + [|y(t)||* est constante sur | — €,¢[ et donc
dérivable, de dérivée nulle en 0. Ainsi, v étant dérivable en 0 et || - ||* est différentiable
sur F, on a, d’apres la proposition 28 :

0= f'(0) = dll - [(+(0))('(0)) = 2(x(0) |7 (0)) = 2(=v).

Donc v € {z}+.

Ainsi, par double inclusion, on a T,,S = {x}+.
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Partie E

Fonctions numériques

Dans cette partie E désigne un espace euclidien et on note (+|-) son produit scalaire.

1. Gradient

a. Définition et premiéres propriétés

Soit f: U — Ret a e U. Si f est différentiable en a, il existe une unique vecteur v € E tel que,
pour tout h € E :

df(a)(h) = (ulh).

Définition 16.)| Gradient d’une application numérique

Soit f:U — RetaecU.Si f est différentiable en a, on appelle gradient de f en a et on note
V f(a) Punique vecteur de E tel que, pour tout h € E :

df(a)(h) = (Vf(a)|h).

Exemple 19.

On suppose E euclidien. Le gradient f : z + [|z]|? en a € E est Vf(a) = 2a.

D’aprés 'exercice 10, pour tout a € E, f est différentiable en a et on a df(a) : h — 2(alh) =
(2alh), d’ou V f(a) = 2a.

Exercice 23.

On suppose E euclidien. Soit f € L(E) et g : E — R définie, pour = € E, par g(z) = (f(z)|x).
Montrer que g est différentiable sur F et déterminer Vg(a) pour tout a € E.

Soit @ € E. On a, pour tout h € E :
g(a+h) —g(a) = (f(a+h)la+h) = (f(a)la) = (f(a)lh) + (f(R)|a) +(f(R)|h).

—o(n)

L’application £ : h — (f(a)|h) + (f(h)|a) est linéaire comme combinaison linéaire d’applications
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linéaires (car un produit scalaire est linéaire par rapport & chaque variable et f est linéaire) et
on a, par continuité de 'application linéaire f et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[(FMI] _ [1F)-NIA
1122/ I )]

= IF @I < M fl-llll S50,

donc :

gla+h) = g(a) +£(h) + [17201) -
Par suite, g est différentiable en a et dg, : h — (f(a)|h) + (f(h)|a). Il en résulte que g est
différentiable sur E.

2

De plus, pour tous a,h € FE, on a :

dga(h) = (f(a)|h) + (f(R)]a) = (f(a)|h) + (Al f*(a)) = (f(a) + F*(a)[R),
d’ou :
Vy(a) = f(a) + f*(a).
Exercice 24.
Soit n € N*. On munit M, (R) de son produit scalaire canonique i.e. (:|-) : (4, B) — Tr(*AB).

Déterminer le gradient de 'application déterminant en tout point de M, (R).

Proposition 30.

Soit f: U — R. Si f est de classe C! sur U, alors Vf : x — V f(x) est continue sur U.

b. Gradient et dérivées partielles

Proposition 31.

Soit f: U — R, B = (e1,...,ep) une base orthonormale de E et a € U. Si f est différentiable
en a alors :

LPY
Vf(a)= Z %j(a)ej
j=1
En particulier, si £ = RP muni de sa base canonique :

Vi(a) = (gi(@,...,ggi(a)).

Exercice 25.

Justifier que f : (z,y) — y%(y? — x*) est différentiable sur R? et déterminer le gradient de f en
tout point de R2.
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c. Opérations et gradient

Proposition 32.

Soit f,g: U = Ret \,u € R. Si f et g sont différentiable sur U alors on a :
— V(Af+npg) = AV f+uVy;

— V(f9)=fVg+gVf;
— pour ¢ : I — R dérivable sur I et telle que f(U) C I,

V(pof)= (¢ o f)VF;

— si f ne s’annule pas sur U,

Exercice 26.

On suppose E euclidien. Montrer que f : z — ||z|| est différentiable sur £\ {0g} et déterminer
son gradient en tout point de F.

On remarque que f = /- o||-||?. La fonction /- est différentiable sur R¥ car dérivable sur R, et,
d’apres 'exercice 10, [|-]|?, qui est & valeurs dans R% sur EX\ {0z}, est différentiable sur E~\ {0z}
Par suite, d’apres la régle de la chaine (Proposition 14), f est différentiable sur E \ {Og}.
D’apres l'exemple 19, pour tout a € E, on a V(|| - [|?)(a) = 2a; donc, d’apres la proposition 32,
on a, pour tout a € E \ {0g} :

a

Vi) = V(o I = (5o - D)@V (- 19)(@) = 1o

d. Interprétation géométrique

Proposition 33.

Soit f : U — R et a € U. On suppose que [ est différentiable en a et que Vf(a) # 0.
Alors la fonction h — Dy, f(a) restreinte & la sphere unité de E admet un unique maximum en

1
ho = W @

On a, pour tout h € Sg = {u € FE | |Jul| = 1}, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
Dy f(a) = df(a)(h) = (Vf(a)|h) < V(@) = [V F(a)]l.

avec égalité, si, et seulement si, h est colinéaire et de méme sens que V f(a)
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1
Par suite, h — Dy, f(a) admet un maximum en hy = ————V f(a). O

IVf(a)ll
2. Vecteurs tangents d’une fonction numérique

Exemple 20.

Soit U un ouvert de R?, f: U — R une fonction de classe C! sur U.
Pour X =Gy C R3 le graphe de f et My = (79, %0, 20) € X, on a, en considérant R® muni de son
produit scalaire canonique :

. 0 0
Ta, X = {n}* ottn = (6):];@0,90)7 8%;(%’3/0)’ —1> .
De plus, pour g : (z,y,2) — f(x,y) — 2z, on a X = {(x,y,2) € U X R | g(x,y,2) = 0} et
Vg(My) =n dot :

Tuo X = {Vg(Mo)}+ = Ker(dg(Mo)).

* Montrons {n}t C Ty, X.
Soit v = (vg,vy,v,) € {n}*. On considere g : t — (z0,yo) + t(vz,vy). Alors (z9,y0) € U
car My € Gy et comme U est ouvert, il existe € > 0 tel que, pour tout ¢t €] —¢,¢[, g(t) € U.
On pose, pour t €] —¢,e[, v : t = (g(t), f(g(t)). Comme gj_. . est & valeurs dans U, ~y est
bien défini sur | — ¢, et & valeurs dans X = G = {(a, f(a)) | a = (z,y) € U}.
De plus, v est dérivable sur | — ¢, [ car ses coordonnées le sont : g est dérivable sur | — ¢, £]
et f est différentiable sur U d’ou g et f o g sont dérivables sur | — ¢, €.

Dé plus, on a :
— 7(0) = (9(0), £(9(0))) = (w0, Yo, f(0,y0)) = My car, comme Mo € Gy, 20 = f(Zo,Yo)-
— 7'(0) = (¢'(0), (f29)'(0)) = (vz, vy, (fog)'(0)). Or, on remarque que, comme (n|v) = 0,

on a :
%(wo,yo)% + %(anyo)Uy —v,=0
d’ou :

(fog)(0) = df(g(0))(g'(0))
= df(xo,y0)(vz, vy)

= (V£(0,90)|(ve, vy))

of of
= %(xoﬂlo)vm + Fy(ﬂfovyo)vy

(fog)(0) = v

et ainsi, 7/(0) = v.
Par suite, v € T, X. D’ott {n}*+ C Thy, X.
* Montrons Ty, X C {n}+.
Soit v = (vg, vy, V) € Th, X. Alors, il existe € > 0 et v :] — e,e[— X dérivable en 0 et tel
que v(0) = My et v/(0) = v.
Comme 7 est & valeurs dans X, pour tout ¢ €] — ¢, e[, il existe g(t) = (x(t),y(t)) € R? tel
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que ¥(t) = (9(t), f(g(t))-

Comme + définie sur | — e, e[ et dérivable en 0, ses applications coordonnées le sont et donc
g et f o g sont définies sur | — ¢, e[ et dérivable en 0. De plus, comme f est différentiable
sur U, g est a valeurs dans U et dérivable en 0, on a :

My = (20,0, 20) = 7(0) = (9(0), f(g(0)),

puis, en utilisant le calcul de (f o g)’(0) de I'inclusion précédente :
0 0
0= (02, 4:02) =7/(0) = (5/0) (7 2 6)/(0)) = (v s 5 (2o s0)v + 5 v )y ).
Ainsi,
of of of of
(nfv) = %(xo,yo)vz + @(xoayo)vy - (&C(fﬂo,yo)vm + 8y(xo,yo)”y) =0,

et donc, v € {n}L. Par suite, Ty, X C {n}=+.

Ainsi, par double inclusion, on a Ty, X = {n}+.

Exercice 27.

Soit f : R — R une fonction de classe C' sur R et x5 € R. Montrer que I’ensemble des vecteurs
tangents & Gy en (zo,yo) est égal & la droite vectorielle qui dirige la tangente de f en .

En fait, le résultat final de ’exemple précédent représente la "régle” comme on va le voir avec le
théoréeme suivant. Sa démonstration, plus précisément, la démonstration de I'inclusion "noyau de la dif-
férentielle C vecteurs tangents” repose sur le fait qu’on peut toujours mettre localement une équation
g(z1,...,z,) = 0 sous la forme x,, = f(x1,...,m,_1) avec f est classe C'! lorsque g est de classe C et que
sa différentielle en (x4, ...,2,) ne s’annule pas. Il s’agit du théoréme des fonctions implicites dont la
démonstration est hors programme ; on admet donc ce théoreme ici.

Soit g : U — R une fonction de classe C* sur U, X = {y € U | g(y) = 0} ensemble des zéros
de g et z € X.
Si dg(z) # 0, alors :

T.X = Ker(dg(z)) = {Vg(x)}*.

Corollaire 14.

Soit S une surface de R? d’équation S : g(z,y,2) = 0 ol g est de classe C'! sur R3 et (0, 3o, 20) €
S. Si Vg(zo, Yo, 20) # (0,0,0), alors T4, y,,-)S est un plan vectoriel d’équation :

0 0 0
Tou o015 50 (70,0, 20)-(& = 0) + 5 (w0, 30, 0)-(y = 90) + 5 (0,0, 0)-(= = 20) =
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Remarque 9.

Ce corollaire est se généralise directement en remplacant R? par R™ avec n > 2.

Exercice 28.

Déterminer une équation du plan tangent a S en un point My = (xo, Yo, 20) € S pour :

1.
2.
3.

S le paraboloide d’équation S : z = 22 + y2.
S la sphére unité euclidienne;;
S le cone de droite génératrice Vect(1,0,1) en (0,1, 1).

.OnaS8: g(x,y,2) =0o0ug: (x,9,2) — 22 + y?> — 2. Alors g est polynomiale et donc de

classe C'! sur R3. De plus, on a :
v.g(MO) = (2.’170, 2y07 _1) 7& (07070)a

d’ou :
Tr,S @ 2z =20+ 2x0(x — x0) + 2y0(y — Yo)-
OnaS8: g(z,y,2) =00ug: (v,y,2) — 22+ 3% + 22 — 1. Alors g est polynomiale et donc
de classe C* sur R3. De plus, comme pour tout My € S, || Mpl|2 = 1 et donc My # (0,0,0),
on a :
VQ(MO) = (2$072y07220) 7£ (0707O)a
d’ou :
TS+ wo(z — T0) + Yo(y — Yo) + 20(2 — 20) = 0.

.OnaS8: g(z,y,2) =000 g: (z,y,2) = 2% + y?> — 22. Alors g est polynomiale et donc de

classe C! sur R3. De plus, comme pour tout My € S avec My # (0,0,0) :
v.g(MO) = (2$072y07 _220) 7& (07070)7
d’ou :
Tar,S : 20(2 — 20) = xo(x — 20) + Yo (¥ — Yo)-
Ainsi, en My = (0,1,1), on a :
T(O,Ll)S 2=y
Ainsi :
T(O,l,l)S = VeCt((Oa 1, 1)7 (1a 0, 0))

3. Approximation au second ordre et matrice hessienne

Dans ce paragraphe, on considére une base B = (e1,...,e,) de E.

a. Formule de Taylor-Young au second ordre
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,(Théoréme 6.) Formule de Taylor-Young au second ordre

Soit f : U — R une fonction de classe C? sur U. Pour tout a € U, on a, pour h = Z§:1 hje; € B

fla+h) = +Zhj8m 3 5 Mol o (W)

1<z,]<p

Exemple 21. (Cas E = R?

Pour £ = R? muni de sa base canonique et f : U — R une fonction de classe C? sur U, on a,
pour (xg,yo) € U, en vertu du théoréeme de Schwarz :

7] 7]
o + hayyo + ) = Foo, )+ P50, 30) + e (o, o)

1/, 0°f 92 f 92 f

2 (hf-@(ﬂﬁo,yo) + 2h1h2'8x_8y(x0’y0) + h%-a—yQ(ﬂCo,ZJo))
2, 52

(h17h2)0—>(070)<h1 * hz)

b. Matrice hessienne

Définition 17.) Matrice hessienne

Soit f : U — R une fonction de classe C? sur U et a € U. On appelle matrice hessienne ou
simplement hessienne de f en a et on note Hy(a) la matrice carrée d’ordre n :

1 Pf
o f ozr? T Oz10x,
H@ = (@) = s
Li0%; 1<i,j<n 92 f 92 f
aznaxl a) . @(a)

Proposition 34.

Si f: U — R est une fonction de classe C? sur U, alors, pour tout a € U, Hy(a) € S,(R) i.e.
la hessienne de f en a est symétrique réelle.

Exemple 22. (Cas E = R2

Pour £ = R? muni de sa base canonique et f : U — R une fonction de classe C2 sur U, on a,
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pour (zo,yo) € U :

aif(x ) ﬁ(x )

02 05 Yo 90y 05 Yo

Hy(x0,y0) = o2 o f
m(ﬂﬁo,yo) aiyg(x()vyo)

Dans la proposition suivante, on résume, grace au gradient et la hessienne, la formule de Taylor-Young
du second ordre en identifiant, a travers une base orthonormale B, l'espace E et M, 1(R). On rappelle
que dans ce cas, (z|y) = ‘z.y.

Proposition 35.
Si f:U — R est une fonction de classe C? sur U, pour tout a € U :

Flath) = Fa) + (V@) + 5 (Hy(@hl) + o (Ih]?)

0
—0g (
ou matriciellement :

fla+h) = fla) + V@bt 3 hHy @b+ o ([AP)

78



Partie F

Optimisation

Dans cette partie E' désigne un espace euclidien et on note (-|-) son produit scalaire.

1. Extrema et points critiques

Définition 18.) FExtremum local

Soit f:U —-RetacU.

On dit que f admet un minimum local (resp. un maximum local en a s'il existe un voisinage
W de a tel que pour tout x e WNU :

fla) < f(z)  (resp. f(a) > f(z)).
Si f admet un minimum ou un maximum local en a, on dit que f admet un extremum local
en a.
Définition 19.| Point critique
Soit f: U — Ret a € U. On dit que a est un point critique de f si f est différentiable en a

et df(a) = 0 ou de maniere équivalente V f(a) = 0p.

Exemple 23.

La fonction f : (z,y) — 2*+y* — 22 +y* admet des points critiques en (0, 0), (—%, 0) et (%7 0).

2. Extrema libres : étude au premier ordre

Soit f : U — R un fonction de classe C! sur U et a € U. Si f admet un extremum en a, alors a
est un point critique de f.

Exemple 24.
La fonction f : (z,y) — a* + y* — 2% + y? admet des extrema locaux en (—%, 0) et en (%, 0)

mais pas en (0,0).
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Remarque 10.

Comme le montre I'exemple précédent, la réciproque du Théoréme 7 est fausse! Une fonction
qui admet un point critique n’admet pas forcément d’extremum en ce point.

Exercice 29.

On considére E un espace euclidien et on note (-|-) son produit scalaire.
Soit f € L(E) et a € E. On note g : E — R l'application ¢ : z — (f(z)|x) — 2(a|z).

1. Montrer que g est différentiable sur E et calculer son gradient en tout point de E.

2. On suppose f € STT(E). Montrer que g admet un unique point critique sur E et qu’il
s’agit d’un minimum global.

1. On peut montrer de deux maniéres que g est différentiable sur E (mais, pour obtenir la
gradient, on s’appuiera sur la seconde!) :

— Par opérations sur les applications différentiables. Ona g = g1 —2gs ot g1 : « — (f(z)|x)
et go : x — (alz).
L’application go est linéaire sur E par linéarité du produit scalaire par rapport a sa
deuxieme variable donc g est différentiable sur E.
De plus, on a g1 =uovouwv:zr— (f(x),z) € E X E qui est linéaire par linéarité de
f et donc différentiable sur E et u : (z,y) — (z|y) qui est bilinéaire sur E x E et donc
différentiable sur E X F ; ainsi g, est différentiable sur F comme composée d’applications
différentiables.
Il en résulte que g est différentiable sur £ comme combinaison linéaire d’applications
différentiables sur E.

— Par définition. Soit x € E. On a, pour tout h € E, par bilinéarité du produit scalaire
et par linéarité de f :

gl@+h)—g(@) = (fl@+h)|lz+h)—2alz+h)-(f(z)lz) - 2((f(2)|z) - 2(al|z))
= (f(@)|h) + (f(h)|x) — 2(alh) +(f(R)|R).
—e(h)

L’application £ : h — (f(x)|h)+(f(h)|z)—2(a|h) est linéaire comme combinaison linéaire
d’applications linéaires (car un produit scalaire est linéaire par rapport a chaque variable
et f est linéaire) et on a, par continuité de I’application linéaire f et par l'inégalité de
Cauchy-Schwarz :

[FWIM] _ £ R)-lIA]
Ial =Rl

= 17 < WAIRY =5 0,

donc :

gla +h) = g(@) + L)+ o (IA).

Par suite, g est différentiable en a et dg, : h — (f(2)|h)+ (f(h)|z) —2(a|h). Il en résulte
que g est différentiable sur E.
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De plus, en utilisant le calcul de la seconde maniere, pour tous x,h € F, on a :

dgs(h) = (f(2)|h)+(f (h)|z)=2(alh) = (f(x)|h)+(h|f*(x))—2(alh) = (f(z)+f"(x)—2al|h),
d’ou :
Vy(z) = f(zx) + [ (z) — 2a.

2. Comme f € STT(E), en particulier, f € S(F) donc, pour tout z € E, on a Vg(x) =
2(f(x) — a).
Ainsi, Vg(x) = 0g si, et seulement si, f(z) = a. Or, comme f € STH(E),on a f € GL(E),
et donc Vg(z) = O si, et seulement si, x = f~1(a).
Par suite, g posséde un unique point critique en z¢9 = f~*(a).
Montrons que g atteint un minimum global en ce point. Soit € E. Pour tout h € E, on
a, d’apres la question précédente :

9(z0 + h) = g(zo) = (Vg(zo) [1) + (fF(W)IR) = (f(M)|h) > 0,
=

car f est autoadjoint (défini) positif.
Il en résulte que g atteint un minimum global en x.

3. Extrema libres : étude au second ordre

(Théoreme 8.)

Soit f : U — R un fonction de classe C? sur U et a € U.

— Si f admet un minimum (resp. un maximum) local en a, alors Hf(a) € S;I(R) (resp.
S, (R).

— Si f admet un point critique en a et Hs(a) € S;FT(R) (resp. S, ~(R)), alors f admet un
minimum (resp. un maximum) local en a.

Corollaire 15. Cas particulier E = R?

Soit f: U € R? — R un fonction de classe C2 sur U et (x9,%0) € U un point critique de f. On
note H = Hy(xo,yo) la hessienne de f en (xq,yo).

e Sidet(H) > 0 alors f admet un extremum local en (xg, o).
De plus, si Tr(H) > 0, il s’agit d’'un minimum ; sinon, c’est un maximum.

e Sidet(H) <0, f n’admet pas d’extremum en (xq,yo)-
e Sidet(H) = 0, on ne pas conclure directement.

Remarque 11.

Le corollaire précédent est également connu sous le nom de théoréme de Monge. Dans la litté-
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rature, la hessienne est alors écrite
r s
H =
s t

et ainsi, on reformule les conditions du corollaire avec rt — s? = det(H ). Dans le cas rt —s? > 0,
on peut méme étre plus économe : on peut remarquer que sous cette condition, Tr(H) =r + ¢
et r sont de méme signe.
On peut donc reformuler le corollaire avec les notations de Monge :
e Sirt—s?>0alors f admet un extremum local en (zg, yo).
De plus, si r > 0, il s’agit d’'un minimum ; sinon, ¢’est un maximum.

e Sirt—s? <0, f nadmet pas d’extremum en (zg, yo)-

e Sirt —s2 =0, on ne pas conclure directement.

Exemple 25.

Soit f: (x,y,2) — 23 + 3> — 3zy admet deux points critiques en (0,0) et (1,1) : le premier n’est
pas un extremum de f et le second est un minimum local de f.

Exercice 30.

Etudier les extrema de :
L f:(z,y) = y?(y? — 2*) sur R2

4
2. g:(x,y)r—>y27:c2+% sur R2.

4. Extrema liés : optimisation sous contraintes

Théoréme 9.) Théoréme d’optimisation sous contrainte

Soit f,g: U — R des fonctions de classe C! sur U, X = {z € U | g(x) = 0} et a € X.
Si la restriction fix de f a X admet un extremum local en a et dg(a) # 0, alors df(a) est
colinéaire & dg(a) i.e. Vf(a) est colinéaire a Vg(a).
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