Chapitre XVI

Equations différentielles linéaires
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Dans ce chapitre, le corps K désigne R ou C et I désigne un intervalle non vide de R.

Partie A

Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Dans cette partie E désigne un espace vectoriel sur K de dimension finie.

1. Définitions

Définition 1. Equation différentielle linéaire d’ordre 1

Soit a: I — L(FE) et b: I — E des applications continues.
e On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 une équation (E) de la forme :

o =a(t)(x) +b(t). (E)

ou l'inconnue z est une fonction dérivable de I dans E.

e Une fonction f: I — FE est une solution de FE si, pour tout ¢ € I,

f1(t) = a®)(f (1)) + b(t).

e On appelle équation homogéne associée & (E), 'équation différentielle (E}) linéaire
d’ordre 1 :
o' =at)(z).  (En)

Définition 2. Traduction matricielle

Soitn e N*, A: T — M,(K) et B:I— M,1(K).
On appelle systéme différentielle linéaire d’ordre 1 une équation différentielle (S) linéaire

d’ordre 1 de la forme :
X'=A@t)X + B(t). (S)

ou l'inconnue X est une fonction dérivable de I dans M, ;1 (K).

Question 1.

Pourquoi la terminologie "systéme linéaire” employée dans la définition précédente est-elle jus-
tifiée ?



Si, pour ¢t € I, on note A(t) = (aij(t))lgign, B(t) = (bi(t)1<j<n et X@) = (@i(t))1<j<ns
1<j<n
léquation (S) est équivalente au systéme :

33/1 = au(t)xl + ... + aln(t)mn + bl(t)
(S)

7 am(t)xr + ...+ apn(B)xn + bp(t)

Remarque 1.  Traduction matricielle
Ainsi, étant donnée une base B de E, une équation différentielle z’ = a(t)(z) + b(t) linéaire
d’ordre 1 est équivalente au systéme linéaire X' = A(¢t)X + B(t) ou :
— A(t) = Matg(a(t)) et B(t) = Matg(B(t));
— Dinconnue X (t) est obtenue de méme par X (t) = Matpg(z(t)).

2. Structure de ’ensemble des solutions

Proposition 1.
Soit (E) : 2’ = a(t)(z) + b(t) une équation différentielle linéaire d’ordre 1. L’application x
{2'(t) — a(t)(z(t))} est une application linéaire de C1(I, E) dans C(I, E).

Proposition 2.
Soit (E) une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
L’ensemble S;, des solutions de 1’équation homogene (FEj) est un sous-espace vectoriel de
CHI,E).

Proposition 3.

Soit (E) une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et Sp, ’ensemble des solutions de (E}).

Soit f,, une solution de (E). Alors ’ensemble S des solutions de (E) s’exprime :

S=fp+Sn=Afp+ fnlfn€Sn}

Proposition 4. | Superposition

Soit (E) : 2’ = a(t)(z) 4+ b(t) une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
On suppose que b = A1by + p1be avec A1, Ao € K et by,bo € C(I, E).



Si f1, f2 sont des solutions respectives de :
(B1):2' =a(t)(z) +b1(t) et (Es):2' =a(t)(z)+ ba(t)

alors f = A1 f1 + A2 f2 est solution de (E).

3. Probleme de Cauchy

Définition 3., Probléme de Cauchy

Soit (E) : 2’ = a(t)(z) + b(t) une et ty. On appelle probléme de Cauchy la donnée d’'une
équation différentielle (E) : ' = a(t)(z) + b(t) linéaire d’ordre 1 et d’une condition initiale
x(tg) =xg ot tg € I et zg € E.

Autrement dit, un probléme de Cauchy est un systéme d’inconnue x : I — E de la forme :

(B): o' =a(t)(z)+bt)
(CI) .’L‘(to) =2

Remarque 2.

Résoudre un probléme de Cauchy revient donc & déterminer toutes les solutions f de (F) : 2’ =

a(t)(x) + b(t) qui vérifient f(tg) = wo.

,(Théoréme 1.) Théoréme de Cauchy linéaire

Soit (E) : 2’ = a(t)(x) + b(t) une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
Pour tout (¢, z0) € I x E, il existe une unique solution f au probléme de Cauchy :

{(E) C o = a(t)(z) + b(t)

(CI) II,‘(to) =X

Soit (E) : ' = a(t)(z)+b(t) une équation différentielle linéaire d’ordre 1, ty € I et S, 'ensemble
des solutions de (Ep).
L’application

eval,, : | S, — E
fo= flt)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.




Soit (E) : ' = a(t)(x) + b(t) une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et Sj, ensemble des
solutions de (E}). L’espace vectoriel Sy, est de dimension finie et

dim(Sy,) = dim(E).




Partie B

Résolution d'une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a
coefficients constants

1. Exponentielle d’'un endomorphisme, d’une matrice

Dans ce paragraphe, n est un entier naturel non nul et E est un espace vectoriel de dimension finie n
sur le corps K =R ou C.
a. Définitions

On rappelle ici la définition d’une exponentielle d’'un endomorphisme ou d’une matrice vue dans un
précédent chapitre.

Soit a € L(E) et A € M,,(K). Les séries > ‘:L—T ety An—:b sont convergentes dans, respectivement,
L(E) et M, (K).

Définition 4.

Soit a € L(F) et A € M, (K).
— On appelle exponentielle de I’endomorphisme a et on note exp(a) ou encore €%,

I’endomorphisme de FE :
+oo 4

exp(a) = Z %.

n=0

— On appelle exponentielle de la matrice A et on note exp(A) ou encore e, la matrice
de M, (K) :
+00 AP

exp(A) = Z e

n=0

Proposition 5.

Soit a € L(E) et B une base de E. On a :

Matg (exp(a)) = exp (Matg(a))

b. Dérivation de t — exp(tA)



Soit A € M, (K). L’application ¢ : R — M, (K) telle que :
@t exp(tA),
est dérivable sur R et pour tout t € R,

¢'(t) = Aexp(tA) = A.p(t).

(tA)"

n!

Pour n € N, on pose ¢, : t — . Vérifions les hypotheses du théoreme d’interversion dériva-
tion/somme :

e Pour tout n € N, ¢, est de classe C! sur R et pour tout ¢t € R :
ntn—lAn
n!
— D’aprés le lemme 2, > ¢, converge simplement sur R - vers t — exp(tA).
— Soit @ > 0. On se donne une norme || - || sour multiplicative sur M, (K).
CVN sur [—a,a] :
Soit n € N. Pour tout t € [—a,a], on a ||po(t)|| =0et, sin >1:

tn—lAn
(n—1)!

a" A"
- (n—=1)"

IOl |

donc ¢!, est bornée sur [—a, a| et on a, & partir du rang 1, pour tout n > 1 :

A
(n—1)!

[ hlloo < Un -
Or la série ) ., u, converge (d’aprés la regle de D’Alembert par exemple), donc par
comparaison, Y ||¢}|lc converge.

Par suite, Y ¢!, converge normalement sur [—a, a] et donc uniformément sur [—a, a.
Par suite, Y ¢!, converge uniformément sur tout segment de R.

Ainsi, d’apres le théoréme d’interversion dérivation/somme, ¢ est de classe C! sur R et on a,
pour tout t € R :

+o0 —1 +oo -1 —1 +oo
D, nt" A" tnTrATTY (A"
Q'(t) = Z = A Z ECEE AZ o= A.exp(tA).

n=0 n=1 n=0

Corollaire 1.

Soit A € M,,(K). L’application ¢ : t — exp(tA) est de classe C*° sur R et, pour tout k € N, on

a,pourt € R:
") () = AFexp(tA) = AF(t).



c. Propriétés de ’exponentielle
Proposition 6.

Soit A, B € M,(K). Si A et B commutent, alors A et exp(B) commutent.

(Théoreme 4.)

Soit A, B € M,,(K). Si A et B commutent, alors exp(A) et exp(B) commutent et :

exp(A + B) = exp(A)exp(B)

g

On se sert souvent du théoréme précédent pour calculer 'exponentielle d’une matrice A trigonalisable
mise sous la forme A = P(D + N)P~! ou D est diagonalisable, N nilpotente et D, N commutent

(remarque : il est toujours possible d’écrire une matrice trigonalisable sous cette forme, il s’agit de la
décomposition de Dunford de cette matrice).

Exercice 1.

Déterminer ’exponentielle de la matrice A = (;’ :?)

1 -1
Ainsi, on a exp(A) = Pexp(Is + 2N)P~! = Pexp(lz)exp(2N)P~L. Or :
— exp(lz) =ely;
— exp(2N) = I + 2N car N est niloptente d’indice 2 et donc

On A= P(I+2N)P ' ou N = Ej3, P = (1 b > et I»,2N commutent.

2"N™

n!

1
exp(2N) = ) = I, + 2N.
n=0

Ainsi, on a :
exp(A) = Pe(Iy +2N)P~! = eA.

2. Equation homogéne a coefficients constants

Dans ce paragraphe, on considére un systéme différentielle homogeéne de la forme X’ = AX on
A € M,(K) (A ne dépend pas du parametre t).

a. Solution générale du probleme de Cauchy



(Théoreme 5.
Soit A € M, (K), to € R et Xo € M, 1(K). L'unique solution du probleme de Cauchy

(Ep): X' =AX
(CL) X(to) = Xo

est donnée par :
fet—exp((t—ty)A) Xo.

b. Résolution pratique de ’équation homogéne

Considérons un systéme différentiel homogene (Ej) : X’ = AX a coefficients constants dans M, (R) .

Utilisation de I’exponentielle de matrice.
e On calcule exponentielle de la matrice tA pour t € R.
Le calcul est “simple” si la matrice est diagonalisable ou nilpotente par exemple.

e L’ensemble S}, des solutions de (Ep) : X' = AX est :

Sp={f:tr exp(td).C|C € M, (R)}

Dans la pratique, le calcul d’une exponentielle de matrice n’est pas aisé. Il en est donc de méme pour le
calcul explicite des solutions d’un systéme différentiel homogene d’ordre A. On peut toutefois distinguer
des cas ou on dispose de méthodes alternatives pour déterminer explicitement les solutions. Dans chacun
des exercices suivants, on effectuera également le calcul de l’exponentielle pour comparer les méthodes de
résolution.

ler cas : A est diagonalisable dans R.

e On détermine les valeurs propres Aj, ..., A\, € R (pas forcément deux & deux différentes) et
(V4,...V;,) une base de vecteurs propres A avec V; associé & A;. On note P la matrice des
vecteurs propres de A et D = P~1AP.

o Le systétme X’ = AX est équivalent au systétme Y/ = DY ou Y = P71X.

e On résout le systéme diagonale Y’ = DY et en utilisant la relation X = PY et on montre
ainsi que la famille (f1, ..., f,) de fonctions de R dans M, 1(R) telles que :

fi:t— 6)‘“5Vi

forme une base de I’espace Sy, des solutions de (Ej).

Exercice 2.

Résoudre le systeme différentiel X' =

—_ =N
— N =
[N



La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable. Les valeurs propres de A sont 1 et 4 avec
m(1) = 2 et m(4) = 1. De plus, (V1, V2, V3) est une base de vecteurs propres avec Vi, Va associé
a 1 et V3 associé a 4 ou :

—_
o
—

V1 = 0 ) ‘/2 = 1 5 V3 = 1
-1 -1 1
1 0 0 1 0 1
Par suite, A=P [0 1 0|P louP=|[0 1 1
0 0 4 -1 -1 1
— Résolution avec la méthode :
1 0 0
Le systétme X’ = AX est équivalent 4 Y’ = [0 1 0] Y avecY = P~'X. On a donc le
0 0 4
systéme diagonal :
yi = 0
Yy, = Y2
ys = 4y;
D’ou
Y1 C1€t
yo = Cael
Ys = Cset
De plus, X = PY, donc :
1 0 1 Cl et C1 €t ol 03€4t
X = 0 1 1 Cget = Oget + 0364t
-1 -1 1) \Cse* —Chel — CaelCzet

Autrement dit, comme d’apres le théoreme de Cauchy linéaire, Sy, est de dimension 3 et
que Vi, Vo, V3 sont linéairement indépendant, la famille (f1, fa, f3) est une base de Sy, ou :

1 0 1
fiit=et | 0] forteet| 1| fortoet|1
=1l —1 1

— Résolution avec ’exponentielle :
Pour t € R, on a tA = P(tD)P~!, donc :

et 0 0 ¢t + et et —et et — gt
exp(A) = Pexp(tD)P™' =P |0 e 0 |Pt=c|[e*—et 2 fett et —¢f
0 0 e4t e4t _ et €4t _ et 2615 + e4t

Ainsi, I’ensemble S;, des solutions est :

| (2t et et
Sh:{f:tr—>§ eft —et 2t ettt et —et | .0 C e M3 (R)}.

eft _ gt gt _ ot 9t 4 gdt

10



2eme cas : A est diagonalisable dans C mais pas dans R.

e On procede de la méme fagon que pour A diagonalisable dans R mais les vecteurs de la
famille (f1,..., fn) ne sont pas tous réels. On doit donc déterminer une famille (g, ..., gn)
de fonctions a valeurs réelles qui forment une base de S,.

e Considérons une valeur propre complexe A € C N\ R et V' un vecteur propre associé. Alors,
comme A est & coefficients réels, \ est également valeur propre et V est vecteur propre
associé a V.

Ainsi, pour f : t — eV, (f, f) est un couple de solution de X’ = AX vu comme une
équation complexe.
On pose alors :

1 = 1
g1 = §(f+f) = Re(f) et g2 = ?i(f_f) = Im(f).
Alors, (g1, g2) est une famille libre de solutions & valeurs réelles de X' = AX.
e On procede ainsi pour toutes les couples (A, A) de valeurs propres complexes et on forme,
en regroupant avec les vecteurs f; associés aux valeurs propres réelles, une famille de n
vecteurs réels solutions de X’ = AX et ainsi base de S, (puisqu’il est de dimension n).

Exercice 3.

1 -1 2
Résoudre le systeme différentiel X' = |2 —1 3| X.
0 0 1

La polynome caractéristique de A est X3 — X2+ X +1 = (X — 1)(X —4)(X +1i) qui est scindé &
racines simples (dans C) donc A est diagonalisable dans C - mais pas dans R puisque X2 + 1 est
un facteur irréductible dans R du polynoéme caractéristique. De plus, (Vi, V3, V3) est une base de
vecteurs propres avec V) associé & 1, V associé & i et V associé & —i =i ol :

1 1
Vi=14], V=1|1-14
2 0
1 0 O 1 1 1
Par suite, A=P |0 ¢ 0 |PlouP= |4 1—i 1+4].Ainsi, X’ = AX est équivalent
0 0 —i 2 0 0
1 0 O
AY'=[0 i 0 |YavecY =P~ 1X. On a donc le systéme diagonal :
0 0 —i
yvi = n
Yy = Y2
/ _ -0
Y3 = —Y3

11



(0 (0
, Yat)y=€e' 1], Ys@t)=e"|0],
0 1

Yl (t) = et

O O

Ainsi, en utilisant X = PY on obtient la famille (f1, f, f) de solutions de 1’équation ”complexe”
X'=AX ou

1 1
fiitet |4]; fit—et|[1—i4
2 0
Ainsi, on considere :
1 B cos(t) 1 B sin(t)
g1 :t— 5(f—|—f) = | cos(t) —sin(t) | et go:t+— i(f — f) = | cos(t) + sin(t)
0 0

Par suite, (f1,91,92) est une base de Sy,.

3eme cas : A est trigonalisable.
o On trigonalise A sous la forme A = PTP~!.

e On résout le systétme Y/ = TY ou X = PY. Ce systéme est triangulaire supérieur : on le
résout en remontant ligne par ligne les équations.

e On récupere les solutions en utilisant X = PY et on procede de la méme fagon que dans
la méthode précédente si certaines valeurs propres sont complexes.

Exercice 4.

0
Résoudre le systeme différentiel X' = | -1 2 1 | X.
0

La polynéme caractéristique de 4 est X3 — X2 + X + 1 = (X — 2)? qui est scindé dans R donc
A est trigonalisable dans R. Elle n’est pas diagonalisable car elle possede 2 pour unique valeur
propre et A # 215.

0 1
On montre que Es(A) = Vect 11,1-1 En complétant avec un troisieme vecteur qui
0 1
1
n’appartient pas & F5(A) - par exemple | 0 |, on obtient la trigonalisation :
0
2 00 0 1 1
A=P|0 2 1|PtouP=(1 -1 0
0 0 2 0 1 0

12



Ainsi, en posant Y = P71X, X’ = AX est équivalent & Y’ = Y. On a donc le

S O N
o NN O
N = O

systeme triangulaire :

v = 2n
Yy = 2yo+  y3
Y3 = Ys

D’ou il existe C1,C3 € R tels que :
Y1t Cre® et yg : t — Cse?

Ainsi, on a g4 = 2y, + Cze?. On vérifie par la méthode habituelle qu’il existe Cy € R tel que
Yo 1t (02 + th)ezt.

Par suite,
Cq
Yt e Cs +tCs
C3
Il en résulte que :
Co+ Cs5(t+1) 0 1 1
X=PY:tse|C—Cy—1tCs =Ce® 1]+ (Co + tC;;)eZt 1| +c5¢* [0
Cy +tC3 0 1 0

3. Recherche d’une solution particuliere

On considére un systeme différentiel (E) : X’ = A(t)X + B(t). Dans ce paragraphe, on s’intéresse a
la recherche effective d’une solution f, de cette équation.

Méthode de variation des constantes

e On détermine une base (f1, ..., f) de solutions de ’équation homogeéne (E},) : X' = A(t)X.
On note alors, pour t € [ :

fp(t) =Ci(t) fi(t) + ...+ Cp(t) fu(t).

ou C1,...,C,, sont des fonctions dérivables de I dans K.

e Apres avoir calculé fz’)7 on reporte f, dans I’équation (E) et, en remarquant que, pour tout
i, f; € Sp, on obtient :

fp est solution de (E) si, et seulement si, C{(¢) f1(t) + ...+ C.,(t)fn(t) = B(t).

e On résout alors le systéme précédent afin de déterminer les C} puis les C; par primitivation.

Exercice 5.

Résoudre les systemes différentiels :
(1 2 et L3 —1 A+ 1)3

13



1 2 et
1. OnnoteA—(2 1) etB(t)-(O)

Tout d’abord, on résout I’équation homogeéne X’ = AX. L’ensemble S;, des solutions de

cette équation est :

Sp={t = exp(tA).C | C € M>:1(R)}.
Calculons exp(tA) pour t € R. On remarque que A est symétrique réelle donc diagonalisable
dans une base orthonormale et que g (}) et ? <_11> sont vecteurs propres de A associés
aux valeurs propres 3 et —1 respectivement. Ainsi, on a :

A_PDtPoﬁD_(g _01) etP_\@<1 1)

Par suite, on a

P 1 [eBt L et et — et
exp(tA) = Pexp(tD)'P = P ( 0 et) P = 5 ( 3t _ —t

Il en résulte que :
S, = {tl—> I 01,02 ER}.

14



Partie C

Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre supérieur

1. Définitions

Définition 5.

Soit n € N*, (a;)o<i<n une famille d’applications continues de I dans K et b : I — K une
application continue.

On appelle équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n, une équation de la forme :
(B): 4™ 4 an_1()y™ Y + .+ ar(8)y + ao(t)y = b(t).

On appelle équation homogéne associée a (E) 1'équation :

(Br) : 4™ 4 an_a(y™ Y + .+ a1 (t)y + ao(t)y = 0.

Proposition 7.

Si les a; et b sont de classe C* sur I et si f : [ — K est une solution de (E), alors f est de classe
C™F sur I

Par définition de ’équation différentielle (F), une solution de (E) est n fois dérivable sur I.
Pour k € N, on note Py, ="si les a; et b sont de classe C* sur I, alors toute solution de (E) est
de classe C"*F sur I”.

Montrons, par récurrence sur N que pour tout k € N, Py, est vraie.

o Initialisation : Montrons Py. On suppose les a; et b continues sur I. Soit f une solution
de (E) sur I. Alors f est n fois dérivable sur I et ainsi, pour tout i € [0,n — 1], f@ est
n — i fois dérivable et donc en particulier continue sur I car n — i > 1. De plus, on a :

J) = —apo1. OV — = anf = ao(®)f +b

donc £ est continue sur I comme somme de produits de fonctions continues sur 1.
Par suite, f est de classe C™ sur I car n fois dérivable sur I et de dérivée n-ieme continue
sur I. Il en résulte que Py est vraie.

e Hérédité : Soit k € N. On suppose Py, vraie. Montrons Py 1.
On suppose les a; et b sont de classe C¥*+1 sur I et soit f une solution de (E) sur I. Alors
en particulier, les a; et b sont de classe C* sur I et donc, par hypothése de récurrence, f
est de classe C"** sur I. Alors pour tout i € [0,n — 1], @ est de classe C"tF=% sur T et
donc de classe C*+! sur I car n+k —i > k + 1. De plus, on a :

f = —ap 1. fO7D — L —ar.f —ao(t)f +b

15



donc £ est de classe C**! sur I comme somme de produits de fonctions C**+* sur I.
Par suite, f est de C"t*+1 sur I. Il en résulte que Py est vraie.

On a donc montré par récurrence que pour tout k € N, si les a; et b sont de classe C* sur I, alors
toute solution de (E) est de classe C"t* sur I. O

Proposition 8.| Traduction matricielle

Soit (E) : y™ +a,_1()y™ Y + ...+ a1(t)y + ao(t)y = b(t) une équation différentielle scalaire
d’ordre n.

On considere les applications A : I — M,,(K) et B : I — M, 1(K) définies par :

0 1 0o ... 0
0
At) = : . . 0 et B(t) = ;
0 . .0 1 b(t)
—ao(t) —al(t) P L 7 | (t)

Alors, une fonction f : I — K est solution de (F), si, et seulement si, la fonction de I dans K
telle que pour t € I :

ft)
F®) . e ,
o(t) = ) est solution du systeéme différentiel linéaire d’ordre 1 donné par X' = A(t) X +

£ (8)

Remarque 3.

La matrice A(t) est exactement la transposée de la matrice compagnon du polynéme X™ +
1 (X" T+ o+ ar ()X +ao(t).

2. Structure de ’ensemble des solutions

On considere (E) : 4™ + a, 1()y™ D + ...+ a1(t)y’ + ao(t)y = b(t) une équation différentielle
scalaire d’ordre n.

Proposition 9.

Soit S P’ensemble des solutions de (E) et Sp I'ensemble des solutions de (Ep). L’ensemble S,

est un espace vectoriel et pour f, une solution particuliére de (E), on a :

S=fp+Sn={fp+ fnlfne€Sn}

Ainsi, S est une sous-espace affine dirigé par S,.
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Définition 6., Probléme de Cauchy

Soit tg € I et (yo,-..,yYn—1) € K™. On appelle probléme de Cauchy est un systéme d’inconnue
y: I — K de la forme :

(B): y"™ +a,_1(0)y™ D + .. 4 a1 (t)y +ao(t)y = b(t)
(CL) y(to) =wo

Yy (to) = yn_1

Soit tg € I et (yo,.-.,Yn—1) € K™ Il existe une unique solution au probléeme de Cauchy :

(E): g™+ a1y + .+ ar(t)y +ao(t)y = b(t)
(C.L) y(to) = yo

Yy (to) = yn_1

Soit tg € I et Sy, ensemble des solutions de (Ep,).
L’application

|Sh — K7
fo= (flto), - F™ D (t0))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Soit (E) : y™ +a,_1()y™ Y + ... +a1(t)y + ao(t)y = b(t) une équation différentielle scalaire
d’ordre n.

L’espace vectoriel Sy, des solutions de (E},) est de dimension finie et

dim(Sp) = n.
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Partie D

Méthode et exemples de résolution d'une équation
différentielle linéaire scalaire

Contexte et notations :

Soit m € N. On considére une équation de la forme une équation différentielle linéaire scalaire
d’ordre n qui n’est pas sous forme normalisée :

(E) : an®)y™ 4+ an_1()y™ Y + ...+ ao(t)y = b(t).

ou b et a;, pour i € [0,n], sont des fonctions définies sur un intervalle I ouvert non vide de R. On
note S 'ensemble des solutions de (F).
On appelle équation homogene associée a (E) et on note (E}) I’équation différentielle :

(Ep) : an(t)y(") + an_l(t)y(”fl) +...4+ao(t)y=0.

On note Sy, ensemble des solutions de (Ej).
On note Z = {t € R | a,(t) = 0} 'ensemble des zéros de a,.
On suppose que Z est un ensemble au plus dénombrable de cardinal m € N U {400} tel que les
z € Z sont isolés dans [ i.e.

m

INZ=||L

k=1
ou les I sont des intervalles ouverts non vides de R dont les bornes finies sont des éléments de Z
et que, pour tout k, il existe d > 0 tel que la longueur de I est supérieure ou égale a §.

En particulier, pour k € [0,m] - ou N si m = oo, a,, ne s’annule pas sur I}, et note :

ao(t) b(t)

an_l(t) -
)T ety

E)y: y™ 4 It -1 4
(B y +an)y + +an(t

I’équation différentielle normalisée sur l'intervalle Iy et équivalente & (F) sur Iy ; on note (Ep)g
I’équation homogene associée a (E)j.
On note Sy, 'ensemble des solutions de (E)j et Sk, 'ensemble des solutions de (Ej, ).

1. Une méthode de résolution

On souhaite résoudre I'équation (E) sur I c’est-a-dire on cherche 'ensemble S des fonctions n-fois
dérivables solutions de (E) sur I.

a. Description de la méthode

Méthode de résolution de (E) sur [ :

e On détermine I'ensemble Z des zéros de a,, (qui sont isolés) et on condidere les intervalles
Iy tels que I\ Z = | |}~ I.
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e Pour chaque intervalle [}, a,, ne s’annulant pas sur I, on résout ’équation normalisée :

avec la méthode usuelle :
* On résout 1’équation homogene (E}, ), (dont ensemble des solutions Sy est un espace
vectoriel de dimension n).
* On détermine une solution particuliére f, de 'équation (E)g.
Remarque importante : il est recommandé de commencer par essayer de trouver une
solution particuliere f, de 'équation (E) sur I directement ; 'avantage est qu’elle sera
solution de tous les (E)y !

* On finalise la résolution de (E) en écrivant Sk, = f, + Shi-

e Soit f une fonction n-fois dérivable sur I. On remarque alors que f est solution de (F) si,
et seulement si, f est solution de (E)j sur chaque Ij. Les équations (Ej) étant résolues,
cela donne une expression explicite de f sur chaque Ij.

Mais comme f est n-fois dérivable sur I, on doit recoller les "morceaux” en chaque zéro z
dans Z :
* [ étant continue en z, on calcule les limites tlim f(t) et tlim+ f(¢t). Ces limites doivent
z 4

étre finies et égales; puis on en déduit des conditions sur la forme de f (et notamment
sur les constantes venant de la résolution des équations homogeénes) ;
x f étant de classe C! en z, on effectue le méme principe avec lim f'(t) et lim @);
t—z— t—z
* etc ...

* Et attention avec la derniere dérivée : f étant n-fois dérivable mais pas suppo-
sée C™, on doit cette fois égaliser les limites, qui doivent de nouveau étre finies,

(n=1)(¢) — fn—-1) (n=1)(¢) — f(n—1)
o L0V = £0DE) L ) - F0 D)

t—z— t—=z t—zt t—=z

e On obtient I’ensemble S des solutions de (F) dont la dimension en tant qu’espace affine dépend
du nombre de constantes "provenant” des Syp.

Remarque 4.

Comme on 'a vu dans la proposition 7, si les coefficients de I’équation normalisée sont de
classe C¥, les solutions de (E) sont de classe C**"; mais attention !, si I’équation n’est pas
sous forme normalisée, méme si les coefficients ont une bonne régularité, les solutions peuvent
n’étre que n fois dérivables (condition nécessaire pour étre solution) et pas de classe C™ ou plus!
D’oti la derniere condition différente des précédentes pour le recollement des dérivées de solutions
dans la méthode précédente.

L’exercice suivant donne un exemple d’équation différentielle linéaire d’ordre 2 non normalisée
dont les coefficients sont de classe C*> et qui posséde des solutions qui ne sont pas de classe C?!

19



Exercice 6.

On considére la fonction f: R — R telle que :

f(z) = :1:4Sin(i> six#0
0 siz=0.

1. Montrer que f est deux fois dérivable sur R mais n’est pas de classe C? sur R.

2. Montrer que f est solution sur R d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2
homogene non normalisée dont les coefficients sont des fonctions polynomiales.

3. Qu’en conclure quant a la régularité des solutions d’une équation différentielle non nor-
malisée au regard de celle de ses coefficients ?

1. Sur R*, f est de classe C*° comme produit et composée de fonctions C*° sur R*. De plus,

pour tout x € R*, on a :
1 1
f/(x) = 42®sin () — 2% cos () :
x x

f"(z) = (122% — 1) sin (i) — 6 cos (i) :

— Continuité. Comme sin est bornée sur R, d’apres le théoréme des gendarmes, f(z) E)
0 = f(0) donc f est continue sur R.

— Dérivée. On a f continue sur R, de classe C'!' sur R* et, toujours d’apres le théoréme
des gendarmes, f'(z) — 0; donc, d’apres le théoréme de la limite de la dérivée, f est
de classe C! sur R et f/(0) = 0.

— Dérivée seconde. On vérifie que f” n’admet pas de limite en 0 & cause de son terme
—sin(2) et que :

T
’ gl /
lim M = lim & = lim 422 sin <1> — x cos (1) = 0,
xz—0 x—0 z—0 T z—0 T €

Par suite, f est deux fois dérivable sur R avec f”(0) = 0 mais n’est pas de classe C? car f”
n’est pas continue en 0.

et

2. On proceéde par tatonnement : par exemple, on commence par compenser les termes en
cos(2) en faisant xf”(z) — 6f'(z) et on continue ce jeu en supprimant les sin(L) grace &

f(x) pour, au final, trouver que f est solution de :
zly” — 623y + (1222 + 1)y = 0.

3. Les coefficients de I’équation précédente sont de classe C*° sur R mais la solution f de cette
équation est seulement deux fois dérivable sur R mais pas de classe C? sur R!
Ainsi, contrairement au cas des équations normalisées, la régularité des coefficients n’in-
flue pas sur la régularité des solutions (en fait si, mais seulement sur les intervalles ou le
coefficient devant y(™ ne s’annule pas!).
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b. Structure de I’ensemble des solutions
Proposition 10.

L’ensemble S, des solutions de I’équation (Ep) : an(t)y™ + an_1()y™ D + ... +ag(t)y =0
est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel D,,(I,K) des fonctions n fois dérivables de T
dans K et on a :

dim(Sp) < mn

ou on rappelle que m désigne le nombre de zéros de a,, sur I (avec potentiellement m = +00).

— Lapplication y — an (£)y™ + an_1(t)y 1 + ...+ ag(t)y est une application linéaire de
D, (I,K) dans F(I,KK) comme combinaison linéaire des applications y — a;(t)y?) qui sont
linéaires par linéarité de la dérivation et par bilinéarité du produit terme a terme de deux
fonctions.

Par suite, Sy, est un sous-espace vectoriel de D,, (I, K) comme noyau de cette application
linéaire.

— On consideére 'application ¢ telle que, pour f € Sy, :

m

@(f) = (flll")kéﬂl,m]] € HJT'-(I]C,K)

=1

Alors, ¢ est linéaire par linéarité de la restriction et on remarque que si f est solution de
(Er) alors, pour tout k& € [1,m], a, ne s’annulant pas sur I, la restriction f;, de f sur
I}, est solution de I’équation homogene normalisée :

Ap—1 (t)
an(t)

(Br : y™ + y" D+
sur I.
De plus, pour tout k € [1,m], d’aprés le théoréme 7, ’ensemble Sy, des solutions de (E})g

sur I, est un espace vectoriel de dimension n.
m

Donc ¢ est une application linéaire de Sj, dans le produit cartésien H Shk-

k=1
Montrons que ¢ est injective. Soit f € Ker(p). Alors f est continue sur I car n fois
dérivable sur I avec n > 1 et pour tout k € [1,m], fi, = 0.
Montrons alors que f(z) = 0 pour tout z € Z. Soit z € Z. Par hypothése, z est une borne
d’un certain I qui est ouvert non vide. Par suite, on a, par continuité de f en z :

f(z)=1lim f(t) =lim0=0.
t—=z N~ t—z

tery, tery,
=fi1,, (t)

Par suite, f est nulle sur Z LI |_|;11 I, = I. Ainsi ¢ est injective.

Comme ¢ est une application linéaire injective, on a donc :

dim(S,) < dim (H Shk> =) dim(Snk) = mn.
k=1

k=1
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Remarque 5.

Comme on va le voir avec les exemples et exercices suivants, la dimension de Sj, peut prendre
toutes les valeurs entiéres possibles entre 0 et mn.

Proposition 11.

Soit S des solutions de Iéquation (E) : an(t)y™ + an_1(t)y™ = 4+ ... + ao(t)y = b(t) sur I
et Sp, 'ensemble des solution de I’équation homogene sur I. Si f, est une solution de (E) sur I
alors :

S:fp+8h:{fp+fh|fh€8h}-

Ainsi, § est une sous-espace affine dirigé par S,.

2. Ordre 1 : Exemples de résolutions complétes

a. Exemple avec S;, de dimension 2

Exemple 1.
L’ensemble des fonctions dérivables solutions de (E) : ty’ — 2y = 213! — 5¢ sur R est :

Cit? sit>0

S= it 21t%et + 5t +
{f Cot? sit<0

01,02 (S R} .

La fonction ¢t — ¢ s’annule sur R en 0. On considére alors les intervalles de résolution de I’équation
normalisée I; =]0, +oo[ et Iz =] — 00,0].
— Résolution de I'équation sur I; : Sur I;, I’équation est équivalente a (E); : y' — %y =
21t2e? — 5.

e Résolution de I'équation homogene (Ep); : y' — 2y = 0.

Une primitive de ¢ — 2 sur I; est ¢ — 2In(t). Comme, pour tout t € Iy, e22®) = ¢2,
Pensemble Sp1 de (Ep)p sur I est :

Shlz{tl—)cth‘Cl GR}.

e Recherche d’une solution particuliere de (E);.
On remarque que, pour tout ¢t € R :

21t%e! — 5 =21 x (t%e') =5 x 1

Ainsi si g, et h, sont des solutions de respectivement y’ — %y = t2el et ¢/ —
d’apres le principe de superposition, f, = 21g, — 5h, est solution de (E);.
Appliquons la méthode de variation de la constante pour chercher g, et h, :

2 _
7 =1, alors

* Variation de la constante pour ' — 2y = t2e’.

On pose g, : t — C(t)t? ot C est une fonction dérivable sur I;. Alors g, est solution
de Péquation si, et seulement si, C’(¢)t? = t%e! pour tout t € I.
Par suite, pour tout ¢ € I, C'(t) = e’ et donc C : t — e’ convient (on peut choisir

22



n’importe quelle primitive de C”).
Il en résulte que g, : t — t%e’ est solution de y — 2y = t2e’ sur I;.
* Variation de la constante pour 3’ — %y = 1,

On pose hy, : t — C(t)t* ou C est une fonction dérivable sur I;. Alors h,, est solution
de I’équation si, et seulement si, C’(¢)t? = 1 pour tout ¢ € I;.

Par suite, pour tout ¢ € Iy, C'(t) = % et donc C : t — —1 convient.

Il en résulte que hy : t — f%tQ = —t est solution de 3’ — %y =1sur [.
Ainsi, par principe de superposition, f, = 21g, — 5h,, : t — 21t%e’ + 5t est solution de
(E)1 sur Il.
On remarque que la fonction f, est bien définie et dérivable sur R donc elle est méme
solution de (E) sur R!
e Conclusion sur I :
L’ensemble des solution S; de (E); sur I est :

S1 = {t— C1t? + 21t%e" + 5t | C1 € R}.

— Résolution de I'équation sur Iy : Sur I, Péquation est équivalente & (E)y : y/ — 2y =
21t%et — 5.
e Résolution de I’équation homogene (Ep)s : y' — %y =0.
Une primitive de t — % sur I est t — 21In(|t|) = 21n(—t). Comme, pour tout ¢t € Iy,
e?n(=t) = _2 Pensemble Sy de (Ej)o sur Io est :

Spo = {t — —C2t2 ‘ Cy € R}.
Quitte & changer Co en —Cy (possible car Cy parcourt R), on peut écrire :
Sho = {t'—>02t2 ‘ Co ER}.

e Recherche d’une solution particuliere de (E)s.

Comme f, : t = 21t%e? + 5t est solution de (E) sur R, f, est solution de (E)3 sur Io.
e Conclusion sur I :

L’ensemble des solution Sy de (E)y sur I est :

Sy = {t — Cot® + 21t%" + 5t | C, € R} .

L’équation (E) étant résolue sur I; et I, on passe a I’étape de "recollement” des solutions. Soit
f : R — R une fonction. Alors f est solution de (E) si, et seulement si, f est dérivable sur R et
est solution de (E) sur I et I.

Ainsi, si f est une solution de (E), il existe Cy,C5 € R tels que :

£(t) = C1t? + 21t%e' + 5t pour t € I =]0, +o0[
T | Cat? + 21#2et + 5t pour t € Iy =] — 00,0[

On peut remarquer avant de commencer le recollement que si on évalue 1’équation différentielle
(E) en 0, on obtient f(0) = 0.
* Comme f est continue en 0 et f(0) =0, on a lim,_,q- f(z) = 0 = lim;_,o+ f(2).
Or on a lim,_,o+ f(x) = limy_, o+ (C1#2 + 21t2%et + 5t) = 0 et
lim,_,o- f(z) = lim,_,o- (C2t? + 21¢2e? + 5t) = 0.
A ce stade, aucune condition sur Cy,Cy supplémentaires ne sont imposées.
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* Comme f est dérivable sur 0, on a :

o T =IO _ oy SO0

t—0— t t—0+ t

Or on a lim,_,q+ M = lim,_,o+ (C1t + 21tet +5) =5 et
lim, o~ LSO — lim, o (Cyt + 21tet +5) = 5;
D’ott f/(0) =5 et toujours aucune condition supplémentaire sur C1, Cs.

Cit? sit>0
Oqt? sit<0

f est de cette forme, f est bien dérivable et solution de (E).
11 en résulte que ’ensemble S des solutions de (E) sur R est :

Ainsi, si f est solution de (E), on a f : t — 21t%e’ + 5t + ; et réciproquement si

Cit?2 sit>0

S= it 2126t + 5t +
{f Cgt2 sit<0

01,02 & R} .

Cit? sit>0
Cot? sit<0

et on peut remarquer que Sy, = { fit— { C,C5 € R} est un espace vectoriel
de dimension 2.

Remarque : on aurait trouver pu une solution f, de (E) en premier lieu puis déterminer Sy et
enfin conclure que S = f, + Sy, (comme nous le verrons dans Uexzemple 3).

Exemple 2.

L’équation (E): t?y' — 2ty = 1 sur R n’admet aucune solution et 'ensemble S}, des solutions de
I’équation homogene sur R est :

Cit?2 sit>0
Sy, = = -
h {f {02t2 sit<0

01,02 € R} .

La fonction t — t2 s’annule sur R en 0. On considére alors les intervalles de résolution de I’équation
normalisée I; =]0, +o0o[ et Iz =] — 00,0].

— Résolution de 'équation sur I; : Sur I, 'équation est équivalente a (E); : y' — %y = t%

e comme pour ’exemple précédent, ’ensemble Sy des solutions de ’équation homogene
sur I; est :

Shlz{tHCth\Cle]R}.

e Recherche d’une solution particuliére de (E);.

Variation de la constante pour 3y’ — %y = t%

On pose f, : t = C(t)t* ou C est une fonction dérivable sur I;. Alors f, est solution de

I'équation si, et seulement si, C’(£)t* = % pour tout ¢ € I.
Par suite, pour tout t € I, C'(t) = %4 et donc C' : t — 7# convient.

I en résulte que fy, : ¢t — —i est solution de 3’ — %y = %2 sur I;.

e Conclusion sur I; :
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L’ensemble des solution S; de (E); sur I est :

1
Sl{tF—)Clt24t|Cl€R}.

— Résolution de I'équation sur I : Sur I, 'équation est équivalente & (E)s : y' — %y = t%

La résolution est en tout point similaire a celle sur I; et on obtient que I’ensemble des
solution Sy de (E)y sur I est :

1
SQ:{tHCQtQ—M|CQER}.

L’équation (FE) étant résolue sur I; et I, on passe a I’étape de "recollement” des solutions. Soit
f : R — R une fonction. Alors f est solution de (F) si, et seulement si, f est dérivable sur R et
est solution de (E) sur I; et I.

Ainsi, si f est une solution de (E), il existe C1,Cs € R tels que :

Cot? — L pourt € Iy =] — 00,0]

() = {Cth — 4 pourt € I} =]0,4o00]
it

*x Comme f est continue en 0, on a lim,_,g- f(z) = f(0) = lim;_,o+ f(2).
Or on a lim;_,g+ f(z) = lim,_,o+ (C1% — i) = —o0 et
lim; o~ f(z) = lim; 0~ (C2t2 - %) = +00.
Donc aucune valeur de C; et C5 ne conviennent pour assurer la continuité de f en 0; on
peut donc s’arréter ici!

Ainsi, I’équation (F) n’admet aucune solution sur R. On peut tout de méme prouver que 'espace

Cit? sit>0
12 S? - C1,Co R et
Cst sit<0

Sy des solutions de 1’équation homogene est S, = { fit— {

c’est un espace vectoriel de dimension 2.

Remarque : on aurait pu éviter toute cette résolution qui conduit a I’absence de
solution. En effet, supposons par I’absurde que (E) posseéde une solution f sur R. Alors, pour
tout t € R, t2f/(t) — 2tf(t) = 1 et donc, en particulier, pour ¢t = 0, on a

0=02xf(t)—2x0x f(t)=1

Contradiction! Donc (E) ne possede pas de solution sur R.

b. Exemple avec S;, de dimension 1

Exemple 3.

L’ensemble des fonctions dérivables solutions de (E) : t?y’ —y =t(t — 1) sur R est :

Ch GR}

e

sit>0

Cie”
S = it t
{f +{0 sit<O0
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Changeons de méthode pour cet exemple : déterminons tout de suite une solution de (E) sur R :
les coefficients de (F) sont polynomiaux, cherchons une solution polynomiale.

Soit p une fonction polynomiale de degré n > 0 solution de (E). Alors t?p’ — p est de degré n + 1
car deg(t?p’) =2+ (n — 1) = n + 1 et deg(—p) = n. Ainsi, n + 1 = deg(t(t — 1)) =2 d’ott n = 1.
Soit a,b € Ret p: ¢+ at + b. Alors p solution de (F) si, et seulement si, pour tout t € R :

at> —at —b=1%—+t.

Or deux fonctions poynomiales sont égales si, et seulement si, leurs coefficients sont égaux; d’ou :
p solution de (E) si, et seulement si, a =1et b=01ie.p:t— t.

Ainsi, la fonction f, : ¢ — ¢ est une solution de (E) sur R.
Maintenant, il nous reste a déterminer ’ensemble S, des solutions de ’équation homogene.

La fonction ¢ + t? s’annule sur R en 0. On considére alors les intervalles de résolution de I’équation
normalisée I; =]0, +oo[ et Iz =] — 00, 0] .

(Y

— Résolution de ’équation homogene sur I; : Sur [;, I’équation homogene est équivalente
(Ep)1:y — t%y =0.
Une primitive de t +— t% sur I; est ¢t — —%. Ainsi, 'ensemble Sy de (Ep); sur I est :

Spi = {tHcle*% | Cy GR}.

[

— Résolution de I’équation homogene sur Is : Sur I, I’équation homogene est équivalente
(Eh)g 5 y/ — t%y =0.
Une primitive de ¢ — t% sur I est t — —%. Ainsi, Pensemble Spo de (Ep)g sur I est :

Spo = {mcze—% | Cy ER}.

L’équation (Fj) étant résolue sur I; et I, on passe a ’étape de "recollement” des solutions. Soit
f : R — R une fonction. Alors f est solution de (E},) si, et seulement si, f est dérivable sur R et
est solution de (FEy) sur Iy et Is.

Ainsi, si f est une solution de (E},), il existe C1,Cs € R tels que :

() = {S;Zi

pour ¢t € I; =]0, +00[
pour t € Iy =] — 00,0].

e e

On peut remarquer avant de commencer le recollement que si on évalue ’équation différentielle
(Ep) en 0, on obtient f(0) = 0.
*x Comme f est continue en 0 et f(0) =0, on a lim,_,g- f(z) = 0 = lim;_,o+ f(x).
Or on a lim;_,o+ f(x) = lim;_,g+ Cie"i =0et
1 Jroo siCy#0
Tl s =0
Par suite, C'; = 0 mais pas de condition sur Cf.

limy 0~ f(z) = limy0- C2e™

* Comme f est dérivable sur 0, on a :

lim ———~ =
t—0— t t—0+ t
g t)—f(0 o _1 . /
Or on a lim;_,q+ f&-1© tf O _ lim;_, g+ %e + = () par croissances comparées et

lim, - 20250 _ i, . 0=0;
D’ott f'(0) = 0 et toujours aucune condition supplémentaire sur Cj.
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Cie™t sit>0
Ainsi, si f est solution de (Ep), on a f :t+— . ! e ; et réciproquement si f est de
sit <

cette forme, f est bien dérivable et solution de (Ep,).
1l en résulte que I'ensemble Sy, des solutions de (Ep) sur R est :

Sh{f:tH{Cle_t sit>0 CleR}.

0 sit<0
On obtient ainsi ’ensemble S des solutions de (E) sur R car S = f, +Sp, ¢

S:{f:thJr{OCle sit20 CleR}.

sit<0
Remarque : on aurait pu utiliser la méme méthode que dans ’exemple 1.

qui est un espace de dimension 1.

c. Exemple avec S;, de dimension 0

Exemple 4.
L’ensemble des fonctions dérivables solutions de (E) : ty' +y =1 sur R est :

S={t—1}.

Déterminons une solution de (F) sur R : les coefficients de (E) sont polynomiaux, cherchons une
solution polynomiale.

Soit p une fonction polynomiale de degré n > 0 solution de (E) et notons a, 7# 0 son coeffcient
dominant. Alors le mondme de plus haut degré de tp’ + p est égal & (n+ 1)a,t". Or (n+1)a, #0
donc deg(tp’ + p) = n. Ainsi, n = deg(1) = 0.

Soit ¢ € R et p: ¢t +— c. Alors p solution de (F) si, et seulement si, pour tout ¢t € R :

tx04+c=1

d’otu p solution de (E) si, et seulement si, c=11i.e p:t+> 1.

Ainsi, la fonction f, : ¢+ 1 est une solution de (E) sur R.

Maintenant, il nous reste a déterminer ’ensemble S, des solutions de ’équation homogene.
La fonction ¢ — ¢ s’annule sur R en 0. On considere alors les intervalles de résolution de I’équation
normalisée I; =]0, +oo[ et Iz =] — 00, 0].
— Résolution de ’équation homogene sur I; : Sur I;, I’équation homogene est équivalente a
(Ep)1:y + %y =0.
Une primitive de ¢ — —+ sur I; est ¢ — —In(t). Comme, pour tout ¢t € Iy, e
Pensemble Sp1 de (Ep); sur I est :

1
)

—(t) _ 1
t

1
Shlz{t’_)clt|cleR}-
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— Résolution de ’équation homogene sur I : Sur Iy, I’équation homogene est équivalente &
(Eh)g 5 ’yl + %y = O
Une primitive de ¢ —> —¢ sur I est ¢ — —In(—t). Ainsi, lensemble Sp2 de (E})s sur I
est :

Shg_{t*—)—021|CQGR}.

L’équation (E}p) étant résolue sur I; et I, on passe a ’étape de "recollement” des solutions. Soit
f : R — R une fonction. Alors f est solution de (E},) si, et seulement si, f est dérivable sur R et
est solution de (E},) sur I et Io.

Ainsi, si f est une solution de (Ep,), il existe C1,Cy € R tels que :

() = C’l% pour t € I; =]0, +o0]
702% pour t € Iy =] — 00, 0].

On peut remarquer avant de commencer le recollement que si on évalue 1’équation différentielle
(E}) en 0, on obtient f(0) = 0.
* Comme f est continue en 0 et f(0) =0, on a lim,_,g- f(z) = 0 = lim;_,o+ f(x).

f+oo siCi #0

e
0 siCy =0
+o0 si CQ 75 0
0 siCy =0
Par suite, C; =0 et Cy = 0; donc f est la fonction nulle sur R (qui est bien dérivable donc
pas besoin d’aller plus loin).

Or on a limt*)(ﬁ» f(l') = 1imt*>0+ Cl% = { t

=

limy 0~ f(z) = limy 0~ Cae™

Ainsi, si f est solution de (Ep), on a f : ¢t — 0; et réciproquement la fonction nulle est bien
dérivable et solution de (E},).
11 en résulte que 'ensemble Sy, des solutions de (E},) sur R est :

Sp={t— 0}

qui est un espace de dimension 0.

On obtient ainsi ’ensemble S des solutions de (E) sur R car S = f, +Sp, ¢
S={t—1}.
d. Exemple avec S, de dimension infinie

Exemple 5.

L’ensemble des fonctions dérivables solutions de (F) : cos(t)y’ + 2sin(t)y = sin(¢) sur R est :

1
S:{f:t»—>2+Ckc052(t)sit€ g-ﬁ-k‘ﬂ',g—l—(k)—‘rl)ﬂ'[ aveckEZ“v’keZ, C’kER}.
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Déterminons tout d’abord I’ensemble Sj, des solutions de 1’équation homogene.
La fonction cos : R — R s’annule sur R en 7 + km pour tout k € Z. On considere alors les
intervalles de résolution de I'équation normalisée Iy = |5 + km, T + (k + 1)7[ pour k € Z.
— Soit k € Z. Résolution de I’équation homogene sur Iy : Sur I, I’équation homogene est
équivalente & (Ep)r : vy + 2tan(t)y = 0.
COS/

Une primitive de ¢ — —2tan(t) = 2% sur [ est ¢ > 2In(| cos(t)[). Comme, pour tout
t € I, e2inllcos(®)]) — cos?(t), lensemble Sy, de (Ep)y sur I, est :

Sup = {t — O}, COSQ(t) ‘ Cr € R} .

L’équation (FE}j) étant résolue sur chaque Iy, on passe a l’étape de "recollement” des solutions.
Soit f : R — R une fonction. Alors f est solution de (E},) si, et seulement si, f est dérivable sur
R et est solution de (E}) sur chaque I.

Ainsi, si f est une solution de (E},), pour tout k € Z, il existe Cy € R tels que :

F(t) = O cos®(t) sit e Iy = }g + K, g + (k + D).

On peut remarquer avant de commencer le recollement que si on évalue 1’équation différentielle
(En) en  + km pour k € Z, on obtient f(5 4 km) = 0. Soit k£ € Z. On note z = 5 + k.
* Comme f est continue en zi et f(z;) =0, on a limw%zk— flz)=0= limtﬁz: f(z).
Or on a lim,_, _+ flx) = lim,_,+ Cy cos?(t) = 0 et
lim; o~ f(x) = lim; 0~ C2 cos?(t) = 0.
A ce stade, aucune condition sur C7,Cy supplémentaires ne sont imposées.

* Comme f est dérivable sur 0, on a :

t—rzy t t—zh t
2
Or on a limt_>zk+ M = limt%zz Ol%(t) =0 et

—f(z g cos?
limt%z; M = hmtﬂzkf 02% = O’

D’ott f'(z) = 0 et toujours aucune condition supplémentaire sur Cq, Cs.
Ainsi, si f est solution de (Ey), on a f :t — Cycos?(t) sit € [Z+km, 5+ (k+ 1) pour k € Z;
et réciproquement si f est de cette forme, f est bien dérivable et solution de (E).
11 en résulte que I’ensemble S}, des solutions de (Ej,) sur R est :

S:{f:tHCkcosz(t) site [g+k7‘r,g—|—(k‘+1)7t’ aveck €Z | Vk€Z, C’kER}.

Il nous reste & déterminer une solution particuliere de (E) sur R (s’il en existe!). Pour cela, on
peut essayer des fonctions sinusoidales car les coefficients le sont... mais malheureusement, cela ne
fonctionne pas.

Essayons alors la méthode de variation de la constante sur un [, fixé, en espérant en déduire une

solution particuliere sur R tout entier. Ici, prenons I_; = | — 7, Z[.

x Variation de la constante pour y’ + 2tan(t)y = tan(t).

On pose f, : t — C(t) cos*(t) ot C est une fonction dérivable sur | — %, Z[. Alors f,, est
solution de I’équation si, et seulement si, C’(t) cos?(t) = tan(t) pour tout t €] — Z, Z|.

Par suite, pour tout ¢ E] = 12“, 7727 [7
tan(t cos'(t

cos?(t)  cos3(t)
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et donc C : t — convient.

1
2 cos?(t)
Il en résulte que f, : t — 3 est solution de y' + 2tan(t)y = tan(t) sur | — Z, Z|.

Comme espéré, fp:t— % est bien dérivable sur R et solution de (E) sur R.
On obtient ainsi 'ensemble S des solutions de (E) sur R car S = f, + Sp, :

1
S:{f:t»—>2+0kcos2(t)site 72T+k7r,g—|—(k+1)7r[aveck€Z‘ VkezZ, Cke]R}.

e. Exercices

Exercice 7.

Résoudre ’ensemble des fonctions dérivables solutions des équations suivantes sur Uintervalle I :
L 3y +2y=t(2t2 +1)
2. tt—1y —y=1sur R
3.2t —1)y —ty=1—-2tsur R
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Partie E

Résolution d'un équation différentielle linéaire scalaire
d’ordre 2

Dans cette partie, on adapte et développe la méthode de résolution d’une équation différentielle linéaire
scalaire d’ordre n dans le particulier n = 2.

On consideére alors dans cette partie une équation définie sur un intervalle I de la forme :

(E) : ax(t)y” + ar(t)y' (t) + ao(t)y = b(t).

1. Précision sur la méthode de résolution

Pour résoudre I’équation (F), on utilise la méthode décrite dans la partie précédente. Il reste tout de
méme deux points qui ne sont pas developpés dans cette méthode : la résolution de I’équation homogene
sur chaque intervalle (1) et Pobtention d’une solution particuliére de I’équation non homogene.

Pour I'ordre 2, des techniques existent pour cela et nous allons les étudier dans la suite ; mais tout d’abord,
resumons la méthode dans le cas de 'ordre 2 :

Précisions et résumé de la méthode pour ’ordre 2 :

— On trouve ’ensemble Z des zéros de a,, et on consideére les intervalles ouverts I;, qui forment
I~ Z.

— On resout (E)j sur chaque Ii.
Précisions pour I’équation homogeéne : L’ensemble Spi des solutions de 1’équation
homogene sur I, est de la forme Sy, = Vect(f1, f2) (Théoréme 7).
Ainsi, pour déterminer Sy, il suffit de trouver deux solutions f; et f> non colinéaires
de I’équation homogene (Ep)y.

— On "recolle” les solutions des (E); pour former les solutions de (E).

2. Recherche d’une premiére solution d’une équation homogéene

Dans ce paragraphe, on considére une équation différentielle homogene (pas forcément normalisée!) :
(Ep) : az(t)y” + a1 (t)y'(t) + ao(t)y = 0.

et on recherche une premiére solution f; de cette équation.

Pour cela, malheureusement, il n’y a pas de méthode systématique permettant d’obtenir cette premiere
solution & tous les coups!

Il existe tout de méme de nombreuses techniques empiriques. En voici quelques-unes présentées sur des
exemples dans les paragraphes suivants.

Dans les faits, on testera, a la suite et dans ’ordre, ces différentes techniques jusqu’a, espérons-le, trouver
enfin cette premieére solution !

a. A l’oeil nu
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Recherche d’une solution au petit bonheur la chance

L’idée est simple et facile & mettre en oeuvre : on choisit quelques fonctions usuelles, par exemple,
fonctions polynomiales de petit degré, exponentielle, fonctions sinusoidales; et on les teste dans
léquation (Ep,).

Avec un peu de tatonnement et de chance, on peut tomber sur une solution !

Méme si elle peut paraitre pour le moins hasardeuse, cette technique simple permet de se familia-
riser avec ’équation différentielle et en cas de succes, permet d’éviter les calculs parfois fastidieux
que demandent les autres techniques décrites ci-apres.

Exemple 6.

Considérons 1’équation :
(Br): (t+1)y" —y' —ty=0.

On voit assez vite qu’aucune fonction polynomiale ne fait Paffaire (le terme de plus haut degré
de ty dans ce cas ne peut étre compensé par les autres termes). On essaye ensuite avec un
exponentielle toute simple (ses dérivées successives étant trés trés simples & calculer) et la...

Bingo! On a, pour tout ¢t € R :
(t+1)e' —ef —te! =0

donc f; : t — e est solution de (Ey).

Exercice 8.

Déterminer une solution "simple” pour chacune des équations homogenes suivantes :
1. (Bp): 2y +ty —y=0sur R,
2. (Ep): A+t)y" =2y +(1—-t)y=0sur | —1,4o00].

b. A P’aide de la ”forme” des coefficients

Recherche d’une solution du méme type que les coefficients

Lorsque les coefficients sont tous de la méme ”forme” (y compris celui devant " !) : polyndmes,

fonctions trigonométriques, exponentielles; il peut étre pertinent de rechercher une solution de
(Er) du méme type.

Exemple 7.
Considérons 1’équation :
(Bp): (242t —1)y" + (t2 = 3)y — (2t +2)y = 0.

Si t — P(t) une fonction polynomiale solution de (Ej) alors deg(P) = 2 et par identification
polynomiale des coefficients, on trouve que

fiit—t2—1

est solution de (E}).
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— Soit P un polynome a coefficients réels de degré n > 0 et on note a,, # 0 sont coefficient
dominant. Si la fonction polynomiale P : ¢ — P(t) associée a P est solution de (E},), alors :

Q=(X?+2X-1)P"+(X?-3)P - (2X +2)P=0

Or un polyndéme est nul si, et seulement si, ses coefficients sont nuls, donc, en particulier,
le coefficient ¢ de @ associé au monéme X"+ est nul. De plus, le coefficients associés 8 X"
sont : 0 dans (X2 +2X — 1)P” car il est de degré n — 2+ 2 = n; na,, dans (X2 — 3)P’ et
—2a,, dans —(2X + 2)P. Ainsi, on a :

0=c=0+na, —2a, = (n—2)a,

Or a, # 0 donc n — 2 =0 i.e. n = 2. Par suite, si P : ¢t — P(t), alors deg(P) = 2.
— Soit a,b,c e Ret P=— aX2+bX +c. Ona:

(X24+2X —1)P" 4+ (X2 -3)P — (2X +2)P = —bX? —2(a+ b+ )X + —(2a + 3b + 2¢)

Or, un polynéme est nul si, et seulement si, tous ses coefficients sont nuls donc (X2 42X —
b =0

1)P" 4+ (X% - 3)P' — (2X +2)P = 0 si, et seulement si, { a + b+ ¢ =01ie c=—aet
2a+3b+c =0

b=0.

Il en résulte que, pour P € R[X], la fonction polynomiale ¢ — P(t) est solution de (E}) si,

et seulement si, il existe a € R tel que P = a(X? —1).

On en déduit une premiére solution f; "simple” de (E}) :

fi:t—t2—1.

Exercice 9.

Déterminer une solution de I’équation homogene suivante :

1 1
(En): " + ;y’ — 7y =0

On dénormalise 1’équation qui est équivalente & t?y” +ty’ —y = 0 et on cherche une solution
polynomiale pour trouver la solution :
f1 1t t.

c. A P’aide d’une série entiére

Recherche d’une solution grace a un Développement en Série Entiére

Lorsque les coefficients de I’équation (sous forme non normalisée en général) sont polynomiaux, une
technique usuelle est de chercher une solution développable en série entiere de la fagon suivante :
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On considére une série entiére Y a,t" de rayon de convergence R > 0 et on suppose que sa somme
f est solution de (Ej).

On obtient alors, en reportant f dans (E},), une relation entre les coefficients a,, qui permettent
de déterminer explicitement la fonction f.

Exemple 8.

Considérons 1’équation :
(En): ty" +2y +ty =0.

Si ) a,t™ est une série entiére de rayon de convergence R > 0, alors sa somme f est solution de
(Ey) sur | — R, R] si, et seulement si :

ap=0et (n+1)(n+2)apt1 +a,—1 =0 pour tout n > 1.
Et on en déduit que R = +o0, puis que

sin(t)
f1 1t t
1 sit=20

sit#0

est solution de (E}) sur R.

— On remarque que f: ¢ > %% a,t" est de classe O™ sur | — R, R[ et on a :

+oo +oo +oo
tFE) +2f' () +tfE) = ) nn—Dapt" '+ 2mant" + > ant™!
n=2 n=1 n=0
+00 —+o00 +o00
= Z(n +2)(n + Dapiot™™ + 2a; + Z 2(n 4 2)anqot" ™ + Z ant™ !
n=0 n=0 n=0
—+oo
= 2a;+ Z (n+2)(n+ 3)anya +ay)t" ™!
n=0
“+ o0
L) +2f () +tF(t) = 20’ + ) ((n+1)(n+2)ans1 + an_1)t™.
n=1

Alors f est solution de (E}) sur | — R, R] si, et seulement si, pour tout ¢t € | — R, R] :

+oo
2a,t° + Z((n + 1) (n+2)ant1 + an_1)ant™ =0 (%)

n=1

Or, une somme de série entiere est nulle sur un intervalle ouvert si, et seulement si, ses
coefficients sont nuls; d’ou f est solution de (Ep) sur | — R, R si, et seulement si,

al =0 N a1 =0
(n+1)(n+2)ant1 +an—1 =0 Vn € N*. Opyl = —man,l vV n e N*.
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Par récurrence, comme a; = 0, agi+1 = 0 pour tout k£ € N.

De méme, si on suppose ag = 0, alors asx = 0 pour tout k£ € N et donc f = 0 - qui est bien
solution de (Ej) mais on le savait déja!

Plus intéressant : supposons ag # 0. Alors, par récurrence, as, 7 0 pour tout k& € N et
donc :

agp 75 0
a2k 42 1 .
=— our tout k € N*.
azk 2k +2)(2k +3) ©
Par suite, pour z € C* :
o0z 2F 2 B 2|2 .
askz?® | (2k+2)(2k +3) k—+oo

Donc le rayon de convergence de la série entiere Y a,t™ est R = +00 et on a, pour tout
n € N, par télescopage :

nfla

2k+2

G2n = aoH T
o 32k

n—1
., 1
= ao(-1) kl;[O (2k + 2)(2k + 3)

(=n"

Gn = G0 1)

Ainsi, pour tout t € R, on a :

+oo
f&) = > amt™

m=0

+o0o

n=0

—+oo
(_1)n 2n
t) = a —;

f®) 0 nz::O (2n +1)!

Cela rappelle le développement en série entiere sur R de sinus i.e. pour tout t € R,

+oo n +oo o
sin(t) = 3 gzt 3o U an,

| | !
o (2n +1)! o (2n+ 1)!
ce qui permet d’écrire :
in(t
ag sin(t) sit#0
ft) =
ag sit=0

On choisit donc un ag ”"simple”, ag = 1 (ou 33 si on en a envie) et on pose :
)

sin(t)
f1 = t
1 sit=0

sit#0
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Alors f; vérifie (x) et donc f; est une solution de (Ep) sur R (car R = 400). On a donc
trouvé une premiere solution de ’équation homogene.

Exercice 10.

Déterminer une solution de I’équation homogene suivante :

(Ep) : 4ty" +2y —y =0.

— Soit Y a,t™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors f : ¢ — ZZZ% ant™
est de classe C*° sur | — R, R[ et on a :

+oo “+oo +oo
A7)+ 21 (8) — (1) = D dn(n—1ant"" + ) 2nant™! — Z ant™
n=2 n=1 n=0

+00 +o0
= Z 4(n + Dnap1t"™ + Z n+ Day41t" Z ant”
n=1 n=0
+oo
atf" () + 2f'(t) — f(t) = —ap+2a1+ Z (n+1)4n+ 2)ant1 — an)t™.
n=1

Alors f est solution de (Ep) sur | — R, R] si, et seulement si, pour tout ¢t € | — R, R :
(2a1 — a)t° Jrz n+1)(n+2)apt1 —an)t" =0 (%)

Or, une somme de série entiere est nulle sur un intervalle ouvert si, et seulement si, ses
coefficients sont nuls; d’ou f est solution de (Ej) sur | — R, R] si, et seulement si,

201 —ag =0 N al*%ao
(n+1)(4n+2)an+1—an=0 Vn e N*, an+1:man Vn e N*,

Si on suppose ag = 0, alors a = 0 pour tout £ € N et donc f = 0 - qui est bien solution
de (Eh)
Supposons ag # 0. Alors a; # 0 et par récurrence, ay # 0 pour tout k& € N* et donc :

GQ#O

1
a; = 500

Ak+1 1

o 2T DEkEET) pour tout k € N*.

Par suite, pour z € C* :

1

Ak+1 0
20k + 1)(2k + 1) k—+too

ag
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Donc le rayon de convergence de la série entiére Y a,t"™ est R = 400 et on a, pour tout
n € N* par télescopage :

Ak+1
o = &l
ag

k=1
n—1 1
- mllﬂk+h@k+n
1
T OB X b x ... x (2n—1))
1
)

Ainsi, pour tout t € R, on a :
>t =and
= ant™ = ag "
|
n=0 n=0 (27’L)

et donc, en écrivant, pour t > 0, t* = (v/1)?" et pour t < 0, t" = (=1)*(—t)" =

(1) (/B
( ) sit>0

)2n sit <0

1

Z
HOES S
2

ce qui permet d’écrire :
£ aoch(\/{f) sit>0
B ag cos(v—t) sit<O.
On choisit donc un ag "simple”; par exemple ag = 1 et on pose :
ch(V1) sit>0
f1 1t
cos(v—t) sit<O.

Alors f; vérifie (x) et donc f; est une solution de (Ej) sur R (car R = +00). On a donc
trouvé une premiere solution de I’équation homogene.

3. Recherche d’une seconde solution d’un équation homogeéne normalisée
Dans ce paragraphe, on considére une équation différentielle homogene (pas forcément normalisée!) :
(Ep) : as(t)y” +a1(t)y' () + ao(t)y = 0.

Une fois une premiere solution f; de cette équation obtenue, on peut en "fabriquer” une deuxiéme f; a
partir de fi et telle que (f1, f2) soit libre. De ce fait, (f1, f2) sera une base des solutions de I’équation
homogene sur I, (attention, pas forcément sur [ tout entier par contre!) ce qui finalisera les
résolutions des équations (E},)g.
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a. A l’aide de la méthode de Lagrange

La méthode dite de Lagrange utilise la méme astuce que la méthode de variation de la constante
pour l'ordre 1 :

Proposition 12.

Soit f1 une solution de (Ef) : a2(t)y” + a1(t)y’ + ap(t)y = 0 sur I et z une fonction deux fois
dérivable sur I. La fonction f = f;z est solution de (E}) si, et seulement si, 2’ vérifie ’équation
différentielle :

ag(t) fr(t)a" + (2a2(t) f1(t) + ax(t) f1(t))x = 0.

Comme f; et z sont deux fois dérivables sur I, f = f1z ’est aussi comme produit de fonctions
deux fois dérivables et on a :

f'=fiz+ fid et f/" = flz+2f2" + f17".
Par suite, f est solution de (E}) si, et seulement si :

az(t) f" + a1 f 4+ ao(t)f =0

ax(t)(fi'z + 2f12' + f12") + a1 (t)(f12 + f12") + ao(t) frz =0

(a2 (t) f1 + a1(t) fi + ao(t) f1) z + az(t) 12" + (2a2(t) f1 + ax(t) f1)2" =0

=0 car f1E€S)

a2<t)f12:” + (2(12(t)f1 +a; (t)fl)zl =0.

D’ou f est solution de (E},) si, et seulement si, 2’ est solution I’équation différentielle :

ag(t) fr(t)z" + (2a2(t) f1(t) + a1 (t) f1(t))z = 0.

Remarque 6.

Dans les faits, il est inutile de connaitre par coeur I’équation différentielle vérifiée par 2z’ : on la
retrouve directement par le calcul dans chaque cas étudié.

Méthode de Lagrange : On suppose connue une solution f; de (Ep).
e On pose f = fiz ou z est une fonction deux fois dérivable sur I. Alors f est solution de
(Ep) si, et seulement si, 2z’ est solution d’une équation différentielle d’ordre 1 :
* que l'on obtient en exprimant f = fiz comme solution de (E},);
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* que ’on résout pour trouver z’ puis z en primitivant.

e On choisit les constantes qui apparaissent dans les résolutions précédentes et on écrit fo =
f1z qui est donc solution de (E},) et on vérifie que f1 et fo ne sont pas colinéaires (ce qui
sera le cas si z n’est pas constant!).

Exercice 11.

Résoudre les équations homogenes :
L (BEp): 2 +1)y" —2y=0sur R;
2. (Ep): t+1)y" —y —ty=0sur]—1,+o0]

1. Léquation (Ej) : (12 + 1)y” — 2y = 0 est définie sur R et est équivalente a I’équation
normalisée (Ep) : y” — H_%y = 0 car t + 1+ t? ne s’annulle pas sur R. Par suite,
I’ensemble Sy, des solutions de (E},) sur R est de dimension 2. On va donc rechercher deux

fonctions f1 et fo non colinéaires telles que S, = Vect(f1, f2).

— Tout d’abord, cherchons une premiere solution f; € Sp,. Les coefficients étant polyno-
miaux, on peut commencer par tester une solution polynomiale.
Soit P un polynome a coefficients réels de degré n > 0 et on note a,, # 0 sont coefficient
dominant. Si la fonction polynomiale P : ¢t — P(t) associée a P est solution de (E},),
alors :

Q=(X*+1)P"-2P=0

Or un polyndéme est nul si, et seulement si, ses coefficients sont nuls, donc, en particulier,
le coefficient ¢ de Q) associé au mondme X" est nul. De plus, les coefficients associés a
X" sont : n(n — 1)a, dans (X2 + 1)P” et —2a,, dans —2P. Ainsi, on a :

0=c=n(n—-1a, —2a, = (n+1)(n—2)a,
Ora, #0et n+1)# 0 doncn—2=0ie n = 2. Par suite, si P :t+— P(t), alors

deg(P) = 2.
Soit a,b,c € R et P =+ aX?+bX +c¢c. On a :

(X2 +1)P" —2P = —2bX + (2a — 2¢)

Or, un polynome est nul si, et seulement si, tous ses coefficients sont nuls donc (X2 +
b =0
1)P"” — 2P = 0 si, et seulement si, . ie.c=aetb=0.
a—c =
11 en résulte que, pour P € R[X], la fonction polynomiale ¢ — P(t) est solution de (E})
si, et seulement si, il existe a € R tel que P = a(X? +1).

On en déduit une premiére solution f; ”simple” de (Ej) :
fi:t—t?+1.

— Déterminons une deuxieme solution fy grace a la méthode de Lagrange.
Soit z : R — R une fonction deux fois dérivable sur R et on pose f = f1z : t —
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(t + 1)z(t). Alors f est solution de (E},) si, et seulement si :

2+ 1)f"—2f=0
(2 +1)(22 + 4tz + (2 +1)2") —2(t2 + 1)z =0

2 +1) =2 +1) 24+ P+ 1)%" + 4t + 1)z =0

=0

(t2 +1)2" + 4t2' = 0.

On résout alors équation différentielle d’ordre 1 homogene (t2 + 1)z’ + 4tz = 0 <

+2 t,fil:z: = 0; ses solutions sont :

22t dt oln(s2 C
a(t) = Ce™ /2T 4 = gem2mt W= e

. r_ __C
Résolvons alors 2z’ = GZSIER

On a :
C 241 —¢2
— 4t = - dt
[erme - o) T

2t
= c/t2 dt+ - /(tQH) dt

C —2t
= Carctan(t) + 5 /tm dt

C t 1
= Carctan(t) + 5 (t2 1 / o dt) par IPP

/L dt = ¢ arctan(t) + _t
(t2 4+ 1)2 2 241

Par suite, 2z : t — & (arctan(t) + t2+1) + D avec C, D € R et donc :

c
f=heite o ((£* 4+ 1)arctan(t) + t) + D(t* + 1).
Il nous suffit d’une solution fs non colinéaire a f; pour fabriquer notre base de Sy, ; on
choisit donc des constantes C' et D pour notre f2 (en remarquant que si C' # 0, z est non
constant et donc f n’est pas colinéaire a f1) : on prend C' =2 et D = 0 pour obtenir :
fa it = (£ + Darctan(t) + t.

Il en résulte que I’ensemble des solutions de (Ep) sur R est :

Si, = Vect(fi1, f2) = {t = A(t* + 1) + B((t* + )arctan(t) + t) | A, B € R}.
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2. Sur | — 1,4o00[, équation (Ex) : (¢t + 1)y” —y' — ty = 0 est équivalente & I’équation
normalisée (Ey) : y” — 75y  — 75y = 0. Par suite, Iensemble Sj, des solutions de (Ej,) sur
]—1, +00[ est de dimension 2. On va donc rechercher deux fonctions fi et fo non colinéaires

telles que Sy, = Vect(f1, f2).

— En recherchant une solution "simple” (voire exemple 6), on trouve que f : ¢t — e
solution de (E},) sur R et donc sur | — 1, +o0].

t est

— Déterminons une deuxiéme solution fy grace a la méthode de Lagrange.
Soit z : R — R une fonction deux fois dérivable sur R et on pose f = fiz : t — e'z(t).
Alors f est solution de (E}) si, et seulement si :

L+ )" — ' —tf =0
(t+1et(z+22"+2")—el(z+2) —telz=0

(t+1)ef —e' —te') z+ e ((t+1)2" + (2t + 1)2")) =0

=0

(t+1)2" + (2t +1)2' =0.

On résout alors I’équation différentielle d’ordre 1 homogene (t+1)a’+ (2t+ 1)z =0 &

"+ 2tt+—+1133 = 0; ses solutions sont :

2t41 dt

z(t) =Ce /w1 T = Ce~ J(2-w) di = ge—2t+In(t+1) — C(t+ 1)e 2.

Résolvons alors 2/ = C(t + 1)e~ 2.

On a: c
/C(t+ De2dt = —ZL(t4+1)e2 4

5 ¢ /e_Qt dt par IPP

2

C
= ——(2t+3)e 2.
4
Par suite, 2z : t —~ —< (2t +3) ™% + D avec C, D € R et donc :

f:flz:tH—%(Qt—i—iS)e_t—l—Det.

Il nous suffit d’une solution fs non colinéaire a f; pour fabriquer notre base de Sy, ; on
choisit donc des constantes C' et D pour notre fo (en remarquant que si C' # 0, z est
non constant et donc f n’est pas colinéaire a f1) : on prend C = —4 et D = 0 pour
obtenir :

fort (2t 4+3)e "t

Il en résulte que ’ensemble des solutions de (Fj) sur | — 1, 400 est :

Sn = Vect(f1, f2) = {t = Ae' + B(2t +3)e " | A, B € R}.
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b. A ’aide du Wronskien

Pour I'utilisation de ce qu’on appellera dans la suite le wronskien, on doit supposer que 1’équation est
normalisée; ainsi, dans ce paragraphe, par (E}), on entendra :

(En) s " +ar(t)y'(t) + ao(t)y = 0.
Définition 7. Wronskien

Soit f, g des solutions de ’équation homogene (E}).
On appelle wronskien du couple (f, g) I'application de I dans K définie, pour tout ¢ € I par :

[ g() / )
f’(t) ‘.gg/(t)’ = f(t)g (t) - f (t>g(t)'

Proposition 13.

Soit f, g des solutions de I’équation homogene (Ej). Le wronskien Wy , est de classe Cl sur I
et, pour tout t € I,

Wi o) = f(t)g"(t) — 1" (t)g(t).

Soit f, g des solutions de I’équation homogene (E}). Comme ag, a; sont des fonctions continues
sur I, f,g sont de classe C? sur I (Proposition 7). Par suite, Wy, = f'g — fg est de classe C!
sur I comme différence de produits de fonctions C* sur I. De plus, on a :

Wi, = (f9d'=Ff9)

= (f9') = (f'9)

= fl9d+f9"—(f"9+f9)
Wi, = fd"—f"g.

Proposition 14.

Soit f, g des solutions de ’équation homogene (E}).

Le wronskien Wy 4, du couple (f,g) est solution de I’équation différentielle :

2 +ai(t)r =0.

Soit f, g des solutions de I’équation homogene (FE}). Ainsi, pour tout ¢ € I, on a :

f1(@t) = —ar () f'(t) — ao(t) f(t) et g"(t) = —ax(t)g'(t) — ao(t)g(?).
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D’apres l'exercice précédent, Wy, est dérivable sur I et Wi = f"g — fg”. Par suite, pour tout
tel,ona:

Wi, = f(t

= f(t

)g" (&) = 1" ()g(t)

J(=ax(t)g'(t) — ao(t)g(t)) — (—ar () f(t) — ao(t) £(£))g(t)
—a1(t) f(1)g'(t) — ao(t) £ (1)g() + ar(8) f'(£)g(t) + ao(t) f (£)9(t)
(

(

|
@

(
—ar(t)(F(1)g' (1) — f(D)g(2))
Wie(t) = —a()Wrg(t).

Ainsi, Wy 4 est solution sur I de I’équation différentielle 2’ + a1 (t)z = 0. O

Corollaire 2.

Soit f, g des solutions de ’équation homogene (Ey).
1l existe C' € K tel que, pour tout t € I, Wy 4(t) = Ce™41(*) ot A est une primitive de a;.

L’ensemble S des solutions sur I de ’équation différentielle scalaire d’ordre 1 homogeéne z’ +
a1 (t)x = 0 est donné par, étant donné une primitive A; de a; sur I :

S={t— Ce M1® | CeR}

Or, d’apres la proposition précédente, pour f, g des solutions sur I de ’équation homogene (Ej,) :
Y + a1 (t)y’ +ao(t)y = 0, Wy, appartient a S, donc il existe C' € R tel que Wy, : t = Ce™ A1),

Proposition 15.
Soit f, g des solutions de 1’équation homogene (F}). Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) le couple (f,g) est une base de Sy ;
ii) il existe t € I tel que Wy 4(t) # 0;
iii) pour tout ¢t € I tel que Wy 4(t) # 0.

) & iii) D’aprés la proposition 8, le couple (f,g) est une base de Sy si, et seulement si,
(( 7 )) est une base de l’ensemble des solutions de X’ = A(t)X ou A(t) =

0

—ao(t) —al(t) sur I. Ce qui est équivalent a : pour tout ¢t € I,

[ g(t)

Wi =pe) g

#0
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ii) < iii) Supposons qu’il existe to € I tel que Wy 4(to) # 0. D’apres le corollaire 2, pour tout
t €I, Wy, (t) = Ce=41() olt Ay est une primitive de a;. Par suite, C' = Wy ,(tg)eA1(0) £
0. Il en résulte que pour tout t € I, Wy 4(t) = Ce=41(t) £,

Réciproquement, comme I est un intervalle non vide, on a bien iii) implique ii).
]
On utilise le wronskien lorsque 'on dispose déja d’une solution f1 de (Ep) : y” 4+ a1(t)y’ + ao(t)y =0

afin de déterminer une seconde solution non colinéaire a la premiere.

Méthode du Wronskien : On suppose connue une solution f; de (Ej).

o Soit f € Sj,. Alors Wy, ; est solution de I'équation différentielle ' + ay (t)x = 0. On obtient
alors Wy, ¢ a une constante multiplicative pres.

e Sur un intervalle ou f; ne s’annule pas, on considére la fonction =-. Alors sa dérivée vérifie :

1
!/
< s ) _ W
fi 1t
On en déduit alors f puis on détermine une fonction fo € Sp, plus ”simple” que f en
supprimant ses composantes selon fi.

e On vérifie que Wy, ;, ne s’annulle pas et qu’ainsi (f1, f2) est une base de Sj,.

Exemple 9.

1
On considere, sur R*% | I'équation homogene (Ey) : 3" + ;y’ —pY= 0 dont on peut vérifier que

f1:t— t est solution et on note Sy, I’ensemble des solutions de (Ej).

w C
Alors, pour f €Sy, Wy, 5t — % ou C € R et ainsi, en primitivant ]gf : ¢+ —, on obtient
i
C .
f:tb—>—%+DtouD€R.

1
En choisissant C'= —2 et D = 0, on obtient f5 : ¢ — A et Wy, ¢, #0, d’ou :

B
Sn = Veet(f1, fo) = {t = At + = | A, B €R}.

A@) f(1)

Soit f € Sj. On considere le wronskien de Wy, ¢ : t —= ) f’(t)" Alors Wy, 5 est solution
1

de ’équation différentielle x’ + %x =0dou:
C
Wfl,f = Ceif%dt = ?

De plus, on a :

Wiy _ Af = fif _ (f)

I 12 fi
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D’otu, pour tout t € R :

ez _©
et ainsi, on a %(t) = -2+ D et donc :
C
t) = —— + Dt.

1
On choisit alors C' = —2 et D = 0 pour obtenir f5 : t — - On a bien Wy, ¢, 1 t — _72 == 0 d’ou

B
Sp ZVeCt(fl,fg) = {t — At + t72 | A Be R}

Remarque 7.

La méthode du wronskien pour rechercher une deuxieme solution n’est pas "meilleure” que la
méthode de Lagrange et cette derniére a ’avantage d’étre plus proche de ce qu’on sait déja faire
(méthode de variation de la constante) et on commencera souvent par celle-ci.

Mais les propriétés du wronskien sont souvent utiles dans les exercices plus théorique - voire

par exemple ’exercice 17.

Exercice 12.

Résoudre les équations homogenes suivantes :
t?2-3 2t + 2

_ —0 2 -1, 400].
Pro—17 w©yxau—17 sur ]v2 — 1, +oc

1. (Eh)Z y”+
1 2 /
2. (BEn): ¥+ 7Y +y = 0 sur |0, +oo[.

1 1
Lo ;o _
3. (BEn): ¥+ 5Y Y 0 sur |0, o0

23 2t + 2
2 51S /i /
1. On considere (E) : y +t2+2t—1y TEro—1

Sp, ensemble des solutions de (Ep) sur I qui est un espace vectoriel de dimension 2 car

(E}) est une équation normalisée. On cherche donc f1, fo € Sy, non colinéaires.

— Recherche d’une premiére solution. D’aprés I'exemple 7, f1 : ¢ — t2 — 1 est solution sur
I de (Ey).

— Recherche d’une seconde solution a l’aide du Wronskien.

y=0sur I =]v2—1,+o0| et on note

A f(@)
fi(t) f’(t)" Alors Wy, r est
t°—3

solution de I’équation différentielle z’ + e =0 d’ou :

Soit f € Sj. On considére le wronskien de Wy, ¢ : ¢ ==

g

Wi st Ce ) 7 = Cet (12 + 2t — 1).
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De plus, on a :

Wﬁf_hf—ﬁf:<fy
7 72 i)

D’ou, pour tout t € I :

(Fo-pzz

et ainsi, on a %(t) =G "+ D et donc :

f(t) = —Ce™ + D(t* — 1).
On choisit alors C = —1 et D = 0 pour obtenir fo : t = e~". On a bien Wy, 1, : t
—e t(t? + 2t — 1) =# 0 d’ou (f1, f2) est une base de Sy,.

Il en résulte que :

Sp = Vect(f1, fo) = {t — A(t>* — 1) + Be™' | A, B € R}.

2
2. On considere (Ep) @ y" + gy’ +y = 0 sur I = ]0,400[ et on note S, l'ensemble des

solutions de (E}) sur I qui est un espace vectoriel de dimension 2 car (Ej) est une équation

normalisée. On cherche donc fi, fo € S, non colinéaires.

sm(t)

— Recherche d’une premiére solution. D’apres 'exemple 8, f1 : ¢t — est solution sur

I de (Ep).

— Recherche d’une seconde solution a l’aide du Wronskien.

Soit f € Sj. On consideére le wronskien de Wy, ¢ : t —=

fi®) @)

h (t) f(t) ‘ Alors Wy, 5 est
solution de I’équation différentielle =’ + :c =0dou:

C
Wfl,f:t'—)ce_f%dt = Z

De plus, on a :

Wi _ hF — 1T _ <f)
17 7 h)

D’ot, pour tout t € I \ aN* (car f; s’annule sur 7N*) :

N2 ___0C
(fl) (1) = ““t#  sin?(t)’

et ainsi, en écrivant par exemple 51n2 = 11;25127 on a %(t) = tan(t) + D et donc :
cos sin(t
fity=-C (>+D t()
. . cos(t) . C e
On choisit alors C' = —1 et D = 0 pour obtenir fs : ¢+ % qui est bien définie sur

I tout entier !
Ona Wy, g, i t = —% =# 0 d’'ou (f1, f2) est une base de Sj,.

Il en résulte que :

sin(t) cos( )

Sh = Vect(fl, fg) = {t — A 7

+B—— | A, B eR}.
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1 1
3. On considere (Ey) : v + z—ty i 0 sur I = ]0,+4o00[ et on note Sy, ensemble des

solutions de (E}) sur I qui est un espace vectoriel de dimension 2 car (Ej) est une équation
normalisée. On cherche donc f1, fo € S, non colinéaires.

— Recherche d’une premicre solution. D’aprés I'exercice 10, f; : t + ch(y/1) est solution
sur I de (Ep).

— Recherche d’une seconde solution a l’aide du Wronskien.

Soit f € Sj. On considére le wronskien de Wy, ¢ : ¢ ==

ft) f(#)
f}(t) f’(t)" Alors Wy, r est

solution de 'équation différentielle 2" + 5 a: =0dou:

1 C
Wfl’f:tHce_ITf’dt = %

De plus, on a :

th flfl , - <f
17 ft f

D’ou, pour tout t € I :

Ny __C
(h) t) = ch® (V1)  Vich® (Vi)'
et ainsi, on a + L (t) = 2Cth(v/1) + D et donc :
f(t) = —=2Csh(v/t) + Dch(V1).

On choisit alors C'= —3 et D = 0 pour obtenir fy : t — sh(\/1).
Ona Wy g it — —5 —;é 0 d’ou (f1, f2) est une base de Sp,.

Il en résulte que :

S = Vect(f1, f2) = {t — Ach(v/t) + Bsh(v/t) | A, B € R}.

4. Recherche d’une solution particuliére de 1’équation normalisée
Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la recherche d’une solution particuliere f, de
(E) :y" +a1(t)y’ + ao(t)y = b(t)

afin de finaliser la résolution une fois les solutions de 1’équation homogene obtenues.

La méthode de variations des constantes présentées ci-apres est une méthode systématique pour trouver
une solution de I’équation compléte, étant données les solutions de 1’équation homogene.
Malheureusement, le systeme obtenu par cette méthode n’est pas toujours aisé a résoudre ; on commencera
donc par chercher une solution ”au flair” dans un premier temps, ce qui, si cela s’avere fructueux, évite
bien des calculs!

a. A 1’oeil nu ou avec la forme des coefficients
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Recherche d’une solution au petit bonheur la chance

L’idée est est la méme que pour la recherche ”a ’oeil nu” d’une premiere solution de I’équation
homogene : on choisit quelques fonctions usuelles, par exemple, fonctions polynomiales, expo-
nentielle, fonctions sinusoidales; et on les teste dans 'équation (F). On pourra également, si les
coefficients sont polynomiaux, essayer, une nouvelle fois comme dans la recherche d’une premiere
solution de I’équation homogene, tester avec une somme de série entiere

Exemple 10.
Considérons 1’équation :
(BE): %y +ty —y=1.

On voit rapidement que la fonction constante en —1 est solution de cette équation !

Exercice 13.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
L (E): (2+1)y" —2y=(t*—1)e! sur R;

2 1
2. (B): y"+ Ey' ty = osur 10, +00].

1. Au vu du second membre, on est tenté d’essayer une exponentielle toute simple (ou, si ¢a ne
fonctionne pas, une fonction polynomiale fois une exponentielle). Et ¢ca marche! En effet,
pour tout ¢ € ]0, +o00] :

(t2 +1)et —2et = (> + 1 — 2)e? = (> — 1)’

Or, on a montré dans l’exercice 11 que ’ensemble des solutions de 1’équation homogene
est :
Sp={t— A{t* + 1) + B((t> + 1)arctan(t) + t) | A, B € R}.

Il en résulte que ’ensemble S des solutions de (F) sur R est :
S=fo+8,={t—e +At*+1)+ B((t* + L)arctan(t) + t) | A, B € R}.

2. On tente, on tente et on voit que t — % fonctionne! Or, on a montré dans I’exercice 12 que
I’ensemble des solutions de 1’équation homogene est :

cos(t)

sin(¢)
L gy
t * t

ShZ{t'—)A |A,BER}.

Il en résulte que l'ensemble S des solutions de (E) sur R est :

sir;(t) 4B coi(t)

1
Sfp+8h{th+A |A,B€R}.
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b. A l’aide de la méthode de variation des constantes

Proposition 16.

Soit (f1, f2) une base de 1’équation homogeéne (E},).
On pose fp, : t — C1(t) f1(t)+C2(t) f2(t) ot Cy, C2 sont des fonctions deus fois dérivables. Alors :

La fonction f, est solution de (E) si, et seulement si,

{Ci(t)ﬁ () + C3(t) fa(t)
C1(0)f1(t) + Ca(8) f2(t)

0
b

(t)

D’aprés la proposition 8, f solution de (E}) si, et seulement si, ( JJ:’> est solution du systeme

s . . 0 1
différentiel (Sg,) : X' = A(t)X on A = (—ao(t) —al(t)>'
Par suite, comme ’ensemble S, des solutions de (E}) est S;, = Vect(f1, f2), 'ensemble des
solutions de (Sg, ) est Vect (X1, X5) o, pour i = 1,2, X; = ?, :

On pose fp, : t — C1(t) f1(t) +Ca(t) f2(t) ot Cyq, Cs sont des fonctions dérivables; X, = C1(¢) X1+

0
Cg(t)XQ et B(t) = (b(t)
Comme, pour i = 1,2, X; = <j§’,> est solution de du systéme homogene (Sg, ), on a :
X! =A(t)X;.

On a alors :

X, = Ci(t)Xy+Cy(t) X2+ C1(t) X1 + Ca(t) Xy

= C1()X1+ Co(1) X2 + A(t) (Cr1(t) X1 + Co(t) X2)

X, = Ci(t)X1+ Cy(t) X2+ A(t) X,

Ainsi :

fp est solution de (E)
si, et seulement si,
X, est solution de (Sg) : X' = A(t)X + B(t)
si, et seulement si,
X, =A(t) X, + B(t)
si, et seulement si,
Cl(t) X1+ Cy(t) Xo + A() X, = A(t) X, + B(t)
si, et seulement si,
C1(t) X1+ Cs(t) X2 = B(t)

si, et seulement si,

{Ci(t)fl (t) + Ca(t) fa(?)
Cr()f1(t) + Ca(t) f2(t)

0
b

(t)
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Méthode de variations des constantes :

Une fois déterminée une base (f1, f2) de I’équation homogene (E}), on pose
fo rt= C1(t) f1(t) + Ca(t) f2(t)
ou C1, Cs sont des fonctions deux fois dérivables de I dans R. Alors :
La fonction f, est solution de (E) si, et seulement si, pour tout t € I
{Ci (0 f1(t) + C5(O 2(t) =0
C1(8)f1(t) + Co(8) f2(t) = b(t)

On résout alors ce systéme pour trouver C}, C% puis C1, Cy en primitivant.

Exemple 11.

41n(t)

t
de ses solutions et Sj, I’ensemble de ses solutions homogenes.

OnaS,={t— At+ 2| A BeR}L
On applique le méthode de variations des constantes, en posant

1 1
On considére I'équation (E) : y" + —y' — sy = sur I = |0, +oo[ et on note S 'ensemble

foit— Alt)t + B(Qt)

ou A, B sont des fonctions deux fois dérivables de I dans R.

Alors f, est solution de (E) sur I si, et seulement si, pour tout ¢ € I :

AR+ EB =9
A/(t) _ QBI'(t) _ 4ln(t)-

En résolvant le systéme et en primitivant les fonctions solutions A’ et B’, on obtient, pour ¢t € I :

Aft) = §1n(t)2 et B(t) = gt?’ (; - ln(t)) .

Ainsi f, : t — 2t (2 — 21n(t) + In(¢)?) est solution de (F) et au final :
P 3t\9 73

2 (2 2 B

Exercice 14.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1

L(E): Y = —y —

t
——y=4(t+ et -1 .
o t+1y (t+1)e™" sur | , oo

2
2. (B): ¥+ ;y’ +y =t sur |0, +oo].
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1 t
. On considere 1'équation (E) : y” — H—ly’ —riY= 4(t+1)e P sur I =] — 1,400, on
note S I'’ensemble de ses solutions et S;, des solutions de ’équation homogene.

D’apres ’exercice 11, on a :
Sp={t— Ae'+ B(2t+3)e”"| A,B € R}.
On applique le méthode de variations des constantes, en posant
fp it Alt)e' + B(t) (2t +3) e

ou A, B sont des fonctions deux fois dérivables de I dans R.

Alors f, est solution de (E) sur I si, et seulement si, pour tout ¢ € I :

A't)et + B'(t) (2t +3)e t =0
{() (t) (2t +3) LDy In

A'(t)et = B'(t) (2t + 1)) et =4(t+1)et
~
A'(t)et + B'(t) (2t +3)e t =0
{—B’(t) (4t +4)) et = 4(t + 1)e
=
A'(t)et + B'(t) (2t +3)e t =0
{B’(t) =—1.

Déterminons des primitives de A’ et B’. Ici, seule A’ nous oblige a effectuer des calculs,
puisque B : t — —t est une primitive de B’. On effectue une IPP :

1
/(Qt +3)e 2t dt = —5 (2t +3) e 2 4 /e*zt dt = —(t +2)e %,

d’ou, pour t € I :
A(t) = —(t+2)e ? et B(t) = —t.

Ainsi la fonction

fpit— At)e! + B(t) (2t +3) e = —(t +2)e et —t (2t +3)e™"
= —2(t+1)%e"

est solution de (E) et au final :

S=f+Sn={t— —2@t+1)2et+ A’ +B(2t+3)e" | A,B e R}.

2
. On consideére 'équation (E) : y” + Ey' +y =t sur [ =]0,+oo[, on note S I'ensemble de

ses solutions et Sy, des solutions de 1’équation homogene.
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D’apres 'exercice 12, on a :

sint(t) 4B cost(t)

Sh={t— A | A, B € R}.

On applique le méthode de variations des constantes, en posant

t

cos(t)

foiter A(t) + B(t)—

ou A, B sont des fonctions deux fois dérivables de I dans R.

Alors f, est solution de (E) sur I si, et seulement si, pour tout ¢ € I :

A2 +B'(1) 5 =0

A/(t) tcos(ti;sin(t) _ B/(t) t sin(t)t;i-cos(t) —¢
=

{A’(t) sin(t) + B'(t) cos(t) =0

A/(8)( cos() — sin(t)) — B'(£)(¢sin(t) + cos(t)) = 3 fe ot

Lo < sin(t) Ly + cos(t) Lo

B'(t) = —t?sin(t)
A'(t) = t? cos(t)

En effectuant deux IPP & la suite pour [ A'(¢)dt et [ B'(t) dt également, on obtient, pour
tel:
A(t) = (t* — 2) sin(t) + 2t cos(t) et B(t) = (t* — 2) cos(t) — 2tsin(t).

Ainsi la fonction

fo 1A 1 ) W
2 2

= (t* - 2) smt ®) + 2sin(t) cos(t) + (t2 — 2) COSt ® _ 2 cos(t) sin(t)
2

=t— =,
t

est solution de (E) et au final :
9 .
S=fotSh={t—t—3 +Asmt<t) +Bcoi(t) | A, B € R}.
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5. Ordre 2 : Exemples et exercices de résolutions complétes

Exemple 12.

On consideére I'équation (E) : t2y” — 2ty’ + 2y = t3cos(t) sur R et on note S I'ensemble de ses
solutions et Sp, 'ensemble de ses solutions homogenes.

En recherchant une premiére solution de I’équation homogene on s’apercoit aisément que fy : t —
t fait affaire sur R.

Avec, par exemple, la méthode de Lagrange ou en cherchant des solutions polynomiales, on obtient
ensuite fo : ¢+ t?> comme seconde solution sur R. Par suite, si on note Sp1 et Spa les solutions
de I’équation homogene sur I; = | — 00, 0] et Iy = ]0, +00[ respectivement, on obtient :

Spi={t— At + Bt> | A\ B € R} et Sjo = {t = Ct + Dt* | C,D € R}.
En raccordant les solutions homogenes, on obtient :
Sp = {t— At + Bt | A,B € R}.

Avec, par exemple, la méthode de variations de constantes, on obtient que f, : t — tcos(t) est
solution de (E) sur I; et I5; puis on vérifie qu'il en est de méme sur R.

On obtient donc :
S = {t > tcos(t) + At + Bt* | A, B € R}.
Exercice 15.

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
1. (E): % —ty +y=13(t—1)e "
2. (E): ty" + 3y — 43y = —8te .
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E&P

Exercices et problemes

Exercice 16.

Soit n € N* et A € S;F(R). On considére I'équation (E) : X’ = AX sur R et on munit M, ;(R)
de sa norme canonique.
Montrer que si f est une solution de (E), alors la fonction ¢ — || f(t)|| est croissante sur R.

Comme t — ||f(t)|| est & valeurs positives, ¢ — ||f(t)]| est croissante sur R si, et seulement si,
@t || f(2)]|? est croissante sur R. Etudions donc la fonction ¢.

Comme f est dérivable sur R en tant que solution de I’équation (E) et B = (-|-) est différentiable
sur My, 1(R)? car bilinéaire sur M,, 1(R)?, ¢ est dérivable sur R et on a, pour tout ¢t € R :

¢'(t) = dBy(f'(1)) = (SIS () + (f' DI 1) = 2(£OIF (1))
et donc, comme f est solution de (E) :
#(1) = 2(f(DIAF (1) = 2X (HAX (1) 2 0,

car A € S} (R).
Il en résulte que @ est croissante sur R et donc ¢ — || f(¢)|| 'est aussi.

Exercice 17. Zéros entrelacés

Soit ag, a1 des fonctions continues sur R. On considére I’équation différentielle (E) : vy +aq (¢)y’ +
ao(t)y = 0.

1. Soit f une solution non nulle de (E). Montrer que les zéros de f sont isolés i.e. pour typ € R
tel que f(tg) = 0, il existe un voisinage de ¢ sur lequel f ne s’annule pas sauf en .

2. Soit f, g des solutions de F non colinéaires.
(a) Montrer que f et g ne s’annulent pas simultanément.

(b) Soit tg,t1 € R tel que f(tg) =0 = f(t1) et, pour tout t € |to,t1[, f(¢) # 0 (ainsi #g et
t; sont deux zéros consécutifs de f).
Montrer qu'’il existe un unique ¢ € ]to, 1] tel que g(c) = 0.

Comme a et b sont continues sur I, les solutions de (E) sont de classe C? sur R et ’ensemble des
solutions de (E) est un espace vectoriel de dimension 2.

1. Soit ¢ty € R. On suppose que f(tp) = 0. Montrons que f’(ty) # 0.
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Supposons par 'absurde que f’(tg) = 0. Alors f est solution du probléeme de Cauchy

{y” +ai(t)y +ao(t)y =0

dont la fonction nulle est I'unique solution. Contradiction !

y(0) =0 et 3/(0) = 0
Ainsi, f’(t9) # 0 et donc il existe un voisinage de t( sur lequel f ne s’annule pas sauf en .

. Comme f, g sont des solutions de E non colinéaires, (f,g) est une base des solutions de

(E).

On note Wy ; le wronskien de f et g. Alors, (f, g) étant une base des solutions de (E), Wy 4
ne s’annule pas sur R.

(a)

(b)

On a, pour tout t € R, f(t)g'(t) — f'(t)g(t) = Wy4(t) # 0 donc f et g ne s’annulent
pas simultanément sur R.

La fonction Wy, = fg' — f'g est continue sur R car f, g sont de classe C*. Or, celui-ci
ne s’annulle pas sur R donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, Wy , est

de signe constant sur R.
2
< 9 ) _ W,
f f?

De plus, la fonction :
est non nulle et de signe constant sur |¢g, ¢1][.

Par suite, % est strictement monotone sur |tg,¢1[. Or, comme, d’aprés la question

précédente, g est ne s’annule pas en ¢y ni ¢y, % admet pour limites +00 en tg et t;.

Ainsi, ces limites sont de signes opposés car % est monotone et donc, % étant continue
sur |tg,t1[ comme quotient de fonctions continues, d’aprés le théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe un unique c € Jto, t1] tel que %(c) = 0 et donc tel que g(c) = 0.
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