Chapitre II
Intégrale généralisée
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Dans ce chapitre, K désigne le corps R ou C; les intervalles considérés sont supposés d’intérieur non
vide et a désigne un nombre réel.

Partie A

Intégrale généralisée sur [a, +00]

1. Généralités
a. Définitions et exemples

Définition 1.) Intégrale convergente

Soit f € Cpm([a, +oo, K).
—+oo —+oo
Si la limite hm / f existe et est finie, on note / f ou encore / f(t) dt cette quantité,

/:mf( o= tm_ [ 50

+oo
Dans ce cas, on dit que / f converge.

. a
1.e. :

a

+oo
Dans le cas contraire, on dit que / f diverge.
a

Proposition-Notation 1.

“+o0
Soit f € C([a, +oo[,K) et F une primitive de f. L’intégrale / f converge si, et seulement si
a
F admet une limite finie en +o0o. Dans ce cas, on a :

“+o0
/ ft)dt = lim F(z)— F(a) = [F@®)] ™.
a ———

xr——+00
notation

D’apres le théoréeme fondamental de 1’analyse, on a, pour tout x € [a, +o0] :

| 10t =r@ - @

400
Donc l'intégrale f converge si, et seulement si, x — f; f(t)dt admet une limite finie en

a
400 si, et seulement si, F' admet une limite finie en +oo.



Dans ce cas, on a :

+oo T
/ f@®)dt = lim / f@)dt= lim (F(z)— F(a))= lim F(x)— F(a).

x—+00 xr— 400 xr— 400

Exemple 1.

+oo 400 1
— Soit a > 0. Alors / e~ " dt converge et on a / et dt = —.
0 0 2

“+o0
— L’intégrale / cos(t) dt diverge.
0

— Comme a # 0, t — —%M est une primitive de la fonction ¢ — e~*! et comme o > 0, elle

+oo
admet pour limite 0 en +oco. Par suite, / e~ dt converge et on a :
0

o) —at7t —«
/+ e [~ Coo () L
0 a « a

— Pour z € R, fom cos(t) dt = sin(x) ; or sin ne posséde pas de limite quand z tend vers +oo.

Exercice 1.

Discuter de la convergence des intégrales suivantes et en cas de convergence, déterminer la valeur
de l'intégrale :

“+o0 1 “+o0 ) “+o0 “+o0 1
/ ——dt / e’ dt / te' dt / In (1 + 2) dt.
o 1+t 0 0 1 t

1. La fonction f:t — H—% est continue sur I = [0, +o0o[ et F' = arctan est une primitive de f

sur /. De plus, F' admet 5 comme limite en +oco donc f0+°° L dt converge et on a :

1+¢2
+oo
1 +o00 ™
/0 1_'_7 dt = [arctan(t)}o = 5

2. La fonction f : ¢t~ e est continue sur I = [0, +oo] et F : ¢t — # est une primitive de f
sur I. De plus, F' n’admet pas de limite en 00 (en effet, il suffit de considérer par exemple
la suite (e!™),en et d’utiliser la caractérisation séquentielle de la limite), donc I'intégrale
fo+°° et dt diverge.

3. La fonction f : ¢+ te' est continue sur I = [0, +oo[ et F : ¢t — (t — 1)e’ est une primitive
de f sur I (on peut retrouver cette primitive, sans connaissance du résultat a priori, par



une intégration par parties par exemple). De plus, F' admet +o0o comme limite en +o0o donc
f0+°o tet dt diverge.

4. La fonction f : ¢~ In (1 + t%) est continue sur I = [1,+oo[. De plus, par une intégration
par parties, on trouve :

1 S
/f(t)dt _ tln<1+t2)—/t1+1dt

12

t1 1+1 +2/ ! dt
=S n — —
2 1+ ¢2

/f(t) dt = tln (1 + tlz) + 2arctan(t).

Par suite, F : ¢ — tIn(1+ %) + 2arctan(¢) est une primitive de f sur I et comme
n(l+z), ~ &
t—+oo

lim F(t) =0+2 x

s
— =T
t—+oo 2

Ainsi, f1+°° In (14 %) dt converge et comme F(1) =In(2) + %, on a :

/foo i (14 ) de= (PO =7 - (n(2) +

Exercice 2.

1. Donner un exemple de fonction f : [1,4+o00[— R4 continue telle que lim;,  f(¢) = 0 et

+o00o
telle que / f diverge.
1

2. Donner un exemple de fonction f : Ry — R, continue telle que f n’est pas bornée et telle

+o0
que / f converge.
1

1
1. On peut considérer la fonction f: ¢ — o En effet, on a lim;—, o, f(t) =0 et

/ () dt = [In(¢)]] = In(z) ——— +oo.
1 r—+00
2. On peut considérer la fonction f : Ry — R, définie par :
— pour n € N*| f est affine sur :
e l'intervalle [n — &, n] avec f(n — &) =0et f(n) =2";
e l'intervalle [n,n + ] avec f(n) =2" et f(n+ &) =0;
1 1

4'4n7n“+ Zg}

— f(t) =0, pour tout t € Ry ~\ U [n
neN*



Alors f est continue et non bornée sur R, . De plus, on a, pour n € N* :

/:“1” FE)dt = —.

1 2

—

Ona,pourxeR+etn€N*telquen+4%>x:

Ainsi la fonction F : xz foz f(t)dt est majorée sur Ry et, de plus, la fonction f étant
positive, la fonction F' est croissante sur Ry. Il en résulte que F' admet une limite finie en

+oo
+oo (on peut montrer simplement que la limite est bien 1) et donc / f converge.
0

b. Intégrales de Riemann en +oco

Proposition 2.| [ntégrale de Riemann en +oo

“+o0
Soit a € R. L’intégrale / pre dt converge si, et seulement si, a > 1.
1

+oo
Pour o = 1, " dt diverge. En effet, une primitive de ¢ — % sur [1,4o0[ est la fonction In
1
qui admet pour limite +o00 en +oo.

Pour o # 1, on a :

g 6@ (1— )t 1-a)z>! 1-«

—_ sia>1.
r—+o0o o —

+oo 1 +oo 1
Ainsi, si a > 1, / = dt converge et si a < 1 / = dt diverge.
1 1



“+o0
Conclusion : / — dt converge si, et seulement si, « > 1; et dans le cas @ > 1, on a
1

ta
+oo
1 1
S
1 te a—1

c. Propriétés de l’intégrale généralisée sur [a, +00[

Proposition 3.| Relation de Chasles

+oo
Soit f € Cpm([a, +0[,K) et b € [a, +oo[. L’intégrale / f est convergente si, et seulement si,

a

400
/ f est convergente. Dans ce cas, on a :
b

/jw F(t)dt = /abf(t) at + /:OO F(t) dt.

Soit f € Cpm([a, +o0[,K) et b € [a,+00[. Comme f est continue par morceaux sur [a,+oo[ et

donc [a, b], fj f(t) dt est bien définie et on a, pour tout x € [a, +00[, d’apres la relation de Chasles
(pour les intégrales sur un segment) :

/:f(t)dt:/abf<t)dt+/:f(t)dt

Ainsi, f:m f converge si, et seulement si, la fonction z — [ f(¢) dt admet une limite finie en

+00, si et seulement si, z — [,° f(t) dt admet une limite finie en +oo0, si et seulement si, f;m f
converge.
Dans ce cas, on a :

r—+00

im (/abf(t) dt+/: 0 dt)

/ "fydis tm [ f@)de

x—>—+00 b

/abf(t) dt + /:oo £(t) dt.

/:wf(t)dt = lim /;f(t)dt



Proposition 4. | Linéarité de l’intégrale généralisée

+oo +oo
Soit f,g € Cpm([a, +oo[,K) et A, u € K. Si les intégrales / /et / g convergent, alors

+oo
lintégrale / (Af + pg) converge et on a :
a

+00 —+oo +oo
[ orvm@a=x [ soaen [ g

Soit f,g € Cpm([a, +o0[,K) et A\, u € K. Pour tout z € [a, +oo[, on a, par linéarité de I'intégrale
sur un segment :

[ or+up@a=x [ rod+n | g
Par suite, si les fonctions @ — [ f(t)dt et z +— [ g(t) dt admettent des limites finies en +oo,
alors © — [ (Af + png) (t) dt admet une limite finie en 4o00. Dans ce cas :

+oo
[ O0rru®d = i [ 5+ @a

T—r+0o0 @

= lim_ (A/jf(t)dt+u/jg(t)dt)

= A lim /a f(t)dtJr,uzBIJIrloo/a g(t)dt
+oo

T—r+00

= A/a+oof(t)dt+u/a g(t) dt.

Exercice 3.

Déduire de la proposition précédente que I’ensemble des fonctions f continues par morceaux telles

—+00 —+o0
que / f converge est un espace vectoriel sur K. Que dire de 'application f +— / f?
a a

D’apres la proposition pécédente, U'ensemble E = {f € Cp([a, +o0[, K) | fa—'_oo f converge} est
stable par combinaison linéaire; de plus, la fonction nulle appartient & E donc F est un sous-
espace vectoriel de Cp, ([a, +00[, K) : ainsi E est un espace vectoriel sur K.

+oo
Toujours d’apres la proposition précédente, on conclut que f +— / f est une forme linéaire
a

sur F.



Proposition 5.

Soit f € Cpm([a, +o0[,C). On a les équivalences suivantes :

+oo +oo
— L’intégrale / f converge si, et seulement si, / f converge. Et dans ce cas, on a :

a a

/:oo ftydt = /;OO f(t)dt.
+00

—+oo +oo
— L’intégrale f converge si, et seulement si, / Re(f) et / Im(f) convergent.

a
Et dans ce cas, on a :

Re( [ o ) - ;w Re(s(e)aes o [ ) a) - | " () de

et

“+o0 +oo “+o0
/ f(t)dt:/ Re(f(t))dt+z‘/ Tm(f () dt.

— L’application z — Z est continue de C dans lui-méme, donc la fonction = — f; f admet

une limite finie en 400 si, et seulement si, la fonction x — fa f= fa f admet une limite
finie en +o00. D’ou ’équivalence annoncée par définition de la convergence d’une intégrale
généralisée et on a, dans ce cas :

+007 T
/ f@Odt = lim F(t)dt

T—r+0o0 @

= lim /w f(t)de

r—+o0

— lm /x F(8)dt

r—+00

/:wf(t)dt = /a+oof(t)dt.

g , o . r+oo < o s
— Pour le sens directe de I’équivalence : si fa f converge, alors, d’apres le point précédent,

f;w? converge; et, de plus, on a Re(f) = 4f + 1f et Im(f) = & f — 5[ ; donc, par



combinaison linéaire (Proposition 4), f;roo Re(f) et f;oo Im(f) convergent et on a :

/:mf(t)dt = lim /jf(t)dt

T—r+o0

r—+o0

= lim /x f(t)de

—  Iim /I () dt

T—>+00

/;OOf(t)dt = /:wf(t)dt.

Réciproquement, si f;oo Re(f) et f;LOO Im(f) convergent, comme f = Re(f)+ilm(f), par
combinaison linéaire (Proposition 4), f:roo f converge; et on a :

+oo +oo +oo
/ f(t)dt:/ Re(f(t))dt+i/ Im(f(t)) dt.

Proposition 6. Positivité et croissance

+oo +oo
Soit f,g € Cpm([a, +0o[,R) telles que / /et / g convergent.

+o0
— Si f est positive (i.e. pour tout ¢ € [a, +00[, f(t) > 0), alors / f(&)dt > 0.
+oo

— Si f < g (i.e. pour tout ¢t € [a, +oo[, f(t) < g(t)), alors /

a

swas | g

— On suppose [ positive. Alors, par positivité de l'intégrale sur un segment, pour tout
x € [a+oo, [ f(t)dt > 0. Par passage a la limite, on obtient donc que f;oo f()dt > 0.
— Si f < g, alors h = g — f > 0. De plus, par combinaison linéaire, f:oo h converge donc
[ h(t) dt>o.
~—
g(t)—f(t)
Ainsi, [ oo f et f;roog étant convergentes, par linéarité de lintégrale généralisée,

a

S pyde <[5 g(t) dt.
]



(Théoréme 1.)

+oo
Soit f € C([a,+o0[,R) une fonction continue et positive sur [a, +oo[. On a / f&)dt=0

a
si, et seulement si, f = 0.

Soit f € C([a, +oo[, R) une fonction continue, positive sur [a, +00[.

(<) Si f=0,alors f;oo f(t) dt converge car la fonction nulle est une primitive de f et admet
une limite finie... nulle en +o00 et on a f;oo f@)dt = [0]7>° = 0.

(=) Raisonnons par contraposée. On suppose f # 0. Comme de plus f est positive, il existe
to € [a, 00 tel que f(to) > 0.
Posons ¢ = @ > 0. Par continuité de f en %y, il existe § > 0 tel que, pour tout

t € [a,+oo], si |t —to| < d alors |f(t) — f(to)] < e.

En particulier, pour tout ¢ € [tg, ¢y + 0], on a alors :

f(to)_

1) > f(to) — e =2

Par suite, par croissance de l'intégrale sur l'intervalle [to, %o + d], on a :

to+4 to+o

Comme f:oo f(t) dt converge, d’apres la relation de Chasles (Proposition 3), ftjf:s f(t)de
converge et on a :

L+mf@ﬁﬁz

De plus, f est positive, donc, par positivité de I'intégrale, f;o ft)dt >0et ft—:f; f(t)dt >
0. Par suite, on a :

! f@)dt+ /tOHf(t) dt + /+oo f(t)dt.

a to t0+6

o o f(to)
/a f(t)dtz/ f(t)dt26TO>0.

to

Il en résulte que f;roo f(t)dt #0.

Ainsi, par contraposée, on a prouvé que si fa+°° f(¢)dt =0 alors f =0.

Proposition 7.| Dérivation

—+oo
Soit f € C([a,+00[,R) une fonction continue sur [a, +oo] telle que / f converge. L’appli-
a

cation de ¢ : [a, +oo[— R définie par :

ga:x»—>/+oof(t)dt

10



est de classe C! sur [a,+oo[ et on a ¢’ = —f.

Comme f est continue sur [a, 400, la fonction F : z — [ f(t)dt est de classe C* sur [a, +o00]
et vérifie F' = f. De plus, pour tout x € [a, +oo[, d’apres la relation de Chasles (Proposition 3),

;OO f(t)dt est convergente car, par hypotheése, f:oo f(t)dt lest et on a :

lintégrale |
+o0 T 400
/ f(t)dt = / () dt + / Fo)dt.

Par suite, la fonction ¢ est bien définie sur [a, +o00[ et, pour tout x € [a,4o0[, on a :

+oo
o) = [ f)dt-Fa).

Ainsi, ¢ est de classe C! sur [a, +00[ comme combinaison linéaire de fonctions de classe C! sur
[a, +00[ (la fonction constante z +— f:oo f(t) dt et la fonction F') et on a, pour tout = € [a, +00] :

p(z) =0—F'(z) = —f.

2. Intégrale généralisée de fonctions positives

Proposition 8.

Soit f € Cpm([a, +oo[, R) une fonction positive.

+oo z
— L’intégrale / f converge si, et seulement si, la fonction F' : z +— / f(t)dt est
a a
majorée sur [a, +oo[. Dans ce cas, on a :
+oo xT
/ ft)dt = sup / f(t)dte.
a z€la,+oo[Ja

—+oo

— L’intégrale / f diverge si, et seulement si, liIJIrl / ft)dt = 4o0.
r—r 400 a

a

Soit f € Cpm([a, +00[,R) une fonction positive. Alors I'application F' : 2 — f; f(t)dt est crois-
sante car, pour tous x,y € [a,+oo[ avec z < y, par positivité de 'intégrale, fj f(®)dt > 0 et on

11



a, d’apres la relation de Chasles (la classique cette fois-ci) :
Y T Y x
Fo) = [ s0dt= [ s [T roaz [ fed=ro.
a a xr a
>0

De plus, d’aprés le théoréme de la limite monotone, une fonction croissante g sur [a, +o00] :
i) admet une limite finie en 400 si, et seulement si, elle est majorée sur [a, +o00[ et dans ce

cas, limg,, o0 9(T) = SUPge[a,400[ 9(T) 5
ii) tend vers +oo si, et seulement si, elle n’est pas majorée.

Par suite,

+oo
— D’apres la proposition-notation 1, / f converge si, et seulement si, la fonction F' : x —
a

x
/ f(t)dt admet une limite finie en 400 et donc, d’apres i), si, et seulement si, F est
a

majorée sur [a, +o0o[ et dans ce cas :

+oo z
/ f()dt = sup F(z)= sup /f(t)dt.

z€[a,+o0[ x€[a,+oo|

+oo
— Par négation de ce qui précede, 'intégrale / f diverge si, et seulement si, F' n’est pas
a
majorée et donc, d’apres ii), si et seulement si, lim,_, o faz f@)dt = limg 400 Fx) =
+00.
O

,(Théoréme 2.) Comparaison

Soit f,g € Cpm([a, +oo[,R) des fonctions positives.

i) On suppose qu'il existe A > a tel que, pour tout t > A, f(¢) < g(t).
+oo +oo
— Si / g converge, alors / f converge.
a a

00 —+o00
— Si / f diverge, alors / g diverge.

+oo +oo
ii) On suppose f = 0(g) (ou f = o(g)) en +o00. Si / g converge, alors / f converge.

+o0o +oo
iii) On suppose f ~ g. Alors / f et / g sont de méme nature.
xT oo a a

—+

Soit f,g € Cpm([a,+00[,R) des fonctions positives.

i) On suppose qu'il existe A > a tel que, pour tout ¢t > A, f(t) < g(¢t). On note F : z —
[if@)dt et G:z— [} g(t)dt.

— Supposons que fa+°° g converge. D’apreés la relation de Chasles (Proposition 3), I'inté-

12



grale f:{oo g converge. Par positivité de g, d’apres la proposition 8, G est majorée sur
[A, +00[. Or, par croissance de l'intégrale, F' < G donc F' est majorée sur [A, +00].
Par suite, toujours d’apres la proposition 8, f:oo g converge. Ainsi, d’aprés la relation
de Chasles (Proposition 3), f:oo f converge.

— Il s’agit de la contraposée du point précédent.

ii) Si f = 0(g), alors il existe A > a et M > 0 tel que, pour tout ¢t > A, f(t) < Mg(t).
Or f:oo Mg converge si, et seulement si, fa+oo g converge, donc, si fa+oo g converge, alors
f;oc Mg et donc, d’aprés i), f:oo f converge.

Si f = o(g) alors f = 0(g), donc, d’aprés ce qui précede, si f:oo g converge, alors f:oo f
converge.
+oo
iii) Si f N O alors f = 0(g) et ¢ = 0(f); ainsi, d’apres ii), / f converge si, et
Tr—r+00

a

+oo
seulement si, / g converge.
a

Exercice 4.

Etudier la convergence des intégrales suivantes :

+oo o
t*+1 .
1./0 3tﬂ+5dtpouro¢,ﬁER+.

“+oo
2. / t*e~tdt pour o € R.
1

+oo 1
3. ——dt R.
/z 1o (n(0))? pour o, B €

1. Soit f:t 3:5:5115' Alors f est définie (car 3t° +5 > 0 pour tout ¢ > 0), continue et positive

sur Ry comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas sur
Ri etona:

o+ 1 1
3tB 4+ 5 t—too 3B 3tb—a

+oo 1
Or, d’apres le critere de Riemann en 400, / Fa dt converge si, et seulement si, f—a >
1
1.

“+o0 toc +
Par suite, / ———— dt converge si, et seulement si, § —a > 1.
1 3tb+5

t*+1
3t +5
400 ;o
t*+1 . .
/0 3F 15 dt converge si, et seulement si, /1 3P 15
B —a>1.

1
De plus, f étant continue sur [0, 1], / dt converge et donc :
0

“+o0 ta+1

dt converge si, et seulement si,

13



2. Soit f : t — t%t. Alors f est définie, continue et positive sur [1,+oco[ et on a, par
croissances comparées :
t2f(t) =t*T%e ™ ——— 0
t—+oo

1
donc f(t) = 5% o (tz) ; or, d’apres le critére de Riemann en +oo, f1+oo t% dt converge,

donc, par comparaison :

+oo
pour tout a > 0, / t%e~tdt converge.
1

3. Soit a, 8 € R. On pose f : t — W. Alors f est définie, continue et positive sur
[2, 4+00].
— lercas:a>1.
On pose a = ‘IT'H et ainsi a« > a > 1. Alors a—a > 0 et donc, par croissances comparées
lorsque 8 < 0 et par produit de limites lorsque 8 > 0 :
a 1 -8
t°f(t) = P In(t)™” —— 0

n—-+o0o

donc f(t) = o (;) en +o0o.

\ LY . +

Or, d’apres le critere de Riemann en +o0o, comme a > 1, f2 o t% dt converge, donc, par
. +

comparaison, [, f(t)dt converge.

— 2eme cas : a < 1.
Si 3 <0, pour tout ¢ > e, on a In(t)~# > 1 donc, pour tout t > e :
1

OEE-

Or, d’apres le critere de Riemann en +o0o, comme a < 1, fjoo t% dt diverge, donc, par
comparaison, fe+oo f(t)dt diverge et ainsi, f;oo f(t)dt diverge.

B
In(t) 0,

ta

On suppose > 0. Comme pour tout a > 0, par croissances comparées,

t—+oo
n(t)?
il existe tg > 1 tel que, pour tout t > g, ! gz) < 1 et donc, pour tout t > tg :
1 . 1
In(t)8 = ta
On pose a = 1’7‘3‘ Alors a+a = H?a < 1let a> 0, donc il existe ty > 1 tel que, pour

tout t > tg :

1 1
f(t):mzt(m

; s . i .
Or, d’apres le critére de Riemann en +o0o, comme a +a < 1, ftooo s dt diverge, et

donc, par comparaison, ft—:m f(t) dt diverge et ainsi, f;oo f(t) dt diverge.



— 3deme cas : a = 1.
Pour tout ¢ > 2,

1 Sapepr SiB#L
1O = m@p = .
O ln(ln(t)) sif=1
Par suite, pour z > 2 :
(1i6) (In(z)=8 — In(2)1-5) m . sif<1
/ f(t)dt = { In(In(z)) — In(In(2)) — +o0 sif=1
2

sig>1

1 ( 1 _ 1 ) 1
(-0 \m@)?PT ~ m@P T/ 1 (B-1)I(@)PF ]
Donc, par définition, f;oo f(t)dt converge si, et seulement si, 5 > 1.

—+oo

, f(t)dt converge si, et seulement si, « > 1 ou (o = 1 et

Conclusion : on a donc :

g >1).
3. Intégrabilité
Définition 2. Intégrabilité

+oo
Soit f € Cpm([a, +00[,K). On dit que f est intégrable sur [a, +oo] ou que / f est abso-

—+oo
lument convergente si l'intégrale / | f] est convergente.
a

+oo
Soit f € Cpm([a, +0o[,K). Si f est intégrable sur [a, 4+o00], alors / f converge.

On suppose que f € Cpm([a, +00[, K) est intégrable sur [a, +o0[
— Traitons tout d’abord le cas K = R. On note f; = max(f,0) qui est continue par morceaux

et positive sur [a,4o0o[ et f_ = min(f,0) qui est continue par morceaux et négative sur
[a,+oo]. Alors f = fi + f—, |f| = f+ — f- et de plus :

0< fr <|flet0<—f_ <|fl

Par suite, comme fl:roo |f| converge et fi,—f_ sont positives, par comparaison, f;oo I+
et f;roo —f— convergent. Ainsi, comme f = fi + (—1)(—f_), par combinaison linéaire,

/ 0 ¢ converge.
a
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— Ensuite, le cas K= C. On a f = Re(f) 4+ ¢Im(f) avec Re(f),Im(f) € Cpm([a, +oo[,R); et
les inégalités :
[Re(f)| < |f] et [Tm(f)] <[f].

Ainsi, comme f est intégrable sur [a,4o00[, par comparaison, Re(f) et Im(f) sont in-
tégrables sur [a,4oo[ et sont & valeurs réelles, donc, d’apres le cas K = R précédent,

f;roo Re(f) et f:oo Im(f) convergent.
Il en résulte que, d’apres le proposition 5, f;oo f converge.

Exercice 5.

o0 400 .
1 tsin(t
Déterminer la nature de / o dt et de / sin(t) dt.
0 t“ 41 1 Sh(t)

1

1. La fonction f :t— est continue sur [0, +00[ et on a, pour tout ¢ € [0, +o0] :

t2+41
1 1 1
FOl = 07 = ~
[t2 44 VtA41to+oot

+oo
1

son, 1+°O |f(¢)| dt converge i.e. f est intégrable sur [1, +o00[. Par suite, f1+oo f(¢) dt converge.

Or, d’apres le critére de Riemann en +o0o (2 > 1), t% dt converge, donc par comparai-

De plus, f est continue sur le segment [0, 1], donc f01 f(t) dt converge; et ainsi, d’apres la
+o0o

o Jf(t)dt converge.

relation de Chasles,

tsin(t)
sh(t)

_ t]sin(t)] t N o o 1
- /sh(t) = \/sh(t) t=+eo vt T totoo (t2) '

2. La fonction f : ¢ — est continue sur [1,4o00[ et on a, pour tout ¢ € [1,+oo] :

tsin(t)

VR0

Or, d’apres le critere de Riemann en +oo (2 > 1), f1+oo t% dt converge, donc par comparai-

son, 1+°O |f(t)] dt converge i.e. f est intégrable sur [1,+oo].

Il en résulte que f;roo f(t)dt converge.
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Partie B

Intégration sur un intervalle quelconque

Dans cette partie, a,b désignent des réels tels que a < b.

1. Intégrale généralisée sur | — oo, d]

Définition 3.| Intégrale convergente sur | — oo, a)

Soit f € Cpm(] — 00, a],K).
Si la limite lim / f existe et est finie, on note / f ou encore / f(t) dt cette quantité,

T—r—00

€T — 00

ie. :

| swa= i [ s

r—r—00
a
Dans ce cas, on dit que / f converge.
—00

a
Dans le cas contraire, on dit que / f diverge.
—0o0

Remarque 1.

—+oo
Les propriétés de l'intégrale / sont analogues a celle de 'intégrale / et on les démontre

— 00 a

a

sans difficulté en remarquant qu'en posant f : t — f (—t), on obtient les propriétés suivantes :
— si f € Cpn] ,a],K) alors f € Cpm([—a, +00],K);
— les intégrales / f et / f sont de méme nature;
“+o00

— en cas de convergence, / f@)det = / f(t)de.
—0o0

—a

Exercice 6.
0

Soit a € R. Etudier la convergence de l'intégrale / e dt en fonction de a.

— 00
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Soit a € R. Considérons f : t — e*. Alors

F:t— %t s%a;éo
t sia=0

est une primitive de f sur R et donc sur | — 00,0]. Or F admet une limite finie en —co si, et
seulement si, o > 0. Donc fi)oo et dt converge si, et seulement si, @ > 0. Et dans ce cas,

0
0 ot eot a0 ] eot 1
e*dt = | — = — — lim — =5
—oo a | _ o t——o00 « «

Remarque : on aurait également pu utiliser la remarque précédente en remarquant que g : t —
e~ = f(—t) est intégrable sur [0, +oo[ si, et seulement si, o > 0.

2. Intégrale généralisée sur |a,b] ou [a,b]

Définition 4. Intégrale convergente sur [a,b]

Soit f € Cym ([a, b, K).

x

b b
Si la limite 1in}) f existe et est finie, on note / f ou encore / f(t)dt cette quantité, i.e. :
rT—r a a

a

/abf(t) t = lim /z (1) dt.

b
Dans ce cas, on dit que / f converge.
a

b
Dans le cas contraire, on dit que / f diverge.
a

Définition 5. Intégrabilité

b
Soit f € Cpm(Ja,b],R). On dit que f est intégrable sur ]a,b] ou que / / est absolument

b
convergente si I'intégrale / |f] est convergente.
a

Remarque 2.

On définit de maniére analogue I'intégrale sur un intervalle du type ]a, b].

Tous les résultats de la partie concernant 'intégrale sur [?,+oo[ sont transposables aux cas
des intégrales sur ]a,b] et sur [a, b[; citons notamment les propriétés de comparaison et le

théoreme ”intrégrabilité d’une fonction implique convergence de l'intégrale de cette fonction”
reproduit ci-apres.
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Théoréme 4.

b
Soit f € Cpm([a,b,R). Si f est intégrable sur [a, b[, alors / f converge.

La démonstration est analogue au cas [a, +00[ en remplacant simplement +oo par b. O

Exemple 2.
1 1
— L’intégrale/ In(¢) dt converge et / In(t)dt = —1.
0 0

1
1
— L’intégrale / ;dt diverge.
0

— La fonction In est continue sur ]0,1]. De plus, a fonction F' : ¢ — tIn(t) — ¢ est une
primitive sur R de In. Or, par croissances comparées, ¢ In(t) — 07, donc F' tend vers
t—0

0 en 0. Ainsi, une primitive de In admet une limite finie en 0 (0 étant la borne "posant
probléme”), donc, d’apres la proposition-notation 1 adaptée a I'intervalle |0, 1], 'intégrale
fol In(t) dt converge et on a :

1
/ In(t)dt = [tIn(t) — ]} = 1 x In(1) — 1 — <lim(tln(t) - t)) — 1,
0 t—0
— La fonction f : ¢ +— % est continue sur |0, 1] et la fonction In est une primitive de f sur
cette intervalle; de plus, In a pour limite —oo en 0% et donc n’admet pas de limite finie
en 0. Par suite, fol + dt diverge.

Proposition 9. | Intégrales de Riemann

b b
1
Soit a € R. Les intégrales / W dt et / — dt convergent si, et seulement si, v < 1.
a - a

b
(t—a)

b
1
On traite la nature de / ———dt:
a (t - a)a

e Sia=1,poura<z<b ona:

/b i dt = [ln(t = a)]z = ln(b — a) = ln(;(; — a) s 1o

z—at

b
1
donc / —— dt diverge.
. t—a
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e Sia#1l,ona, poura<z<b:

1 1
T (1-a)b-a)@ ! (1-a)(x—a)!
b 1 ia<l1
si a ;
[t Tt ’
z (E—a)* — s 400 sia>1.
r—0Tt
b
Il en résulte que / ﬁ dt converge si, et seulement si, o < 1. O
a —a)®

Corollaire 1. Intégrale de Riemann en 0

1
1
Soit a € R. L’intégrale / pr dt converge si, et seulement si, o < 1.
0

On applique la proposition précédente (deuxiéme intégrale) pour a = 0 et b = 1.
Voici tout de méme la démonstration directe pour une potentielle question de colle :) :

e Sia=1,pour0<z<1,ona:

/1 %dt = [ln(t)]glv = —In(z) —— 400

z—0t

1
1
donc / — dt diverge.
o t
e Sia#1l,ona, pour0<z<1:
1

19 1 1 1 1 — sia < 1;
—dt = { } = — =0t 1 —a
s t° (I—ajet], 1-a (Q-a)z* ') —5 400 sia>l.

z—0t

1
1
Il en résulte que / e dt converge si, et seulement si, o < 1. O
0

Proposition 10.
Soit f € Cpm([a, b], K).

— Si f est bornée sur [a, [, alors f est intégrable sur [a, b[.
— Si f est prolongeable par continuité en b i.e. si f admet une limite finie en b, alors f est

20



intégrable sur [a, b].

Soit f € Cpm([a,b],K).

— On suppose f bornée sur [a,b]. Alors il existe M € R, tel que pour tout ¢t € [a,b],
|f(t)] < M. Or, la fonction constante en M sur [a, b est d’intégrale convergente, donc par
comparaison (d’integrales de fonctions positives!), f; |f(t)| dt converge i.e. f est intégrable
sur [a, b[.

— On remarque qu’une fonction f continue par morceaux sur [a, b] et prolongeable par conti-
nuité en b est la restriction d’une fonction g continue par morceaux sur [a,b]. Or, toute
fonction continue par morceaux sur un segment est bornée sur ce segment (Ezercice :
prouver cette affirmation ; puis trouver un exemple de fonction continue par morceauz sur [0,1]
qui n’est pas bornée), donc f est bornée sur [a, b[ comme restriction d’une fonction bornée.
Ainsi, d’apres le cas précédent, f est intégrable sur [a, b].

O
Exercice 7.
Etudier la nature des intégrales suivantes :
1 43 1 1 1
t In(1+¢ 1 1
/ ——dt / (144 4, / sin(=) dt / ————dt.
0otz +1 0o tV/t 0 t o et —1

3

1. Aucun souci : la fonction ¢t — — , est continue sur le segment [0, 1] donc intégrable sur
7+

ce segment ! Ainsi, I'intégrale converge.

In(1 +¢)

v/t

2. La fonction f : ¢ — est continue sur ]0,1]. Etudions f au voisinage de 0. On a :

_W@+t) ot 1

Or, d’apres le critere de Riemann en 0, fol % dt converge car % < 1; donc par comparaison
1 1
Jo 1f(@)dt = [5 | f(t)]dt converge.

3. Comme la fonction | sin | est bornée par 1 sur R, la fonction ¢ — |sin(})| est bornée sur 1 sur
]0,1]. Or la fonction constante en 1 est d’intégrale convergente sur |0, 1] d’ou fol |sin(})| dt

1 . /1 0 0 “ . . \
converge et donc fo sin(;) dt converge. (On pouvait bien-sir faire directement appel a la
proposition précédente, mais ¢a ne cotte pas trés cher de refaire ce raisonnement d chaque

fois!).
4. La fonction f : ¢ — ——— est positive et continue sur [0, 1.

Etudions f pour ¢ au voisinage de 1~. On a le développement limité & Pordre 1 de la fonction
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exp suivant :
“=14+u+ o (u?). Ainsi, en prenant u = 1 —t —— 0, on obtient :
u—0 t—1-

=1 (1= 1)+ o (-0

t—1
Ainsi,
1 1 1
) = 5= = 2y , 7
el=t —1 (1—t)+tgl((1—t) ) t—1- 1—t
Or, d’ apreb le critere de Riemann en 1, fo 7 dt diverge car 1 > 1; donc par comparaison

[ £(¢)dt diverge.

3. Intégration sur un intervalle ouvert

Dans ce paragraphe a, b peuvent étre égaux a —oo et +00 respectivement et on s’intéresse aux intégrales
sur lintervalle ouvert ]a, b|.

Définition 6. Intégrale convergente sur |a, b

Soit f € Cpm(Ja, b, K).
b
S’il existe ¢ € ]a, b| tel que / f et / f convergent, alors on note / f ou encore / ft)de

la quantité :
/f t)dt = /f dt+/ f(t)

Dans ce cas, on dit que l'intégrale / f converge.

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale / f diverge.
a

Proposition 11.

c b
Soit f € Cpm(Ja,b[,K / f converge, alors, pour tout ¢ € ]a, b, / f et / f convergent

et on a :
/f t)dt = /f dt+/f

Notation 1.

Soit F' € C(]a,b[,K). On note
[F(t)]” = lim F(t) — lim F(t)

t—b t—a

lorsque ces deux limites existent et sont finies.
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Proposition 12.

b
Soit f € C(Ja,b[,K) et F' une primitive de f sur ]a, b[. L’intégrale / f converge si, et seulement

si, la fonction F' admet des limites finies en a et b. Dans ce cas, on a :
’ b
| ar=re;.

Exercice 8.

Etudier la convergence des intégrales suivantes :

oo 241 H 1
[ [Caon(C) e [
N (1—1) t*—1 o cos(t)vet —1

1. La fonction f : ¢t —

de 0 puis de 1 :
— en0:ona

t(llft) est positive et continue sur ]0, 1[. On étudie donc f au voisinage

1
taNOJr W

1
Or f02 —L_dt converge d’apres le critére de Riemann en 0 (% < 1), donc, par comparaison,

1)

1
3
Is t(l 3 dt converge.
—enl:ona

fE) ~

t—1- /1 —1¢

Or | %1 \/% dt converge d’apres le critere de Riemann en 0 (% < 1), dong, par compa-

raison, [ I —L dt converge.
1 Jia—p

1
Comme f02 ﬁ fﬁ \/7 dt convergent, par définition, fo ﬁ dt converge.

2

t
2. La fonction f : t — sin(?) ln<

1
2 1) est continue sur ]1,+oo[. On étudie donc f au

voisinage de 1 puis de +o0 :

— en 1 : on remarque que In (i;'ﬂ) =In(t>+1) —In(t + 1) — In(¢t — 1) donc :

|f ()] NiaTie sin(1)In(t — 1) = .9 (Jtl—il)

Or ff \/% dt converge d’apres le critere de Riemann en 1 (% < 1), donc, par compa-

raison, ff |£(t)] dt converge.
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2
— en +00 : on remarque que In (;‘_”}) In(1+ t2 7) donc, comme t22_1 P n 0
—_— —+00

2 +1 2
2 —1

()] <1n (

t—+oo t72

Or f;oo % dt converge d’apres le critére de Riemann en +oo (2 > 1), donc, par compa-
. +oo
raison, f2 | £(#)] dt converge.

Comme f (t)|dt et f ()| dt Convergent par définition, f |f(t)]dt converge.
Ainsi, f est 1ntegrable sur |1, —1—00[ et donc fl f(t)dt converge.
3. La fonction f : t — W est continue et positive sur ]0, 5. On étudie donc f au

voisinage de 0 puis de 7.
— en(0:commee’—1 ~ t,ona:
t—0
1)
t—0 \/E
Or fol % dt converge d’apres le critere de Riemann en ( (% < 1), donc, par comparaison,

fo t) dt converge.

— en Z : on remarque que cos(t) =sin(Z —t) ~ Z —¢t donc :
2 2 e

M)

5 1 T (1> .
Or fl T 5 (1> 1), donc, par comparaison,
fl dt diverge.

Une des deux intégrales (au moins fo t)dt et fl t) dt diverge, donc fo t) dt diverge.

Remarque : si on avait commencé par faire l’étude en 5, on aurait pu conclure directement

a la divergence de fo (t) dt sans faire I’étude en 0.
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Partie C

Propriétés de l'intégrale généralisée

Dans cette partie, I désigne un intervalle quelconque (ouvert, semi-ouvert ou fermé, de longueur finie ou
infinie) de R d’intérieur non vide et on note a et b ses extrémités (possiblement infinies).

1. Propriétés de l’intégrale

Dans ce paragraphe, on résume et généralise les propriétés de l'intégrale généralisée ; les démonstra-
tions sont laissées a titre d’exercices au lecteur.

a. Espace de fonctions continues par morceaux intégrables

Proposition 13.

L’ensemble E = {f € Cpn,(I,K) | f est intégrable} est un espace vectoriel sur K et 'application
fe / f est une forme linéaire sur E.

I
De plus, cette application est positive et croissante.

b. Inégalités

Proposition 14.| [négalité triangulaire

Soit f,g9 € Cpm(I,K) des fonctions intégrables. Alors

/I F(8) + g(0)] dt < / @) dt+ / o(t)]dt.

Proposition 15.

Soit f € Cpy,(I,K) une fonction intégrable. Alors
[ < [1reiae

c. Séparation
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Proposition 16.| Séparation
Si f est une fonction continue, positive et intégrable sur I, alors

/f(t) dt = 0 si, et seulement si, f = 0.
I

d. Relation de Chasles

Proposition 17.

Soit f € Cpm (I, K) une fonction intégrable. Alors pour tout a,b,c € I on a :
c b c
/ f)de = / f@) dt+/ f@t)dte.
a a b

2. Intégration par parties et changement de variable

Les outils que sont 'intégration par parties et le changement de variables sont des outils performants
pour déterminer la valeur d’intégrales qui semblent de prime abord difficiles a calculer. Dans le cadre de
Iintégrale généralisée, ces deux techniques gardent la méme utilité mais s’averent également utiles pour
déterminer la nature d’une intégrale, notamment dans le cas ol I'intégrale considérée n’est pas absolument
convergente, comme on le verra en exercice avec I’exemple classique de I'intégrale de Dirichlet.

a. Intégration par parties

,l Théoréme 5.) Intégration par parties

Soit f,g € C*(I,K). Si la fonction produit fg admet des limites finies aux bornes a et b de I,

alors les intégrales [ f¢’ et | f'g sont de méme nature. De plus, en cas de convergence, on a :
I I

b b
/f’(t)g(t)dtZ[f(t)g(t)]l;—/ f()g'(t) dt.

Quitte & scinder 'intervalle I en deux et utiliser la définition 6, on peut supposer "qu’il n’y a de
probléme potentiel qu’en b” i.e. I = [a, b[.

Soit x € I. Comme f et g sont de classe C! sur le segment [a,x], alors d’aprés le théoréme
d’intégration par parties sur un segment (vu en Sup’ - on rappelle que sa démonstration repose
sur la formule de la dérivée du produit de fonctions!), on a :

/ " Py dt = [FBa@)E — / g dt. ()

On suppose que le produit fg admet une limite finie en b (d’apres notre réduction initiale, c’est
déja le cas en a car f et g sont en particulier continues en a). Alors [f(t)g(t)]: tend vers la
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quantité finie [f(¢)g(t )] lorsque « tend vers b. Ainsi, d’aprés D'égalité (x), [ f'(t)g(t) dt admet
une limite finie quand x tend vers b si, et seulement si, fa f@®)g'(t)dt admet une hmlte finie

quand z tend vers b d’oli par définition, / fq' et / f’g sont de méme nature.
I I

De plus, en cas de convergence de [ fg' ou [ f’g, toujours d’apres (x), on a :
I I

b x
| rasma = tm [ roga
— 1y (100l - [ rog0a)

b b
/ FOetdt = [fBg®) - / F(t)g(t) dt.

Exemple 3.

+oo
sin(?
L’intégrale / J dt, connue sous le nom d’intégrale de Dirichlet, est convergente mais elle

n’est pas absolument convergente.

On va montrer dans un premier temps la convergence de cette intégrale en utilisant une in-
tégration par parties. Et dans un second temps, on va montrer qu’elle n’est pas absolument
convergente d l'aide d’une comparaison avec les sommes partielles d’une série divergente.

— L’intégrale est convergente. On pose f : ¢t — % Alors f est continue sur 0, 4o00[ et

comme |f(t)] ~ 1, f est intégrable sur 0, 1] (elle est méme prolongeable par continuité
t—0+

en 0 par f(0) = 1). Par suite fo t) dt converge.

On effectue une intégration par parties pour prouver la convergence de +°O sin t) dt. On
pose u:t+ 1 et vt —cos(t). Alors u,v sont C! sur [1,+oo[; le prodult uv est défini

en 1, vaut u(1)v(l) = —cos(1) en ce point et u(t)v(t) = %S(t) =
Ainsi, par intégration par parties, f1+°o u(t)v'(t) dt = +O° “n(t dt et f (t)v(t)dt =
f1+oo COh(t) dt sont de méme nature.
Etudions cette seconde intégrale : la fonction g : ¢ — Cos(t) est continue sur [1, 400 et en
+o00, on a :
|cos(t)] 1 . , s . A
lg(t)] = 2 < o intégrable sur [1, +oco[ d’apres le critére de Riemann en + oo
Ainsi, par comparaison, g est intégrable sur [1, +o0o[ et donc les intégrales 1+°° cos(®) ¢
+OO sm( )
et dt convergent.

Comme fo sin®) gt et A o0 sinld) 4t converge, il en résulte, par la relation de Chasles, que

7
f0+oo % dt converge.
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— L’intégrale n’est pas absolument convergente. Voici une démontration de la non-

intégrabilité de f : t — % sur [0, 4o00[. Une preuve plus rapide est proposée en exercice

dans le probleme 1 (mais basée sur la méme technique).

Tout d’abord, exposons 'idée de cette démonstration :

14

2n 3n an sm 1 o
T

424
421
g4

n 2n 3n an

n an 51 1n 6
7 T T

On va minorer la fonction |sin| sur [7, +00| par la fonction g “triangulaire” m-périodique
dont le graphe est représenté en bleu dans le premier graphique. Ainsi, l'intégrale. Ainsi,
[ i@l g > (77 9 qa ot cette dernicre intégrale représentée par Iaire bleu sur le
deuxieme graphique se minore aisément par la somme partielle d’une série divergente. On

pourra ainsi conclure la divergence de I'intégrale [ +oo lsin@)| gy,
™ x

Voyons cela rigoureusement :

La fonction |sin| est m-périodique sur R et sur [0,7] elle est égale a la fonction sin.
Comme, pour tout z € [0, 7], sin”(z) = —sin(z) < 0, sin est concave sur [0, 7]. Ainsi, sa
courbe est au dessus de la corde entre les abscisses 0 et 3 et de la corde entre les abscisses
5 et m.

Ces dernieres ont pour équations respectives y = %x ety = —%(ac — ).

On consideére alors une fonction g définie sur [0, 7], ayant pour image 1'union de ces deux

cordes, par exemple :
2 . s
= size|0,Z
g:T {” 10, 3]

2(z—m) size(Z,7]

Alors g est continue sur [0, 7], et pour tout x € [0, 7], g(z) < sin(z).
On pose, pour k € N*, 2, = (2k + 1)§ = 7 + k7. Par m-périodicité de |sin |, on a, pour
tout z € [z — 5, 2% — 5)(= [0, 7] + kmr) :

|sin(z)| > g(x — k).

Ainsi, pour tout £ € N*, en utilisant un changement de variable t = z — km, on a :

TetT | o zpt+% _ ™ 1 ™
/ M dx > / M dz = / 9(t) de > / g(t) dt
zk_% X zk_% X 0 t+/€7r (k+l)7r 0

Par suite, par symétrie du graphe de g par rapport a la droite t = 7, on a :

/xk,+; [sin@)] . & 2 /’5 2.4 4 [tTg 1
— AT — — = 00— — = "7,
oh—I 5 “(k+)mJy w (E+1L)m2 ]2, 2k+1)
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Alors, pour n € N*, comme z; — § = 7 et x, + § = (n+ 1)7 et pour tout k& € N*,
zp+ 5 =(k+1)r=2141 —F,0na:

n

{ntlim |sm 2 |sm 1
d > —_
/w Z/zk te ;wm)

Pour z > m, on pose n(=n,) = E(Z —1);alors x > (n+ 1)m et n = +o0 et donc,
T—r+00

3 étant le terme général d’une série a termes positifs divergente :

_ 1
20k +1
“ | sin(z)| (el |sm ~
—_— > E —_
/Tr X dz _/7r — k+1 z—400 oo

Il en résulte que [ +oe Isu;(x” dz diverge et donc |; oo |Sm 2l 4z également. Ainsi, f n’est

pas intégrable sur [0, +o0o[ mais son intégrale sur |0, +oo[ converge.

Remarque 3.

L’exemple précédent montre que la réciproque du théoréme 3 est fausse!

Une intégrale qui converge et qui ne converge pas absolument est communément appelée intégrale
semi-convergente.

Exercice 9.

0 cos(t)
LVt

Yn(1 —#2)
t2

dt.

1. Justifier la convergence de I'intégrale de

2. Justifier la convergence puis calculer / dt.

0

“+o0
1
3. On note, eEN* I, = - dt.
n note, pour n n /0 (1—|—t2)"

(a) Justifier 'existence de I,, pour n € N*.

(b) Soit n € N*. Déterminer une relation entre I, et I,. En déduire I,,.

cos(t)

1. On pose f:t— == . Alors f est continue sur [1, +o0].

On effectue une intégration par parties pour prouver la convergence de [; +oo Cos(t) dt. On
pose u : t \[ et v : ¢t~ sin(t). Alors u,v sont C! sur [1, +o0[; le produit uv est deﬁm en
. __ sin(t)

1, vaut u(1)v(1) = sin(1) en ce point et u(t)v(t) = v 0.

Ainsi, par intégration par parties, f1+oo w(t)v'(t)dt = fl+°° &\/({t) dt et f1+oo o (t)o(t)dt =
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f;roo 75;1211% dt sont de méme nature.

t2
Etudions cette seconde intégrale : la fonction ¢ : ¢ — —S;n% est continue sur [1,4o00[ et en
t2

+00, on a :
| sin(2)] 1

o < 5] intégrable sur [1,4o0o[ d’apres le critére de Riemann en + oo
2 b

l9(®)

Ainsi, par comparaison, g est intégrable sur [1,+oo[ et donc les intégrales 1+OO —S;n% dt
t2

et f1+°° Coj(;) dt convergent.

. Ici, on peut étudier directement la nature de cette intégrale avec les techniques vues pré-

cédemment. On pose f : t +— m(ﬂi;ﬁ) Alors f est continue sur |0, 1[. On étudie donc f au

voisinage de 0 et de 1 :

— en0:on a In(1 —#?) Koo t2 donc f(t) P 1. Ainsi f est prolongeable par continuité
— —

en 0 (par 1) et donc intégrable au voisinage de 0. Ainsi, [ 11 f(t)dt converge.
2
— en 1 : on remarque que In(1 —#?) = In(1 — ¢) + In(1 + ¢) donc :

F@ = ==t = o <\/117—t>

Or, d’apres le critére de Riemann en 1, [ 11 \/% converge, donc par comparaison, f est
L /i
intégrable au voisinage de 1. Ainsi, [ L f (t) dt converge.
2

Par suite, fol f(t)dt converge.

Passons au calcul de fol f(t) dt : utilisons une intégration par partie. On va se rendre compte

qu’il faut parfois étre subtil dans nos primitives :

— Premier essai, sans subtilité : on considére les deux fonctions u, v de classe C'* sur ]0, 1]
telles que, pour t € ]0,1] :

Pl 1 _ 1
V=5 uy=-t
o®) =In(l—£3)  o/(t) = f%.

Pour appliquer le théoreme d’intégration par parties, il faut vérifier que uv admet des
limites en 0 et 1. Or ici, on a lim;_,; u(t)v(t) = +o00 "a cause” du In(1 — ¢2)... oups! On
ne peut donc pas faire notre IPP!

Mais on se rend compte qu’on peut faire en sorte de compenser le fait que In(1 — t2)
tende vers —oo en choisissant plus intelligemment notre primitive de t% : en effet, ici,
—% tend vers —1 alors qu’on voudrait "au minimum” que la primitive choisie tende vers

0 pour potentiellement compenser le co! Ce qui nous amene au :

— Deuziéme essai, avec subtilité : on considére les deux fonctions u,v de classe C! sur
10, 1] telles que, pour ¢ € ]0,1] :

L 11—t
u(t)itZ u(t)*lfgffit
9 D 2t
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Cette fois-ci, on a bien une limite finie en 1 :

w(tyo(t) = 0= 11;(1 —2) _

0

et en 0 : )
u(y(t) = - L= h;(l —t) — 0.

Ainsi, uv admet des limites finies en 0 et 1, donc d’apres le théoréme d’intégration par
. 1 1 . ’ 1
parties, fo u'v et fo uv’ sont de méme nature. Or on a prouvé que fo u'v converge, donc

fol uv’ converge et toujours d’apres le théoréme d’intégration par parties, on a :
1 1
/ fdt = / o (B)o(t) dt
0 0

1
=l - [ uorea

1
1—t 2
o =t dt
PR

0
1
1
- —2/ —dt
o 1+t

—21n(2).

/0 1 Fb)dt

3. Pour n € N*, on pose f, : t — W

(a) Soit n € N*. La fonction f,, est continue, positive sur [0, +oo[. On étudie alors f, au
voisinage de +oo :

en +00. On a :
1

(ad e .
t——4oco 21

fa(t)

+oo
Donc, par comparaison a l'intégrale de Riemann convergente / n dt (car, comme
1

+oo
neN* 2n>2>1), / fn(t)dt converge.
1

De plus, f, est continue sur le segment [0, 1], donc, d’apres la relation de Chasles, I,
converge.

dt converge en utilisant des arguments simi-

+o0 2
t
(b) Soit n € N*. L’intégrale /1 W

laires a la question précédente et le fait que L

7z ; donc, par combinaison

t
THD™T 4 oo
linéaire d’intégrales convergentes, on a :
+oo 1 t2 _ t2 +o0o t2
In+1=/ ;dt:In—/ ——dt.
0 A+E) 0 A+E)

On consideére les deux fonctions u,v de classe Ct sur [0, +o0] telles que, pour t €
[0, 4+o0] :
t 1 1

arem U= Tren
v(t)=t  (t) =1

u'(t) =



Le produit wv est défini en 0, vaut w(0)v(0) = 0 en ce point et u(t)v(t) =
Lo 1

TR GEEZID oo

Ainsi, par intégration par parties, f;roo u(t)'(t)dt = f0+°°—ﬁ.(1+712)n dt et
1+O° u' (H)v(t)dt = 0+°° ﬁdt sont de méme nature, et donc convergentes

puisque la seconde ’est, et on a :

/“" £ 4i=o /”"1 L 4=l
o (1+e)ntl @ 2n (1+2)n —  2n”™

Par suite, on a :

1 2n —1
In+1 = In - %In = TITL
De plus, on a I; = [arctan(t)]{ ™ = 5, donc, de proche en proche, on obtient :
2n — 3
I, = - I, 4
2n — 2
2n—32n —5

2n—32n —5 1
nm—22n—4"""2
(2n —3)(2n —5) x ...
(2n—2)(2n—4) x ...

T
2°2

Or,on a :
(2n—-3)2n—-5)x...x1  (2n—2)2n—-3)(2n —4)(2n —5) x ... x 2 x 1
(2n—2)2n—4)x...x2 (2n —2)(2n —4) x ... x 2)2

(2n —2)!
i D)2

1 [(2n-2
22 p-—1)

1 (202
=g\ pn_1)"

d’ou, au final :

Exercice 10.

+oo
Montrer que l'intégrale / cos(tz) dt est convergente puis qu’elle n’est pas absolument conver-
0

gente.
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La fonction ¢ — cos(t?) est continue sur [0, +oo[. Ainsi, elle est continue sur le segment [0, 1] donc
l'intégrale fol cos(t?) dt converge. Considérons I'intégrale sur [1,+o0].

+oo
On effectue une intégration par parties pour prouver la convergence de / cos(tz) dt. On
1 S——

=5 (2t cos(t?))

pose :
u/(t) = 2tcos(t?)  w(t) = sin(t?)
1 1
t = — 7 t = ———=.
Alors u, v sont C! sur [1, +ool; le produit uv est défini en 1, vaut u(1)v(1) = 1 sin(1) en ce point
_ sin(t?)
et U(t)?}(t) =~ m} 0.
Ainsi, par intégration par parties, ffoo "Mo(t)dt = f1 cos(t?) dt et f w()v'(t)dt =
1+°° Slg té ) dt sont de méme nature.
Etudions cette seconde intégrale : la fonction g : t — — Sigif) est continue sur [1, +00] et en +00,
ona:
sin (t2 11
lg(t)| = % 3 p intégrable sur [1, +oo[ d’apres le critére de Riemann en + 0o
Ainsi, par comparaison, g est intégrable sur [1,+oo| et donc les intégrales 1+°O Slgg ) 4t et

1+°O cos(t?) dt sont convergentes.
Il en résulte, par la relation de Chasles, que f0+°° cos(t?) dt converge.

Montrons que f0+°° | cos(t?)] dt diverge.
Pour k € Z, on a, pour tout © € [—% + km, 3 + kn], | cos(z)| > 1.

R R

I n P ar n sn n st &n 100 m
T 7 T E T ks T T T = T

Alors, en considérant la fonction g : R. — R continue par morceaux sur R, définie, pour ¢ € Ry :

o(t) = {; sit€ Upenlv/—5 +km, /5 +Fkr]
0

sinon,

on a, pour tout t € R, |cos(t?)| > g(t).

N A A
MV | pit

st mn n o 10n 7
¥ T T T T T T

Montrons que la fonction g est d’intégrale divergente sur [0,4o00[ ce qui nous permettra de
conclure par comparaison.
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Pour k € N*, on pose uy = / g(t) dt, on a alors :
/—F+kn

NET
U/CZ/ i 1dt=;(\/§+kﬂ—\/—g+k‘ﬂ>.

V/~E+kr 2

De plus, on a, pour tout n € N*, d’apres la relation de Chasles :

I

0

Or,on a :

1 I T
1 1

- “§7<(”%)2‘<l‘$)2>
_ vk 2 ! y 1
- S (rwren @) - wn ()
= @ (ijk + s <11€>>
Uk ~ ﬁ
toe VE

Par suite, d’apres le critéere de Riemann % < 1, la série 21@1 uy diverge et, comme elle est a
termes positifs, elle tend vers +oo, et donc

/gmg(t)dt VT

; 2\[+Z k—>—|—oo

Ainsi, l'intégrale O+OO g(t) dt diverge. En effet, on a, pour z € Ry avec 2 > /T et n = | = ;%L
comme x — 400 implique n — +00 :

/Oxg(t)dtz/\/m (£) dt —— +o0.

0 T——+00

Par comparaison de fonctions positives, il en résulte que 'intégrale f0+oo | cos(t?)| dt diverge.

b. Changement de variable

Dans ce paragraphe, on considére —oco < a < 8 < +o0.
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,(Théoréme 6.) Changement de variable

Soit f € C(Ja,b[,K) et ¢ : ]a, B[—]a,b] une fonction de classe C!, bijective et strictement

b B
monotone. Les intégrales / f(@)dt et / (f o) (u).¢'(u) du sont de méme nature. En cas de

convergence, on a :

b B
— si ¢ est croissante : / ft)dt = / (fop)(u). (u)du;

b o
— si ¢ est décroissante : / fi)det = /ﬁ (f o p)(u).' (u) du.

On rappelle que la démonstration du théoreme de changement de variable pour 'intégrale sur
un segment repose sur la formule de dérivation d’'une composée de fonctions et le théoréme fon-
damental de I’analyse et que ’hypothése ¢ de classe C! seule suffit.

Pour I’énoncé dans le cadre d’une intégrale généralisée que nous devons prouver, nous aurons
toutefois besoin des hypotheses supplémentaires de bijectivité et de stricte monotonie de la fonc-
tion ¢. Allons-y :

On se place ici dans le cas ot lintégrale n’a de “probléme” qu’en b. On traite le cas général en
coupant lintégrale en deux et en utilisant ensuite la relation de Chasles.
De plus, on traite dans la suite le cas ¢ strictement croissante, celui ot p est strictement dé-
croissante se prouve en appliquant le cas “strictement croissant” a —.

Soit f € C([a,b],K) et ¢ : [a, B[ [a, b une fonction de classe C*, bijective et strictement crois-
sante.

Soit x € [a,b[. La fonction ¢ étant de classe C' sur le segment [a, z], on effectue le changement
de variable sur un segment ¢t = p(u) sur l'intégrale f; f(t)dt, pour obtenir :

* ¢ ()
/ f(t)dt = / |, Jetu)e

Les nombres ¢~ 1(a) et ¢~ !(z) étant bien définis car ¢ est bijective de [a, 3] dans [a,b[. On pose
o' =7 (z) € [a, B

Comme ¢ est strictement croissante et bijective de [«, 8] dans [a, b], ¢
dans [o, B[;ona p~l(a) = aet:

~1 est lest aussi de [a, b]

limz' =lime '(z) =8 et lim xz= lim p(z') =b.
z—b T—b z’'—f3 z’'—f

Par suite, par définition, les intégrales ff f(t)dt et ff f(p(u)¢' (u) du sont de méme nature, et,
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si 'une de des deux converge, on a :

/abf(t)dt _ nm/;f(t)dt

b B
/ foat = [ fow)e()ds

Exemple 4.

“+ oo
L’intégrale / sin(e') dt converge.
0

On effectue le changement de variable C! bijectif et strictement croissant u = e’ (ici, la fonction
est ¢ : u— In(u)). On a :

e y=1quand t =0 et u - +o0o quand t — +o0;

o di = %du.

sin(u)

—+o0 +oo
Ainsi, par changement de variable, les intégrales / sin(e’) dt et / du sont de méme
0 1

natures.

+00o o
Or, d’apres l'exemple 3, / sin(w)
1

—+oo
du converge, donc / sin(e') dt converge.
@ 0

Remarque : on pouvait également montrer la convergence de cette intégrale grace a une intégration
par parties bien sentie! (Exercice : le faire!)

Exercice 11.

2
1. Montrer, en utilisant un changement de variable, que / —— dt diverge.
1

In(t)

In(t)
1+¢2

+oo
2. Justifier la convergence de 'intégrale / dt puis la calculer grace au changement
0

de variable u = 1.
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1. On effectue le changement de variable licite u = In(t) < ¢t =e", carici,ona p:u+t =
o(u) = e qui est bien de classe C', bijective et strictement croissante de ]0,1n(2)] dans
11,2]. On a :

e u— 0quand t — 1 et uw =1n(2) quand ¢t = 2;
o dt =e"du.

2 1n(2) u
1
Et donc, les intégrales / ——dt et / — du sont de méme nature par théoreme de
1 0 @

In(t)

w QL2 In(2 2 N QLS .
Or, on a ~ % et l'intégrale fo ) %du diverge d’apres le critere de Riemann en 0;
uU—r

changement de variable.

In(2) _u
. € .
donc, par comparaison, / — du diverge.
0 u

2
Il en résulte que / 1 dt diverge.

1 In(?)
Remarque : on pouvait bien-sfir déterminer la nature de cette intégrale en remarquant
simplement que, comme, pour tout réel ¢ > 0, In(t) < ¢t — 1, on a, pour tout ¢t € ]1,2],
ﬁ > ﬁ ; d’ou la divergence de I'intégrale par comparaison a une intégrale de Riemann
en 1 divergente.

2. Commencons par justifier la convergence de 'intégrale :
On pose f :t — }1(:3 Alors f est continue sur ]0, +oo.

— en 0 : on considére fol f(t)dt. On a :

—In(t) 1
t = — = [0} i .
Ol =11 Ho+(\/z)
Or, fol % dt converge d’apres le critere de Riemann en 0 (% < 1) donc , par comparaison,

! f(t)| dt converge, d’ou ! f(t)dt converge.
0 0

— en +00 : on considére f;roo f(t)dt. La fonction est positive sur [1,+oo[ et on a, par
croissances comparées :

_tiln(t) In(t)
- 1+ ¢2 _t—::-oo

t%f(t) \;; t—+o00 L

d’ou : )
0= ()

Or, f1+°° %% dt converge d’apres le critere de Riemann en +oo (% > 1) donc, par com-

paraison, f1+oo f(t)dt converge.

oo In(t
Conclusion : d’apres la relation de Chasles, / n(t) dt converge.

o 1412
Passons au calcul de cet intégrale :
On effectue le changement de variable licite u = % &St = %, car ici, on a ¢ : u —
t = @(u) = + qui est bien de classe C', bijective et strictement décroissante de R} dans
lui-méme. On a :

e u — +oo quand t — 0" et u — 0 quand ¢ — +o0;

o dt = —% du.
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o > In(t) ¢ In(y) L :
Et donc, les intégrales dt et ——"— X | —— | du sont de méme nature
o 1+ +oo 14+ () u?

par théoreme de changement de variable, et donc convergent du fait que la premiere est
convergente, et on a :

[ [ ()
_ _/0 In(1) — In(u) du

too U+

+oo 1
= / 2 du
0 14 u?

oo In(t) i = oo In(t) q
e = - 112
0 0
Par suite, 2 f0+oo irjr(fz dt =0 d’ou :

+o0 1
/ nt) gy
o 141¢2

3. Intégration des relations de comparaison
Proposition 18.| Intégration des relations de domination/négligeabilité

Soit f € C([a,b[,K) et g € C([a,b], R) une fonction positive. On suppose f(t) = 75Q)b(g(t)).

b
e Si / g converge, alors f est intégrable sur [a,b[ et on a :
a

[swa= o, ([ s

b
e Si / g diverge, alors on a :
a

/ fydi= 0 (/:g(t) dt)

Ce résultat est toujours vrai lorsqu’on remplace les O par des o.

On suppose f(t) = tOb(g(t)). Alors il existe M € R% et A € [a,b] tel que, pour tout t € [A,b],
—
[F(B)] < Mg(?).
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e On suppose que f:g converge. Alors, comme f(t) = tOb(g(t)), on a |f(t)] = 75Ob(g(ﬁ))
— —

donc, par comparaison (Théoréme 2), f est intégrable sur [a, b].

De plus, pour tout x > A, on a :
b b b
[ 1o < [ o) ae<m [ g
T z S~ T
<Mg(t)

/:f(t)dt -0, </:g(t) dt) .

e On pose G : z +— f; g(t) dt la primitive de g qui s’annule en a.

On suppose que ff g diverge. Alors, comme g est positive, d’aprés la proposition 8 (qui
reste vraie en remplagant la borne +oo par b € RU {+00}), on a G(z) — oo
T—r

On a, en posant C' = ff(|f(t)| — Mg(t))dt :

[ 0w < [l
A

/ f(t)|dt+/;|i(f_)ldt

Mg(t)
A T
/ F()| dt + / Mg(t)dt
a A
—_——

=/ Mg(t)dt— [ Mg(t)dt

IN

IN

IN

IN

A T
/ (17(t)] — Mg(t)) dt + M / o(t) dt

IN

MG(z)+C.

/j £(1) dt‘

Or, G(x) — +00, donc il existe B € [A, [ tel que, pour tout > B, C < MG(x). Ainsi,
z—
pour tout z > B :

/: [0 dt‘ < 2MG(z) = 2M /;g(t) dt.

/jf(t) dt= 0 (/;g(t)dt) .

On raisonne de maniere analogue dans le cas petit o. O

Il en résulte que :
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Exercice 12.

r etz T
1. Montrer qu’en +oo, / = dt=o0 (/ et dt).
1 1

xr
2. En déduire un équivalent simple de / e’ dt en +0o0 (on pourra penser d utiliser une IPP).
1

2
1. On pose f : t — % et g1t — et”. Les fonctions f et g sont continues, positives sur

[1, 400l
En 400, on a, pour tout ¢ > 1, g(t) > 1 et f;roo 1dt diverge, donc, par comparaison,

1+°O g(t) dt diverge.

De plus,ona f= o (g) car

t——+o0

Ainsi, par intégration de la relation de négligeabilité (Proposition 18), on a :

[ Gau=[rwa=_o ([owa)= o ([ ).

2. Soit x € [1,+00[. On applique une intégration par parties (licite car sur le segment [1, z])

L0
t——+oo

2
a intégrale flm % dt en considérant les deux fonctions u, v de classe C! sur [1, ] telles que,
pour t € [1,z] :

Il

|

| %

+

(e

+

[N}
)\H

mﬁ

o

~

D’ou :
2

e ) o €t2

—:2/ etzdt—ke—/ —5 dt

T 1 1t

De plus, d’aprés la question 1, [)* et dt — o too car t s e’ est positive et 1+°° et dt
r—r+00

diverge. Donc e = o ( N et’ dt).

r——+00

z et2 z
De nouveau d’apres la question 1, on a / = dt= o / et dt).
1 1

r—+o0

Ainsi, on obtient :
2

67:2/ etzdt—i— 0 </ etht),
X 1 r—+o0 1
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d’ou :

et donc finalement :

Proposition 19.| Intégration de la relation d’équivalence
Soit f € C([a,b[,K) et g € C([a,b[, R) une fonction positive. On suppose f(x) ~. g(x).
z—>

b
e Si / g converge, alors f est intégrable sur [a,b] et on a :
a

/f dtx:b/ g(t) dt.

b
e Si / g diverge, alors f n’est pas intégrable sur [a,b] et on a :
a

/ fydt ~ / o(t) dt.

Le raisonnement est analogue a celui utilisé pour démontrer la proposition 18, mais reproduisons
le tout de méme ici :

On suppose f(t) ~ g(t).
t—b
e On suppose que fab g converge. Alors, comme f(t) ~, g(t), g étant positive, f est positive
t—
au voisinage de b et donc, par comparaison (Théoréme 2), f est intégrable sur [a, b[.

Soit € un réel strictement positif. Comme f(t) = (g(t)), il existe A € [a, b] tel que, pour
—
tout t € [A,b], |f(t) — g(t)] < eg(t). Alors, pour tout © > A, on a :

b

(f(t) —g(t))dt

/v (1)) dt
<eg(t

b b
f@w—/gmm

IN

IA
™
sz\
o

Q
=
S~—

Q.

=

d’ou :
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e On suppose que f;g diverge. Alors, comme f(t) 2 g(t), g étant positive, f est positive
—
au voisinage de b et donc, par comparaison (Théoréme 2), f est n’est pas intégrable sur
[a, b].
On pose G : x — f g(t) dt la primitive de g qui s’annule en a. Comme dans la démons-
tration du deuxieme pomt de la proposition 18, on a G(z) A—z? ~+00.
T—r

Soit & un réel strictement positif. Comme f(t) 2 g(t), il existe A € [a,b] tel que, pour
=

tout ¢ € [A,B], |£(t) — 9(t)] < £g(t). On a, en posant C = [A(|£(t) — g(t)] — Sg(¢)) dt :

b b
soa- [ swa < [ 100l
< / 10 |dt+/ £(0) - 9] dt
%g(t)
A T
< [lro-gwia+ [ Zawma
a A
=J7 s9(t)dt— [ §9(¢)dt
A T
< [ 10 -9l -cg®)at+ 5 [ g0
mf(t)dt—/bg(t)dt < gG(x)—FC.

Or, G(z) — oo donc il existe B € [A, b[ tel que, pour tout x > B, C' < 5G(x). Ainsi,
z—

pour tout = > B :
] b
| rwa- [

/: f®dt ~ [g(t) dt.

<eG(z) = E/w g(t)dt.

Il en résulte que :

Exercice 13.

Dans cet exercice, on cherche & déterminer un équivalent simple en 1~ de ¢ : 2 +— § —arcsin(z).

1. Montrer que, pour tout € | — 1,1] :

L |
olx) = /@ — dt.

2. En déduire un équivalent simple de ¢ en 17.
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1. Soit x € ] —1,1[. La fonction arcsin est une primitive de la fonction ¢ — ﬁ sur [z, 1] et

lim,_,; - arcsin(t) = arcsin(1) = 7, donc I'intégrale f: ﬁ dt converge et on a :
1 )

————=dt = |arcsin(t)]|, = arcsin(1) — arcsin(z) = p(x).

/x T [ )], (1) (z) = p(x)

2. On a:
1 1 1

VI8 JItivl—tto1- VavI—t

Or, fol ﬁ dt étant une intégrale convergente d’une fonction positive, par intégration de

la relation d’équivalence (cas de convergence), on a :

b
p(z) = /x Wepsrs dt

e /z \/ﬁ.\}ﬁdt: {ﬁM}l

or) ~ V21-=x

t—1—
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E&P

Exercices et problemes

Exercice 14.

Pour t € ]0,+oo[ et a € R*, on pose :

site]0,1]
sit>1.

fla,t)

I
—N—
|

Q‘HQ‘H"—‘

Et, pour a € R*, on note :
—+o0
F(a) = / fla,t)dt.
0
1. Déterminer le domaine D de définition de la fonction F.

2. Calculer, pour tout a € D, F(«).

1. Soit a € R*. La fonction ¢t — f(«,t) est positive et continue sur |0, 4+o00[ car, pour S € R,
t— t% est positive et continue sur ]0,1[ et [1,+oo[; et en 1, on a :

=

1= L= fa).

1(1

li t) =
Jim f(a,t) 0

Q=

+oo
Etudions la nature de l'intégrale / f(a,t)dt.
0

1 1
1
— en 0 : on considére / fla,t)dt :/ ey dt.
0 o tw
D’apres le critéere de Riemann en 0, cette intégrale converge si, et seulement si, é <1

ie.a>1oua<0.
“+ oo +o<>1

— en 400 : on consideére / flayt)dt = / = dt.
1 1
D’apres le critere de Riemann en +o0o, cette intégrale converge si, et seulement si, a > 1.
Par suite, d’apres la relation de Chasles, 0+°° f(a,t)dt converge si, et seulement si, o > 1.
Il en résulte que le domaine de définition de F est :

D =1, +o0].
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2. Soit o € |1, +00. D’apres la relation de Chasles, on a :

+oo
n@::A Flant) dt

“+o0
1
[ ww
1 t

|
— dt +
1
L1
-0

_ / at
o t

3 1 1+ 11

o 1=-1 o Ll—a'te!

_ < 1
a+1

1
a 1

e )*(“H?a)

Jr
a—1"

Fla) =

Probléme 1.

Etude d’une fonction définie par une intégrale de Dirichlet
paramétrée.
Dans ce probleme, on déterminera, dans un premier temps, les domaines de définition de deux
fonctions D et d définies par des intégrales paramétrées puis, dans un second temps, les limites

de D aux bornes de son domaine.
Puis, pour finir, dans une partie indépendante, on calculera la valeur de 'intégrale de Dirichlet.

Notations

Pour z € R, on note, lorsque cela & un sens (et c’est objet du probléme!) :

T gin T Isin
D(x) = /O O gt et d) = /0 [sin@] 4,

On pose Dp (respectivement, Dy) le domaine réel de définition de D (respectivement, de d) i.e.
Dp = {z € R| lintégrale D(x) converge } et Dy = {x € R| lintégrale d(z) converge },

et, de plus, on pose D, = Dp NR, et DF = Dy NR,.
1. Une condition suffisante de convergence d’intégrales

1. Soit a, B € R, a € RY et u : [a,+00[ — C une fonction dérivable sur [a,+oo[ telle que
u(t) = , O (t%). On considere l'intégrale généralisée :

—400
+oo ./
t
/ “ti) dt.

On suppose a > . Montrer que cette intégrale converge.

2. En déduire la convergence des intégrales suivantes :
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t

o [

L Vi
+oo R
(c) / et dt;
1

2. Domaines de définition de D et de d.

A. Etude du domaine de D pour les réels positifs.

sin(t)
tl

—+oo
3. Montrer que l'intégrale / dt diverge si x = 0 et converge si x > 0.
1

sin(¢)

1
4. Déterminer pour quel x € R l'intégrale / dt converge.
0

5. En déduire I'’ensemble Dg i.e. Pensemble de définition de D restreinte aux réels positifs.

B. Etude du domaine de d pour les réels positifs.

! sint)

6. Justifier succinctement que 'intégrale /
0
x € R que celles trouvées dans la question 4.

o [sin(t)]

dt converge pour les mémes valeurs de

7. Montrer que l'intégrale / dt converge si x > 1.

1
8. Soit z € [0, 1].
(k+1)m

(a) Calculer, pour k € N*, / | sin(¢)| dt.
km

(b) Montrer que, pour tout k € N* :

(k4+1)m | o
2 S/ | sin(t)] gt
(k+ 1)zn= % e

s

(¢) En déduire que, pour tout entier n > 2 :

%"‘1 . 11 i S/m |sinz(t)|dt.
e SN T A
+oo : t
(d) Montrer que / @#dt diverge.
1

9. Déduire des questions précédentes I’ensemble D:{ i.e. 'ensemble de définition de d restreinte
aux réels positifs.

C. Utilisation du critére de Cauchy pour le cas des réels strictement négatifs

10. Soit a € R et f € Cp([a, +oo[, R).
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+oo
(a) Montrer que si / f(t)dt converge alors, pour toute suite (uy)nen & valeurs dans
a

+oo
[a, +00[ qui tend vers +oo, / f(t)dt —— 0.

n—-+oo
“+o0
(b) En déduire que si f(t) dt converge alors, pour toutes suites (uy)nen, (Vn)nen &

a
valeurs dans [a, +oo[ vérifiant, pour tout n € N, u, < v, et uy, —+> +o00, on a
n—-+0oo

/u F(t)dt ——— 0.

n—-+oo

11. Soit x un réel négatif.
(a) Montrer que, pour tout n € N*,

/(”H)’T sin(t) dgt

t.’L’

> 2.

T

sin(t)

tI
Remarque : dans la question 10, nous avons prouvé et utilisé un cas particulier de I'implica-
tion directe (qui se démontre de maniére relativement similaire) du critére de Cauchy pour les
intégrales généralisées (dans le cas b = +00) et qui s'énonce de la fagon suivante :

+oo
(b) En déduire que / dt diverge.
0

b
Soit a € R, b € RU {400} avec a < b et f € Cpn([a,b],C). L'intégrale / F(t)dt

a
converge si, et seulement si, pour tout ¢ > 0, il existe A € [a, ] tel que, pour tous
u,v € [A,b] vérifiant u < v, on a :

/uv f(t)dt‘ <e.

L’implication réciproque se démontre en utilisant la convergence des suites de Cauchy a valeurs
dans ’espace complet R, notions qui ne sont pas au programme.

D. Conclusion.

12. Déterminer les domaines de définition Dp et D, des fonctions D et d.
3. Limites de D aux bornes de son domaine de définition

A. Signe de D et calcul de sa limite en 2~
1—cos(t) . *
— siteR
On pose g : t+— <, t2 ) .
5 sit#0
12. Montrer que la fonction ¢ est continue, positive sur R et qu’elle admet un minimum
strictement positif sur I'intervalle [0, 7].

+oo
t
13. Montrer que, pour tout z € ]0, 2|, I'intégrale / ;;(—)1 dt converge et que :
0
+oo
D(z) = x/ 9(t) dt
0 tz—1
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14. En déduire le signe de D sur 0, 2].

15. Montrer que, pour tout z € ]0,2[, on a, en notant m la valeur minimale prise par g sur

[0,7] :
7.r27x

D(z) > mal—;

2—=x

puis en déduire la limite de D(x) quand « tend vers 2~.

B. Calcul de la limite de D en 0T

16. Calcul de la limite de x — / sin(t dt n 0T

1-1 sitelo,1]

Dans cette question, on note h : t —
In(t) site]l,Z]

[N

(a) Montrer que h est continue positive sur |0, 5] et que I'intégrale / h(t)sin(t) dt
converge. 0

(b) Pour t € ]0, Z[, on considere, sur [0, 1], la fonction ¢; :

1‘.
i. Montrer que, si t € |0, 1], la fonction ¢; est convexe sur [O7 1] et que, sit € |1, 7],

¢ est concave sur [0, 1].
ii. En déduire que, pour tout x € [0,1] et tout ¢ € ]0, Z[ :

1
. 1‘ = pi(x) < h(t).x
(c) Montrer que :
" .
/2 sin(t) dtf/2 sin(t) dt| —— 0,
0 tr 0 z—0t
sin(t)

puis en déduire que x — / dt admet une limite finie & déterminer quand

x— 07T,
16bis Question pour les 5/2 ou d faire par la suite aprés avoir vu le théoréme de convergence
dominée. Pouvait-on obtenir cette limite par application du théoréme de convergence do-
minée (version continue) ?

sin t) dt en OF.

17. Calcul de la limite de x — /

(a) En effectuant une double intégration par parties justifiée, montrer que, pour tout réel

xz>0: N o N
°° sin(t) 2\° °° sin(t)
/1 " dt == (w) —z(x+1) /72r e dt.
+oo 0 sin(t)
(b) Pour un réel z > 0, calculer / —75 dt. En déduire la limite de / o de
3 3

quand z tend vers 0T.
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17bis Question pour les 5/2 ou d faire par la suite aprés avoir vu le théoréme de convergence
dominée. Pouvait-on obtenir cette limite par application du théoréme de convergence do-
minée (version continue) ?

18. Conclusion. Déduire des questions 16 et 17 la limite de la fonction D en 0F.

4. Valeur de l’intégrale de Dirichlet
sin(t)

400
Le but de cette partie est de déterminer la valeur de D(1) = / dt, connue sous le nom
0

d’intégrale de Dirichlet.

A. Un cas particulier du lemme de Riemann-Lebesgue
Soit f : [0, %] — R une fonction de classe C'* sur [0, Z].
19. (a) Montrer que, pour tout n € N, on a :

£(0)
2n+1 " 2n+1

/g f(t)sin((2n + 1)t) dt = / F/(t) cos((2n + 1)t) dt.
0 0

(b) En déduire que : ]
[ ssinen+ vt ——o

n—-+o0o

Remarque : dans la question 19b, nous avons prouvé un cas particulier du lemme de Riemann-
Lebesgue qui s’énonce de la facon suivante :

Soit I un intervalle de R et f € Cpp (I, C). Si f est intégrable sur I, alors :

/f Je'tt dt ——0.

Ce qui implique par exemple que la transformée de Fourier (on en parlera succinctement au
chapitre concernant les intégrales & parameétre) d’une fonction intégrable sur R admet des limites
nulles en Foco.

Dans toute la suite du probléme, on note :

1 1
—sur 0, 3], F:t—

sin(t) ¢

2 sin((2n + 1)t)
sin(t)

B. Une expression de l’intégrale partielle de Dirichlet

— pour n € N, sous réserve d’existence, I,, = / dt.
0

20. (a) Montrer que, pour tout n € N, 'intégrale I,, converge.
(b) Calculer Iy, puis, pour n € N*, déterminer la valeur de I, — I),_1.
Indication : on pourra penser d utiliser la formule sin(a) — sin(b) =
(¢) En déduire, pour tout n € N, la valeur de I,,.

21. (a) Montrer que F' est continue sur |0, 5] et qu’elle est prolongeable par continuité en 0
par une valeur ¢ € R & déterminer.

Dans la suite du probléme, on notera encore F' la fonction ainsi prolongée sur [0, %]

2
par F'(0) =
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(b) Montrer que, pour tout n € N, on a :

3 2n+1)Z .
/2 F(t)sin((2n + 1)t) dt = g _/ 2 sin(u) .
0 0

u

C. Calcul de lintégrale de Dirichlet

22. Montrer que le fonction F' est de classe C* sur [0, 5] (prolongée par F(0) = c).

23. En déduire que l'intégrale de Dirichlet vaut g ie.

D(1) = /om sin(®) g, —

T
t 2"

Etude d’une fonction définie par une intégrale de Dirichlet
paramétrée.

1. Une condition suffisante de convergence d’intégrales

1. Soit a, 8 € R, a € R% et u : [a,+00[ — C une fonction de classe C* sur [a, 00| telle que

u(t) = tﬁOﬂo(tﬂ). On suppose a > (.

On effectue une intégration par parties pour prouver la convergence de f toou ((f) dt.

a t
On consideére la fonction u de 1’énoncé et la fonction v : ¢t +— t% qui sont toutes deux de
classe C! sur [a, +oo[. De plus, uv admet une limite finie en a car u et v sont continues en
a et, on a, comme o — 3 > 0 :

1
U(t)v(t) - tT - t%QFOO (toé—ﬂ> t——+o0o U

Ainsi, lintégration par parties est licite et donc, les intégrales f;oo u' (H)v(t) dt et
f:_oo u(t)v'(t) dt sont de méme nature.

Montrons que l'intégrale fa+oo u(t)v'(t) dt converge. On a :

Or, d’apres le critere de Riemann en +oo, comme o« — 5+ 1 > 1, f:oo ﬁ dt converge

et donc, par comparaison, f:_oo u(t)v'(t) dt converge absolument, d’ou f:roo u(t)v'(t) dt
converge.
u

+o0 /(t) +oo
Par suite, / - dt = / o' (t)v(t) dt converge.
a a
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2. (a) Onpose a =1€ R et u:t > sin(t) qui de classe C! sur [a, +oo[ (et méme de classe

C) et vérifie u(t) = O (1 ). On a alors, pour ¢ € [a,+o0] :
t——+o0 \/-’:to

+oo
cos
donc, d’apres la question 1, comme 1 > 0, 'intégrale / % dt converge.
1

(b) On pose a =1 € R% et u:t > —ie qui de classe C'' sur [a, +oo[ (et méme de classe
C™®) et vérifie u(t) = O (_ 1 ). On a alors, pour t € [a, +0] :

t—+o0
=t0

+oo it
donc, d’apres la question 1, comme % > 0, l'intégrale : % dt converge.
(c) On pose a=1€R% et u:t > e quide classe C* sur [a, +00[ (et méme de classe

C'™) et vérifie u(t) = , Q_ (_1 ). On a alors, pour t € [a,+o0] :
— 100 =™~

it?

+0

W(t)  te e

+oo
donc, d’apres la question 1, comme 1 > 0, 'intégrale / et dt.
1

2. Domaines de définition de D et de d.

A. Etude du domaine de D pour les réels positifs.

3. — Siz = 0, comme la fonction cos est une primitive de sin et qu’elle n’admet pas de limite
en +oo (par exemple, par contraposée de la caractérisation séquentielle de la limite car

L 0 sin(t) too _
cos(nm) = (—1)™ pour tout n € N), 'intégrale 20 dt = sin(t) dt diverge.
1 1
— Soit > 0. On pose a = 1 € R% et u : ¢t — —cos(t) qui de classe C! sur [a,+o00[ et
vérifie w(t) = O ( 1 ). On a alors, pour ¢ € [a,+o0] :
t— 400 S~~~

=t0

u'(t)  sin(?)

T t*

)

*° sin(t)

+
donc, d’apres la question 1, comme z > 0, l'intégrale / dt converge.
1

sin(t)

4. Soit x € R. La fonction ¢t — =3

En0O:ona

est continue sur |0, 1].

sin(¢) t 1

~ o
R
Or, d’apres le critéere de Riemann en 0, fo ”%1 dt converge si, et seulement si, x —1 < 1 i.e.

) L sin(t) . .
x < 2 et donc, par comparaison, = dt converge si, et seulement si, z < 2.
0

o1



sin(t)
tl}

—+o0
5. Pour z € Ry, puisque, d’apres la question 3, / dt converge si, et seulement si,
1

1 .
sin(t
x > 0, et, d’apres la question 4, / JE ) dt converge si, et seulement si, x < 2; d’apres la

0

+oo

sin

relation de Chasles, / tf ) dt converge si, et seulement si, 0 < x < 2.
1

Par suite, D}, = 10,2[.

B. Etude du domaine de d pour les réels positifs.
6. On a ]0,1] C [0,7] et sin est positive sur [0,7] donc, sur |0, 1], |sin| = sin. Par suite,
1
t
/ ‘blilm( ) dt = / bl?i dt converge si, et seulement si, x < 2 d’apres la question 4.
0 0

7. La fonction t — M

En +oc0 :on a

est continue, positive sur [1, +ool.

[sin(t)] _ 1
tT ot

5 R . 1 . .
Or, d’apres le critere de Riemann en +oc0, fo t% dt converge si x > 1, donc, par comparaison,
+oo | o3
. sin(¢
siz>1, / % dt converge.
1

8. Soit = € [0,1].
(a) Soit k € N*. La fonction |sin| est m périodique, donc, en effectuant le changement de
variable de classe C' uw =t — km, on obtient, sin étant positive sur [0, 7] :

(k+1)m I
/ |sin(#)| dt / | sin(u + k)| du
k 0

/ | sin(u)|du
0

= /07T sin(u) du

= [ cos(w)]
—cos(m) — (— cos(0))

|
>

(k+1)7
/ |sin(t)]| dt
k

us

(b) Soit k € N*. Comme la fonction u — - est décroissante sur R%, pour tout t €
km, (k+1)x|, = > L — L___ donc, par croissance de I'intégrale, on obtient,
o (ZS) CESYEE
d’apres la question précédente :

/ 0T [sin(0)] o 1 /(’““)”'Sm(t) w2
ke tr (k+1)27% Jin (k + 1)7me

(c) Soit n € N avec n > 2. En sommant I'inégalité obtenue & la question précédente de
k=1an—1, on obtient, d’apres la relation de Chasles de proche en proche :

2 — — (k+1)m ‘sm | nr ‘Sin(t)|
— dt = ——dt.
IE:: k—|—1 ;k—klmﬂmz/k /Tr tx

52



(d) La série a termes positifs >, <, m diverge par comparaison a la série de Riemann

divergente Y-, & (z < 1) car donc la suite de ses sommes par-

1

(k+1)® k—4o00 kz’
tielles tend vers +o0.

Par suite, on a :

n—1

" |sin(t)| 2 1
dt > g 0.
[ L

. x . L
Or, si z — 400, n = | —| = +o00, dong, par croissance de I'intégrale, on a :
™

/'Sm()|dt>/ |Sl?w(t)|dt +o0.

tr

| sin(?)]
tl}

Par suite, par définition, f:w dt diverge, et donc, d’apres la relation de Chasles,

/+OO |sin(®)] dt diverge.
1 tr

9. Pour x € Ry, d’apres les questions 7 et 8d, /
1

o |sin(t)]

dt converge si, et seulement si,
x> 1.
Il en résulte que D = |1, +o0].

C. Utilisation du critére de Cauchy pour le cas des réels strictement négatifs

10. Soit a € R et f € Cppn([a, +oo, R).

+oo
(a) On suppose que / f(t) dt converge. Notons ¢ = f:oo () de.

Smt (un neN une suite & valeurs dans [a, +0o[ qui tend vers +oo. Par définition, on a
f flt)de —+> £. Ainsi, d’apres la caractérisation séquentielle de la limite,
T—>+00

comme u, — +00, on a F(u,) — /.
n——+o0o n—-+o00
Ainsi, d’apres la relation de Chasles, on a :

/u+°° ft)dt = /a+°0 F(6)dt — /aun F)dt = € — F(u,) — 0.

n—-+o0o
n

+oo
(b) On suppose que / f(t)dt converge.

Soit (tn)neN, (Vn)nen des suites a valeurs dans [a, +00[ vérifiant, pour tout n € N,
Up < Uy €6 Uy —+> +00.

n—-+oo
Alors, par comparaison, vy, —+> 400 et donc, d’apres la relation de Chasles, on a,
n—-+0oo
d’apres la question précédente :

/f t)dt = /+oof(t)dt—/u+oof(t)dt—>0—0—0.

n——+oo
n

11. Soit x € R*.
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(a) Soit n € N*. Sur [n, (n + 1)7], on a sin = (—1)n|sin|, donc :

(n+1)7 _: (n+1)7 | o (n+1D)7 | o3
/ sin(t) gl = (_1)n/ | sin(¢)| gt :/ | sin(¢)| it

X
t T ™

s

De plus, comme z < 0, la fonction u +— u% = u~ 7 est croissante sur R, donc, pour

tout ¢t € [n, (n+ 1)7] C [1,+o0], = > 1.
Par suite, on a, par croissance de 'intégrale et en utilisant le résultat de la question

8a :
(D7 gin(t) (DT | gin(¢)|
dt| = —=dt
I
(n+1)7
> / | sin(t)| d¢
(D7 gin(t)
dt| > 2.
Jo T

(b) Comme z < 0, t +— S”?# est continue sur [0, +o0].

Pour n € N, on pose u,, = nw et v, = (n+ 1)m. Alors (4 )nen, (Vn)nen sont des suites

a valeurs dans [0, +o0o[ qui vérifient, pour tout n € N, u,, < v, et uy, —+> +00.
n——+0o0

Or, d’apres la question précédente, on a, pour n € N* :

Un gin(t (n+1)7m _: t
/ SH;E)dt’ _ / sin(t) dt

t:C
n

> 2

)

T

ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +oo.

donc,

Vn gin(t
/ 0 g

sin(t)
tI

dt

+oo
Ainsi, par contraposée de l'implication démontrée a la question 10b, /
0

diverge.

D. Conclusion.

12. — D’aprés le résultat de la question 5, Dp NRy = Df = ]0,2[ et d’aprés la question 11,
Dp NR* = (). Par suite :
Dp =10,2[.
— D’apres le résultat de la question 9, DyNR, = D:{ =11, 2[. De plus, si une intégrale est
absolument convergente, alors elle converge ; donc, par contraposée, pour tout x € R* |

+oo ; +00 | s

Sin (¢ Sin (¢

comme / M?i ) dt diverge, alors / [sint)] bl?x( ) dt diverge. Par suite :
0 0

Dy =11,2].

3. Limites de D aux bornes de son domaine de définition

A. Signe de D et calcul de sa limite en 2~
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12.

13.

La fonction g est continue sur R* comme quotient de fonctions continues dont le dé-
nominateur ne s’annule pas sur R*. Comme 3 > 0 et, pour tout ¢t € R*, cos(t) < 1,
g(t) = 1_2723(” > 0; d’ou g est positive sur R.

Reste a montrer la continuité de g en 0. On a, pour t € R* :

2
o Locos) 10T H 00 0
=" B t2 2

Par suite, g est continue en 0 et donc sur R.

(1) 9(0).

1
t—0 5

En particulier, g est continue sur le segment [0, 7] donc, d’aprés le théoréme des bornes
atteintes, g est bornée sur [0, 7] et atteint ses bornes sur cet intervalle, d’ou g admet un
minimum disons m sur [0, 7].

Justifions que m > 0. Comme g est positive sur R, il suffit de montrer que g est strictement
positive sur [0, 7]. Tout d’abord, g(0) = £ > 0 et, pour tout ¢ € ]0, 7], cos(t) # 1 car cos
n’atteint la valeur 1 que sur ’ensemble 27Z. Par suite, pour tout ¢ € [0, 7], g(t) = 172725@) +
0 et donc g(¢t) > 0.

Il en résulte que m > 0.

Soit z € ]0,2].
Pour tout ¢ € |0, +oo[, on a :
g(t) 1—cos(t)

tr—1

tx+1

On effectue une intégration par parties en posant, pour ¢t € ]0, +o0| :

u(t) = 1 — cos(t)

1
Ipy
Y (t) T opatl

ot les fonctions u et v sont bien de classe C*

1 — cos(t)

u(tyu(t) = ——

t—+oo

—+oo —+oo
Ainsi, lintégration par parties est licite, d’ou / w(t)v' (t)dt = /
0 0

/;OO o/ (t)u(t) dt = /O+°° 7Simnt($t)

u'(t) = sin(t)

o(t) = ——

xt®

sur ]0, +oo[ et vérifient :

2—zx
= t2:1: —— O carx < 2.
t—0+t

——0carz>0et 0<1—cos(t) <1.

g(t)
tx—l

dt et

dt¢ sont de méme nature.

Or, comme z € ]0,2[= Dp, l'intégrale D(z) = f0+oo S”tl# dt converge et donc, par linéarité,
f0+°° —% dt converge.
Par suite, 0+°° t%.(f)l dt converge et on a, par intégration par parties :
+oo +oo .
t Sin(?
/ 90 4 = [ultp@E™ - / _sin(®) g
0 e 0 xt*
1 [T sin(t
= (0—0)+—/ i) g,
T Jo t®
+oo
t 1
/ 90 4 = lpw)
0 T a5
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14.

15.

+oo
t
Il en résulte que D(x) = x/ 9(t) dt.
0

g9(t)
tzfl

—+o0
Soit = € ]0,2[. D’apres la question précédente, D(z) = x/ dt. Or, d’apres la
0

question 12, g est positive sur R donc ¢t — fr(f)l est positive sur R. Ainsi, par croissance de

lintégrale, f0+°o tgx(f)l dt > 0 et donc, = étant positif, D(z) > 0.
Par suite, D est positive sur ]0, 2].

Soit x € ]0,2[. On note m la valeur minimale prise par g sur [0, 7] : Alors, on a, d’apres la

e g(t) " g(t) ()
question 13 D(z) = x/ dt > x/ = dt car la fonction t — £ est positive
0 0

tz—l
sur Ry. Ainsi, la fonction ¢ — -+ étant intégrable sur ]0,7] car  — 1 < 1 (Critére de
Riemann en 0), on obtient, par croissance de l'intégrale :

D(z) > :E/Oﬂ 9(t) dt

tx—l

s
> x/—mdt
tmfl
0

t27:b w
2—z|,

7T.2—95

2—2x

D(z) > zm

Déterminons alors la limite de D(z) quand z tend vers 2.

On a zmm?~* —2> 2m > 0 car m > 0 d’apres la question 12.
z—2—

Par suite, d’aprées la question précédente,

w2z 2m

D(z) > am +o0

~Y
2—2 =2 2—x 52—

Ainsi, d’aprés le théoreme des gendarmes, D tend vers +o0o en 2.

B. Calcul de la limite de D en 0t

16.

2 sin(t)
tft

Calcul de la limite de x© — / dt en OF.
0

(a) La fonction h est continue sur ]0,1[ et ]1,Z]; de plus h(1l) = 0 et lim,_,1+ h(t) =
In(1) = 0 donc h est continue en 1. Par suite, & est continue sur ]0, 7].
On a, pour t € ]0,1], + > 1, donc h(t) > 0; et pour ¢t € ]1, %], h(t) = In(t) > 0; d’out
h est positive sur |0, F].
3
Montrons que l'intégrale / h(t) sin(t) dt converge. Comme la fonction sin est continue

0
positive sur |0, 5], t — h(t)sin(t) est continue positive sur cette intervalle comme

produit de fonctions continues positives.
EnQO:ona

1
A(t)sin(t) ~ —t=1—>1
x—0 z—0

o6



donc ¢ — h(t) sin(t) est prolongeable par continuité en 0 ce qui implique que l'intégrale
2
/ h(t) sin(t) dt converge.
0

(b) i Pourt € R%, la fonction z — £ — 1 est de classe C* sur [0,1] et on a, pour tout
z€10,1] :
a2 /1 ) _ n@®?
da? \ t* I
Ainsi :

— pour ¢t € ]0,1], on a, pour tout x € [0, 1], t% > 1, donc pi(x) = t% —1,dou:

In(t)?
o (z) = — =
Donc ¢y est convexe sur [0, 1];

— pour ¢ € ]1, §], on a, pour tout = € [0, 1], t% <1, donc pi(z) =1— t%, d’ou :

In(t)?
pt(z) = ——2— <0.
Donc ¢, est concave sur [0, 1].
ii. — Soit ¢ € ]0,1]. Comme, d’aprés la question précédente, p; est convexe sur

[0,1], sa courbe est en dessous de sa corde qui relie les points d’absisses 0

et 1 et d’ordonnée ¢;(0) = 0 et (1) = 1 — 1 qui est donc d’équation y =

($-1)-0
-0

24 0= (3 — 1)a. Par suite, on a, pour tout = € [0,1] :

¢i(x) < (5 — D)z = h(t)z.

S

— Soit ¢ € ]1,7]. Comme, d’apres la question précédente, ¢; est concave sur
[0,1], sa courbe est en dessous de sa tangente en 0 qui est d’équation y =
©1(0)(z — 0) + ¢+(0) = In(¢t)x. Par suite, on a, pour tout x € [0,1] :

i(x) < In(t)x = h(t)z.

Par suite, pour tout ¢ € ]0, Z] et pour tout x € [0,1], on a :

ti”” — 1‘ = @i(z) < h(t)z.

(c) Soit € [0,1]. On a, d’apres la question pécédente :

/2 SIn®) g /2 sin(t)dt| < /2 (1 - 1) sin(t) dt
o 1 0 o \t*
21 .
< / — — 1|sin(t) dt
o It*

VAN
N
8
=
—~
~
~
2z
=
=
~
o
~~

A
&
=
—
~
~—
=,
=
=~
~—
(oW
1SS
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Or, d’aprés la question 16a, lintégrale fog h(t)sin(¢t)dt converge, donc
x fog h(t) sin(t) dt ——0. Ainsi, d’apreés le théoréme des gendarmes :
z—0

/ ’ Slnft) dt — / * sin(t) dt
o t 0

— 0.
z—0t

Il en résulte que :

T

/g S0 43— 7 sin(t)dt = [ cos(®)] = 1.
0

t z—0t 0

16bis Pour pouvoir appliquer le théoréme de convergence dominée (version continue), il nous faut
une fonction de domination admissible de f(t) = 5”;# pour z € [0,1]. Or, la fonction sin
étant concave sur [0, 7], on a, pour tout ¢ € [0, §], sin(t) <t car la courbe de sin est en des-
sous de sa tangente en 0. Ainsi, |f,(#)] <t'7% <1 car # < 1. Comme la fonction constante
en 1 a le bon goiit d’étre intégrable sur ]0, 7], on peut donc s’essayer a la vérification des

hypotheses du théoréme :

jus

e pour tout = € [0,1], f, est continue sur ]0, 7].

e pour tout ¢ € ]0, 5], on a

in(¢
sin(t) — sin(t)
w® z—0t

fr(t) -

et sin est continue sur |0, 7] ;
e On a, pour tout = € [0,1] et pour tout ¢ € |0, 5], comme vu précédemment :

If=(®)] <1=g(t) hypotheése de domination

et g :t+ 1 est intégrable sur |0, §] car continue sur le segment [0, 7].
Ainsi, d’apres le théoréme de convergence dominée (cas continu), les f, et sin sont inté-
grables sur ]0, 7] (on le savait déja!) et on a :

3 3 z
li «(t)dt = li «(t)dt = in(t)dt = 1.
Jim [T pwar= [T im f@a= [T sne

+oo i
t
17. Calcul de la limite de x +— / % dt en 0.
5

(a) Soit x € RY.
— On effectue une premiere intégration par parties en posant :
W' (t) =sin(t)  u(t) = —cos(t)
o)== V() =——

tx - t:z:+1

ot les fonctions u et v sont bien de classe C* sur [3,+oo[ et vérifient :

—
cos(t) | t—=3%

—— 0carz>0et —1<cos(t) <1
t—+o00

o8



—+o0

Ainsi, 'intégration par parties est licite, d’ou / o (t)u(t)dt = /

= P t*
2

too , 0 cos(t) .
et / u(t)v'(t)dt = / Tt dt sont de méme nature et donc sont conver-

2
gentes car, d’apres la question 3, f1+

de Chasles f;oo Si‘t‘,ﬁt) dt converge.
2

Ainsi, par intégration par parties, on a :

00 sin(t)
tT/

dt converge, d’ou, d’apres la relation

0 sin(t)
t.’II

at = (- |

+oo t
S P
3

R

z ot
o : o 29 cos(t)
— On effectue une seconde intégration par parties sur l'intégrale / eS| dt en
posant : ’
u'(t) = cos(t) u(t) = sin(t)
1 g z+1
u(t) = ST v'(t) = sy
ot les fonctions u et v sont bien de classe C* sur [3, +oo et vérifient :
o\T+1
— (2 .
sin(t) | t—=% (%)
u(t)v(t) =
tz+1 g
——0carz+1>0et —1<sin(t) <1.
t—+oo
too 0 cos(t)
Ainsi, I'intégration par parties est licite, d’ou / u'(t)v(t)dt = / — dt

2 2

Foo , +oo sin(¢) .
et u(t)v' (t) dt = —(z+1) s dt sont de méme nature et donc sont

2 2

400 o
) N BN o IR q . COb(t) ,
convergentes car, d’apres la premiere intégration par parties, eS| dt Dest.
5
Ainsi, par intégration par parties, on a :
o0 +00 .
cos(t) +oo sin(t)
/E fot 1 dt = [u(t)v(t)]% - /. —(z+1) = dt
2 2

2\ "t 0 sin(t)
_ _<7T> +(x+1)/£ otz dt.
2
Il en résulte que :

0 sin(t) 20 cos(t) 2\ "t 0 sin(t)

s

2 2 2
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+oo 1

(b) Soit x € R%. Ona 242 > 1 donc, d’aprés la critére de Riemann en +o0, prve) dt
converge, et on a : ’
z to+2 - (z + 1)te+1 s - (33—|—1)' p .
De plus, lintégrale [ ;OO Z‘fi? dt est absolument convergente car, pour t € [, +oo],

lstlznfz)l < tzﬂz et on a, par inégalité triangulaire et par croissance de l'intégrale :

ER +o0 o +00 x+1
/ Sm(? dt g/ |Sm(?| dt g/ 12 dt = <2>
% t$+ ™ tw+ i t1+ (ﬁ[: =+ 1) T

2 2
Par suite, on obtient, d’aprés la question précédente :

+° sin(t) 2\ +° sin(t)
L dt % (71-) —z(z + 1)/ﬂ pr=s; dt
2

tw

2

2\ " +° sin(t)
< x(ﬂ) +a(x+1) /1 s d¢
2
9\ =+ 1 9\ 7 +1
< = 1). I
< +(2) +aerngiy (2)
400 s z+1
/ ) 4l < 9 (2) 0
z e ™ xz—0t

Ainsi, d’apres le théoréeme des gendarmes :

+oo 1
/ sin(t) dt —— 0.

t z—0+

2

+oo i
t
17bis D’apres la question 3, l'intégrale / lim sin(¢)

st z—0t
2

+oo
dt = / sin(t) d¢ diverge, donc on

2
ne peut pas appliquer le théoréme de convergence dominée a la famille de fonctions

sin(?
<t — tﬂg ) ) pour sa limite en 0. En effet, si les hypothéses du théoréme étaient
z€RY

vérifiées, cela impliquerait que l'intégrale f;oo sin(t) dt converge, et ce n’est donc pas le
2

cas!
D’ailleurs, on peut remarquer que c’est ’hypotheése de domination qui échoue ici, puisque

sin(?
toutes les autres hypothéses sont vérifiées par (t — t“E )> .
xeRi

18. Conclusion. Déduire des questions 16 et 17 la limite de la fonction D en 0F.

4. Valeur de l’intégrale de Dirichlet
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s
, 5] comme pro-

(a) La fonction t — f(t)sin((2n + 1)t) étant continue sur le segment [0
duit de fonctions continues, 'intégrale converge et on peut appliquer directement une

19.
cos((2n + 1)t)

intégration par parties en posant :
1
t)=—
u =-3,07

ot les fonctions u et v sont de classe C'* sur [0, Z].
On a alors, par intégration par parties et en remarquant que cos(k%) = 0 pour tout
entier k :
3 B
/ F(t) sin((2n + 1)t) dt / o (B)o(t) dt
0 0

o —_———
— cos(0) 7(0)

=—cos((2n+1)5)f(5)— 5ot

f(0) 2 cos((2n+ 1)t) ,,
B 0+2n—|—1+/0 2n +1 G)es

1 T,

/0 f'(t) cos((2n + 1)t) dt.

£(0)

z
t)sin((2n+ 1)t)dt =
/0 F(&)sin(( ) 2n+1  2n+1
(b) On a, d’apres la question précédente, pour n € N, par inégalités triangulaires et crois-

sance de I'intégrale :
/fﬂwsin«znﬂ)t)dt - |2+ /ff'(wcos«znﬂ)t)dt
_ 2n1+1 <|f(0)|+ /ng’(t)cos((2n+1)t)dt>
- e (01 [ T 1P O Jeos((2n + 1)8)]
— =
/ Csinen e = Ao <|f<o>| + [ T i) dt) ——0.

Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes, on a :

/ P ) sin((2n 4 1)) dt —— 0,
0 +

n—-+00
A. Une expression de l’intégrale partielle de Dirichlet
est continue sur ]0, 7] et on a sin(@nt1)t)

sin(t) 150+

20. (a) Soit n € N. La fonction ¢ — Sin(s(ilrzzr)l)t)
— 2n + 1; donc elle est prolongeable par continuité en 0. Par suite, 1'inté-

(2n+1)t
6 t—0+

grale I,, converge.
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21.

(b)

[N

OnaI():/ 1dt:z.
0 2

Soit n € N*. On a, par linéarité de l'intégrale :

(7 sin((2n + 1)t) — sin((2n — 1)t)
In =T = /0 sin(t) dt

Or, on rappelle que, pour tous a,b € R, on a :

sin(a) — sin(b) = 2sin (a . b) cos (a ;“ b) .

D’ott, pour a = (2n + 1)t et b = (2n — 1)t, comme %I = 2nt et %52 =¢, on obtient :

I B /g 2 cos(2nt) sin(t) &
no el 0 sin(t)

/ "9 cos(2nt) dt
0

_ [sin(2nt z
N 2n

In_In—l = 0—-0=0.

0

D’apres la question précédente, pour tout n € N*, I,, = I,,_; donc la suite (I,)nen est
constante. Or, comme Iy = 7, on a, pour tout n € N :

™
s

La fonction F' est continue sur ]0, 7] comme somme de quotient de fonctions continues
qui ne s’annulent pas sur ]0, 7]. De plus, on a :

_(_t 3
1 1 _t-smy  TU-e T 4,00 ey
sin(t) ¢ tsin(t) 24+ o (1?) t—0t 2 6 t—0t
t—0+

Par suite, F' est prolongeable par continuité en 0 par F'(0) = 0.

La fonction F' étant continue sur [0, 7], ¢ — F'(t)sin((2n + 1)t) est continue sur le seg-
ment [0, 7] comme produit de fonctions continues et donc I'intégrale fog F(t)sin((2n+
1)t) dt converge.

Soit m € N. L’intégrale I, converge d’apres la question 20 et lintégrale
fof ‘“n((gtﬂ dt converge car t w, prolongée par 2n+1 en t = 0, est conti-

nue sur le segment [0, 7. Ainsi, par combinaison linéaire d’intégrales convergentes, on
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a, comme, d’apres la question 20 :

3 . _fET 01 1\ .
/OF(t)s1n((2n+1)t)dt = /0 <Sin(t>—t>s1n((2n—|—1)t)dt

Fsin(2n+1)t) . (7 sin((2n+ 1)t)
A T A

- dt
sin(t) t

- n- o (@ ) o

0 t
H % sin((2n + 1)t

/ F(t)sin((2n+ 1)t)dt = 37/ sin(@n + 1)) 4,

0 2 0 t
On effectue alors, sur l'intégrale convergente fog w dt, le changement de va-

riable u = (2n + 1)t de classe C* :

1 1
m1 m1 Y
t=0 ©u=0 t:g©u2(2n+1)g.

Ce qui donne :

/E sin((2n + 1)t) a /(2n+1)§ sin(u) ( 1 Jdu = /(2n+1)§ sin(u) o
0 0 0

1

Il en résulte que :

™

/7Fm$m@n+nwa:
0

_/ng@n+nw ™
5 t 2

bl 3

B. Calcul de l’intégrale de Dirichlet

22. La fonction F est de classe C'' sur ]0, 5] comme somme de quotient de fonctions de classe
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23.

C' qui ne s’annulent pas sur |0, 7). De plus, on a, pour tout ¢ € ]0, 7] :

2
—cos(t) 1
F'(t = —_— 4 =
®) sin?(t) 2
~ sin®(t) — t2 cos(t)
B 12 sin?(t)
_ 3))2 _ 42(1 _ B2 3
=5+ o P -5+ o ()
N t2(t t))2
t+ o )
2ty _ 42t 4
IRGEERIGEE RN
N t4 t4
+t—>00+( )
& 4
= t
_ 6 t—>00+( )
t+ o (tY)
t—0t
t4
= 1 1
F'(t ~ A= —0a )
() tot+ 6 t—ot 6

Par suite, F' étant continue sur [0, 3] et de classe C' sur ]0, 3], d’apreés le théoréme du
prolongement C* (corollaire du théoréme de la limite de la dérivée), F est de classe C! sur

[0, Z] (et F'(0) = 3).

D’apres la question 3, D(1) = f0+°o Sint(t) dt converge, alors, par définition, la fonction

S:av [ Snt) 4t admet une limite finie en +oo, égale & D(1).

Par suite, par caractérisation séquentielle de la limite, la suite (5((2n 4+ 1)5))nen converge
vers D(1) i.e.

2 n——+4oo

/(:MH)Q Sint(t) dt =4 ((2n + 1)3) — . DQ).

D’apres la question 21, on a, pour tout n € N :

@en+1)% &
/ SIn) qp T _ / F(t)sin((2n + 1)t) dt.
0 3 2 Jo

Or, comme, d’aprés la question précédente, F est de classe C! sur [0, 7], on peut appliquer

la question 19 a g = F, d’ou :

@nt1)E o Ed
/ 2Sm()dt:f—/QF(t)sm((gnﬂ)t)dt—ﬂ_ozf
0 t 2 0 n—+oo 2 2

Il en résulte, par unicité de la limite de (6((2n 4+ 1)%))nen, que :

/+°° sin(t) dt = D(1) =
0 t

™
B) o
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