Chapitre III
Espaces vectoriels normes
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Partie A

Normes et espaces vectoriels normés

Dans cette partie, E désigne un espace vectoriel sur K =R ou C.

1. Définition d’une norme
a. Définition et premiéres propriétés

Définition 1., Norme

On appelle norme sur 'espace vectoriel, une application N : E — R qui vérifie les axiomes

suivants :
i) pour tout = € F,
N(z) > 0;
ii) pour tout x € E,
N(z) = 0 implique z = 0p;
iii) pour tous x € E, A € K,
N(Az) = [AIN(2);
iv) pour tous z,y € E,

N(z+y) < N(z) + N(y).

Si N est une norme sur F, le couple (E, N) est appelé espace vectoriel normé.

Remarque 1.

Dans ce chapitre, les normes seront souvent appelées N dans les énoncés théoriques. On ren-
contrera également la notation || - || pour désigner une norme ce qui correspond & I’application
|1 e ]

Proposition 1.

Soit N une norme sur F. On a N(0g) = 0 et, pour tout « € E, N(—z) = N(z).



D’apres 'axiome d’homogénéité appliqué a A=0et 2 =0 € E, on a :
N(0g) = N(0.0g) =|0].N(0g) =0N(0g) = 0.

De plus, pour tout z € E, N(—z) = N((-1).z) = | = 1|N(z) = N(z). O

Exercice 1.

Soit N : E'— R,. Montrer que I"axiome d’homogénéité pour N est équivalent a :

Ve e E,VAeK, N(\z)<|AN(z).

La condition est nécessaire car = implique <. Montrons qu’elle est suffisante :

ler cas : A = 0. Pour tout € E, on a N(0.2) < ON(z) = 0. Or N est positive, donc N(0.x2) =
0=0N(x).

2eme cas : A # 0. Pour tout z € E,

Par suite, N(Az) > |A|N(z).

D’ou le résultat.

Proposition 2.| Seconde Inégalité triangulaire

Soit N une norme sur E. Pour tous z,y € F on a :

[N(z) = N(y)| < N(z —y) < N(z) + N(y).

Soit z,y € E.Ona N(z) = N(x—y+y) < N(z—y)+ N(y). Par suite, N(z) — N(y) < N(z—vy).
On a de méme N(y) — N(x) < N(z — y) en remarquant que N(y) = N(y — = + x). O

b. Exemples déja connus!

Les deux premiers exemples suivants sont bien connus et serviront de base pour la construction de la
plupart des autres exemples de normes que nous verrons dans la suite.

Exemple 1.

— La valeur absolue est une norme sur R.

— Le module est une norme sur C.



Ces deux exemples ont été traités en Sup’, méme si le nom de "norme” n’avait pas été évoqué
a I’époque. On redonne ici la démonstration des propriétés "normesque” de la valeur absolue et
du module.

— La fonction valeur absolue |- | : R — R est définie, pour = € R par :

x siz>0

|z = max({z, —2}) = {

—x siz<O.

On remarque alors que, pour tout € R, |z| > x et |z| > —x et donc —|z| <z < |z|; de
plus, on a également 1’égalité |z| = v z2.
Soit z,y € Ret A € R.

i) (Positivité) Si z > 0, alors |z| =z > 0 et si x < 0, |z| = —z > 0. Dans tous les cas,
on a |z| > 0; d’ou la positivité.

ii) (Séparation) . Si |z| = 0, alors on a :
0=-0=—|z[<z<|z[=0

d’ott z = 0.
iii) (Homogénéité) On a :
AT sidx >0
[Az| = .

—Az  si Az <0.

On a alors plusieurs cas :

* SiA=0ouz=0,alors \x =0, d’out |Az| = Az = 0. Et de plus, comme |\| = £\
et |z] =z, on a |A| =0 ou |z| =0 d’ou |A|.|z| = 0. Ainsi, |Az| = 0 = |A].|z].

* SiA>0et x>0, alors A = |\ et 2 = |z| d’ol, comme Az > 0, [Az| = Az = |A].|z].
* SiA<0etx>0,alors A= —|\ et x = |z| d'ott, comme Az < 0 :
|Az| = =z = —(=|A])-Jz| = |A]|2|
* SiA>0etx<0,alors A =|\| et z = —|z| d’ol, comme Az < 0 :
Az| = =z = —|A[.(=[z]) = |A]|2|
* SiA<0eta <0, alors A =—|\ et x = —|z| o, comme Az > 0, |A\z| = Az =
(=IAD-(=l2) = [Al-]].
iv) (Inégalité triangulaire) Comme +z < |z| et £y < |y|, on a x +y < |z| + |y| et

—(z+y) <l|z|+y|. Or |z +y| = £(z +y) d’ou :

|z +y| < |z + |yl

Ainsi, la valeur absolue | - | est une norme sur R.
— La fonction module |- | : C — R est définie, pour z € C de forme algébrique z = x + iy,
par :

2| = Va2 + 32
On remarque alors que, pour tout z € C, |z]? = 2.Z.

Soit z,( € C et A € C avec z = x + iy la forme algébrique de z.

i) (Positivit¢) La fonction racine carrée étant a valeur dans Ry, on a |z| > 0.



ii) (Séparation) . Si |z| = 0, alors on a :
0<|z|<|z|=0et 0< |yl <|z| =0

d’ott |x] =0 et |y| = 0 et ainsi, d’apres I'axiome de séparation pour la valeur absolue
dans R, x =0 et y = 0. Par suite, z =0+ i0 = 0.

iii) (Homogénéité) On a :
IAz|2 = (A2).(02) = Az x 2 = (AXN)(2.2) = |A2]2]2 = (|A].]2])?
d’ot, par injectivité de la fonction carrée sur Ry (| Az| et |A].|z| étant des réels positifs) :
Az = [A].|z].
iv) (Inégalité triangulaire) On a :
|2+ ¢ = (24 ) (z +0) = |2* + 2Re(2.0) + [C]%,
or, Re(z.0) < |2.¢| = |2|.|¢| = |2|.[¢|, d’ou :
|2+ ¢ < [z + 202]I¢) + ¢ = (=] + [¢))?
et donc, par croissance de la fonction racine carrée sur Ry (|z + (| et |z| + |¢| étant

des réels positifs) :
|2+ ¢l < 2]+ IC]-

Ainsi, le module | - | est une norme sur C.
Exemple 2
Soit E un espace vectoriel sur R et (-,) un produit scalaire sur E et || - || sa norme associée (i.e.
x — ||| = v/{(x,x)). La terminologie utilisée est bien justifiée : en effet, || - || est bien une norme

sur F au sens de la définition 1.

En particulier, la norme associée au produit scalaire canonique sur R™ avec n € N* est une norme
sur R™.

On rappelle qu’un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur
FE. On utilise donc ces propriétés.

Tout d’abord, l'application z — +/(z,z) est bien définie de F dans R car, par positivité du
produit scalaire, pour tout z € E, (z,r) € Ry = D , (domaine de définition de la fonction
racine).

Soit x,y € E et A € R.

i) (Positivit¢) La fonction racine est & valeurs dans Ry donc [|z]| > 0.

ii) (Séparation) . Si ||z|| = Og, alors, y/(x,x) = 0. Ainsi, < z,z >= 0, d’ou par définie
positivité du produit scalaire, x = 0.

iii) (Homogénéité) On a, par linéarité du produit scalaire par rapport & chaque variable :

Izl = \/(ha, Az) = /3@, @) = VA2 /(z,2) = |A||l2]].




iv) On a, en utilisant la bilinéarité du produit scalaire et le théoreme
de Cauchy-Schwarz :

lz +yl* = llzl1? + 2(z, ) + lyll* < I2l* + 2[2ll- ]l + lyll* = (=]l + lyll)*.

D’ou le résultat.

c. Vecteurs unitaires ; boules et sphéres unité

Notation 1. Boule et sphére unité

Soit N une norme sur E. On note :
— S(0g,1) ={x € E| N(x) = 1}; on appelle cet ensemble sphére unité de F;
— By(0g,1) ={z € E| N(z) < 1}; on appelle cet ensemble boule unité fermée de E;
— B(0g,1) ={x € E| N(x) < 1}; on appelle cet ensemble boule unité ouverte de F;

Exemple 3.
1. Dans l'espace vectoriel normé (R, |- |), on a :
S(0,1) = {-1,1}, B¢(0,1) =[-1,1] et B(0,1) =] — 1, 1[.
2. Dans l’espace vectoriel normé (C, |- |), on a :

5(0,1) = U.

|=
®.

Définition 2.| Vecteur unitaire

Soit N une norme sur E.

On dit qu'un vecteur = de E est unitaire si N(z) = 1.



Remarque 2.

La sphére unité d’un espace vectoriel normé est donc I’ensemble de ses vecteurs unitaires.

Définition 3.

Soit N une norme sur F et x € E un vecteur non nul.
On appelle vecteur unitaire associé a x, le vecteur ﬁx

Proposition 3.

Soit N une norme sur F et £ € E un vecteur non nul. Le vecteur unitaire associé a x est un
vecteur unitaire et colinéaire a x.

On note u le vecteur colinéaire a x.
Comme A = ﬁ € Ry c Ket u= Az, u est colinéaire a x.
De plus, on a, comme A € R, et par homogénéité :

1

Donc u est un vecteur unitaire. O
4y
—— _




Remarque 3.

Si K = R, il n’existe que deux vecteurs unitaires colinéaires a x :
1 1
@ ? ¢ T mE
Dans le cas ot K = C, il en a une infinité : ce sont exactement les

ﬁ;)x pour ¢ € [0, 27].

Exercice 2.

On consideére I'espace euclidien R? muni de la norme associée au produit scalaire canonique.
Dessiner la sphére unité et les boules unité fermée et ouverte de cet espace vectoriel normé.

La norme || - || associée au produit scalaire sur R? est la bien connue norme euclidienne i.e., pour

(xvy) € R27 ||(m,y)|| = \/em Ol’l obtient dOHC .
— pour la sphére unité : $((0,0),1) = {(z,y) € R? | /22 + 42 =1} = {(z,y) € R? | 2243% =
1}. On reconnait 'équation du cercle de centre (0,0) et de rayon 1 dans R?!

— pour la boule unité fermée : Bf((0,0),1) = {(z,y) € R? | /22 +y? < 1} = {(z,y) €
R? | 22 + y? < 1}. On reconnait 1’équation du disque fermé de centre (0,0) et de rayon 1
dans R?!



— pour la boule unité ouverte : B((0,0),1) = {(z,y) € R? | /22 +y2 < 1} = {(z,y) €
R? | 22 +y? < 1}. On reconnait I’équation du disque ouvert de centre (0,0) et de rayon 1

dans R? !

2. Premiers exemples d’espaces vectoriels normés

a. Quelques normes sur K"

Sur ’espace vectoriel K", il existe de nombreuses normes qui permettent de le munir d’une structure
d’espace vectoriel normé. En voici quelques unes parmi les plus fréquemment "rencontrées” :

Définition 4., Normes usuelles sur K™

Soit # = (x1, ..., x,) un vecteur de K™. On définit :



— La norme un, notée || - ||; :

n

lally =D leal = Jwa] + .+ Jal.

i=1
— La norme deux, notée || - ||z :
n
lells = [ lwal2 = V0w P + .+ [l
i=1
— La norme infinie, notée || - || :
|2]lcc = max (Ja;|) = max(|z1], ..., |2n]).

1<i<n

Remarque 4.

On remarque que dans le cas K = R, la norme deux correspond & la norme euclidienne (i.e. la
norme associée au produit scalaire canonique) sur R".

Voici une illustration dans R? puis R? des boules des normes un, deux et infinie (de gauche a droite).

v
L
L

L
L
L ]
[ ]

Exercice 3.

Dessiner les boules des normes un, deux et infinie dans R%.
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Proposition 4.

Les normes un, deux, et infinie sont bien des normes sur K”.

* Commencgons par traiter le cas K = R.

Démontrons que les normes un, deux et infinie sont bien des normes sur R™. Ces fonctions
sont bien définies : pour la norme un, il s’agit d’une somme finie ; pour la norme deux, il
s’agit de la racine d’une somme finie de nombres positifs (carrés) et donc positive; pour
la norme infinie, il s’agit du maximum d’un ensemble fini de réels.

o -1 Soit z=(z1,....,2n),y = (Y1, -, yn) E R" et A € R.

i) pour tout ¢ € [1,n], |;| > 0, donc :
n
lzlly =) lzi| > 0.
i=1
ii) On suppose que ||z|j; = 0. Alors >_"" ; |z;| = 0. Or si une somme de

nombres positifs est nulle, tous ses termes sont nuls (en effet, chaque terme d’une
somme de nombres positifs est compris entre 0 et cette somme) ; ainsi, pour tout ¢ €
[1,n], |z:| = 0 et donc x; = 0. Par suite, = (0, ...,0) = Ogn.

iii) On a, en factorisant par |A| :
n n
Pally =D Pai] =AY Jzil = ALzl
i=1 _\/-/ i=1
=[A]-Jai
iv) Par définition de I’addition dans R™, on a x +y = (z1 +

Y1y .-y T, + Yn) et ainsi, par inégalité triangulaire dans R :

n n n
lz+ylli =Y Joityil <D el + ; [yl = llzllx + llyllx-

— —
T <yl

Il en résulte que || - ||; est une norme sur R™.

e | - |2 : Onrappelle que l'application (|-) de R™xR™ dans R définie par (z|y) = > ., x:yi
est un produit scalaire sur R™ (il s’agit du produit scalaire canonique de R™) et on
remarque que || - ||2 est la norme associée & ce produit scalaire. Ainsi, d’aprés I’exemple
2, || - |l2 est un norme sur R™.

o |l : Soit x = (1,..;,Zn),y = (Y1,.-,Yn) E R et A € R.
i) pour tout ¢ € [1,n], |x;| > 0, donc en particulier :

= - > .
el = ma (Joi)) 2 0
ii) On suppose que ||z||cc = 0. Alors maxi<;<n(|z;|) = 0. Ainsi, pour

tout j € [1,n], 0 < |z;| < maxi<;<n(|z;]) =0, d’out |z;| = 0 et donc z; = 0. Par
suite, z = (0, ...,0) = Ogn.

11



iii) On a ||z]|co = maxi<;<n(|z;|) qui est un maximum bien défini donc
il existe ig € [1,n] tel que ||z||cc = |2i,|- Ainsi, on a, d’une part, comme || positif :

[Azfloo = max |Azs| > [Azio| = [Al[io| = [Alllz]loo;
<in
et, d’autre part, pour tout i € [1,n], |z;| < |x;,| donc, toujours par positivité de

Al -
|Azi| = |AlJzi| < [A]-|zio| = [A]]#]]oo-
Donc, en particulier, |A|||z]c est plus grand que le maximum des |Az;| i.e.
[Allzlloo = [|Az]|oo- Par suite, |Azloo = [All[#]co-
iv) Par définition de l’addition dans R™, on a z +y = (z1 +
Y1y ey Tn+Yn). L existe ig € [1,n] tel que ||z +ylloo = |Tip +¥io|- Ainsi, par inégalité
triangulaire dans R :

Il en résulte que || - || st une norme sur R™.

* Traitons désormais le cas K = C.

Pour les normes || - ||; et || - [0 sur C™, la démonstration est exactement la méme que
dans le cas de R™ car les propriétés de la valeur absolue qui nous ont servi (exactement
ses axiomes de norme en fait!) restent valables pour le module.

Le cas de la norme deux est plus problématique : la notion de produit scalaire sur un espace
vectoriel complexe existe mais sa définition doit étre adaptée a ce cas pour que sa norme
associée soit bien une norme comme dans le cas réel : il faut remplacer ”bilinéaire” par
“hermitien” dans la définition (¢ vous de chercher ce que cela veut dire!) - le nom d’espace
préhilbertien est alors remplacé par espace hermitien. Avec cette définition de produit
scalaire (on dit aussi produit hermitien dans ce cas), on peut généraliser au cas complexe
la preuve de ’exemple 2 et conclure.

Malheureusement, les espaces hermitiens ne sont pas au programme! On va donc ruser
(et on utilisera la méme ruse pour toutes les autres normes deux que nous rencontrerons
dans la suite).

On note || - ||2,c la norme deux sur C” et || - ||2,r la norme deux sur R™. On remarque alors
que, pour z = (21,...,2,) € C", on a :

n

el = [ il = (2t o fon Dl
i=1
Soit z = (21, ..y 2n), 2" = (2], ..., 2},) € C™ et A € C.
i) Par positivité de || - ||2r, || - [|2,c Dest.
ii) On suppose que ||z]|2,c = 0. Alors ||(|z1], ..., |zn]) |l2,.z = 0, d’0l, par axiome
de séparation pour || - ||2,r, on a, pour tout ¢ € [1,n], |2;] = 0 et donc z; = 0. Ainsi,
z = 0¢n.
iii) On a, par homogénéité de || - |2 :
IAz]le,c = [[(Az1, -y Azn)]l2c
= Azl [Azn])ll2 &
ALzl s A 20 2R
= ALzl 2D ll2 v
Azllzec = ALl=l2c

12



iv) On a, par inégalité triangulaire du module, croissance des fonc-
tions racine carrée et carrée sur Ry puis par inégalité triangulaire pour la norme ||-||2r :

lz+2le,c = (21 + 2%, s 20+ 25)|2C

= Iz + 21l [2n + 2 |2

n

> (|2 +2i])?

—
T <zl Iz

n

< 2 Uzl 1=D2 = 1z + 12, o Jzal + 120Dl
i=1
< 2l lzalllzr + 120 - 120D l2r

2+ 2'l2c < llzllze +112'll2c

Par suite, || - ||2,c est une norme sur C”.

Remarque 5.

Soit p > 1 un réel. On peut généraliser I'idée des normes un et deux : on montrera en exercice
que

n %
T = (T1,..,xn) > |z]lp = (Z |xi|p>
i=1

est une norme sur K. On 'appelle la norme p.

L’exercice suivant donne une explication de ’emploi de la dénomination "norme infinie” :
Exercice 4.

Soit n € N* et x € K™. Montrer que |||, — ||2||co-
p—+oo

Soit x = (x1,...,x,) € K"
— Siz=0gn,onalz)p =0 —— 0=z -
pP—+00

— On suppose & # Ogn. Alors, par contraposée de l'axiome de séparation pour la norme

|+ llos, on & [|z]|cc # 0.
On considére alors, pour p € [1, 400, le quotient :

(|:|§|:|m)¥ i)

Onnote I = {i € [1,n] | |z;| = ||z|lo} et k = #I (cardinal de I). La norme infinie z étant
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le maximum des coordonnées de z en valeur absolue (ou module), il existe ig € [1,n] tel

que |z;,| = ||2|loo, o0 k > 1.
£
? Tzllee

(Ee) - Z<||x||olo>+§(n|x|lo>

Par suite, comme, pour tout ¢ ¢ I €1[0,1[,on a :

iel
=1 ——0
p—+oo
lall, \*
[€lloc ) P00
Ainsi, on obtient, k étant strictement positif, :
Izl
||x||oo p—+o0 p—+00

Il en résulte que, dans tous les cas, ||z]|, —— ||%]|co-
p—r+oo

b. Exemples de normes sur des espaces de suites

On consideére Pespace vectoriel KN des suites indexées par N et & valeurs dans K. On définit les normes
suivantes sur certains de ses sous-espaces :

Définition 5.

— On note ¢1(N,K) I'ensemble des suites u = (u,) de KV telles que la série > u, est
absolument convergente. On définit la norme un, notée | - ||; sur ¢(N,K) par :

oo
Pour u = (u,) € £/ (N,K), |Jull; = Z [t |-
n=0

— On note ¢?(N,K) I'ensemble des suites u = (u,,) de KN telles que la série > u2 est
absolument convergente. On définit la norme deux, notée || - ||z sur £%(N, K) par :

Pour u = (u,) € #(N,K), |ullz =

— On note ¢°°(N,K) I'ensemble des suites bornées de KN. On définit la norme infinie,
notée || - ||oo sur £°(N,K) par :

Pour u = (u,) € £°(N,K), |Julloc = sup(|un]).
neN
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Proposition 5.

Les couples ((1(N,K), || - |l1), (¢*(N,K), | - |l2), (¢*°(N,K),]| - |[[s) sont des espaces vectoriels
normés et on a :
(M(N,K) C £2(N,K) C £~°(N,K).

— Montrons tout d’abord que ¢}(N,K), ¢2(N,K) et £>°(N,K) sont des espaces vectoriels et
qu’on a bien les inclusions proposées. On donne rapidement les ingrédients de la preuve,
la rédaction détaillée est laissée au lecteur !

Il est clair que la suite constante en 0 appartient a ces trois ensembles. Ensuite, on uti-
lise le fait qu’une série dont le terme général est la somme des termes généraux de deux
séries absolument convergentes est absolument convergente et que (a + b)? < 2(a? + b?)
pour montrer que £*(N,K) et ¢?(N,K) sont des sous-espaces vectoriels de K. Enfin, pour
£ (N, K), on utilise I'inégalité triangulaire et la sous-additivité du sup.

Soit u = (un)nen € £1(N,K). Alors u, est le terme général d’'une série absolument conver-
gente donc u converge vers 0 quand n — oco. Par suite, il existe ng € N tel que, pour tout
n > ng, |up| < 1.

On note v = (Up, )neN AVEC Uy, = Up4n, pour n € N. Les séries de termes généraux u,, et v,
sont de méme nature donc Y v, est absolument convergente. De plus, comme pour tout
n €N, |v,| <1, 0n a2 < |v,|; par comparaison de séries & termes positifs, la série Y v2
est (absolument) convergente.

Or > v2 et > u? sont de méme nature donc u appartient a ¢?(N,K). Il en résulte que
(N, K) C /2(N,K).

Ensuite, si v = (u,)nen appartient a ¢2(N,K) alors (u?),en converge vers 0 et donc
(Un)nen aussi. Par suite, (un)nen est bornée et donc u appartient £°°(N, K).

On obtient au final les inclusions suivantes :
(YN, K) C £2(N,K) c £~°(N,K).

— N’oublions pas que la premiere chose a faire avant de se lancer dans 1’étude des axiomes
de norme pour une fonction, est de montrer que celle-ci est bien définie! En effet, si on
"essayait” || - || sur ¢°°(N,K), on pourrait vérifier que les axiomes de norme sont bien
satisfaits mais qu’en fait, la fonction est "trés mal” définie : || - ||; n’est pas définie en la
suite constante en 1 par exemple.

| - |1 : Montrons que la fonction || - ||; est bien définie sur /! = ¢}(N,K). Soit u =
(Un)neN € L. Alors > u, est une série numérique absolument convergente i.e. la série
> |un| converge donc la quantité ||ully = Y .- |un| est bien définie.

Soit 4 = (Un )nen, ¥ = (Vn)nen € £* et A € R.

i) La somme d’une série a termes positifs convergente est positive (car la
limite d’une suite convergente & valeurs positives est positive ¢-- exercice) donc

o0
lully = nz;) |un| > 0.
=y

ii) On suppose que ||ull; = 0. Alors 370 |u,| = 0. Comme 3" |u,| est
une série a termes positifs, la suite (S, )nen de ses sommes partielles est croissante
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et ainsi, on a, pour tout n € N :

400
0 <|up| <Sp < hm Sk—Z|uk|—O
k=0

Ainsi, pour tout n € N, u,, = 0. Par suite, u = (0)pen = 0p1.

iii) On a, par linéarité de application w = (wp,)nen — 3o Wy
+oo +oo
Palls =" Pua| =AY fual = A Jullr.
n=0_ n=0
=[A[-Jun |
iv) Par définition de 1’addition dans KN, on a u +v = (u, +

Un)neN €t ainsi, par inégalité triangulaire dans R et par croissance et linéarité de
5 o . - +oo .
l'application w = (wy) — >~ wy, :

lu+ ol = Z |tn + vn| < Z |un| + Z |val = lJully + [|vf]1-

=0 om0
Il en résulte que || - ||; est une norme sur £*.

o | -||2 : Tritons le cas K = R. On note ¢? = ¢?(N,R) et on considére I'application (-|-) de
€2 x (2 dans R définie par (ulv) = Y7 u,v,. Celle-ci est un produit scalaire sur £
(nous allons le montrer ci-aprés) et on remarque que || - ||2 est la norme associée a ce
produit scalaire. Ainsi, d’aprés 'exemple 2, || - [|2 est un norme sur £2.

Montrons que (+|-) est bien un produit scalaire sur ¢? i.e. une forme bilinéaire symétrique
définie positive sur £2.
Encore une fois, il s’agit premi¢rement de montrer que (-|-) est bien définie de 2 x ¢2
dans R : pour u,v € £2, comme pour tout (a,b) € R?, 2|ab| < a® + b2, on a, pour tout
neN: ) )
|t vn| < Un T
2

2 2
Or, par hypothese, u2 et v2 sont des termes généraux de séries convergentes d’olt %
Pest aussi et ainsi, par comparaison » |u,v,| converge.

Par suite, la série numérique Y u, v, est absolument convergente et donc convergente.

I en résulte que la quantité (u|v) = 3279 u,v,, est bien définie.
Soit U = (Un)neN,? = (Vn)neN, W = (Wn)nen € £2 et X € R.
i) Par commutativité de la multiplication dans R, on a :
4+ oo
u) = Zvnun Zunvn = (u|v).
n=0
ii) Comme () est symétrique, il suffit de montrer la linéarité par rapport

a la premiere variable. Par linéarité de 'application (s, )nen — Z;:i% Sp, 0N a :

—+o0 —+oo —+oo
(Au 4 v|w) = Z (Mup, + vp)wy, = A Z Up Wy, + Z VpWwy, = A(u|w) + (v|w).
n:OT/_/ n=0 n=0
=AUpWhn+VnpWn
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iii) On a, d’une part

donc uy, = 0. Par suite, u = (0)neny = Ope.
Ceci montre que (+]-) est bien un produit scalaire sur ¢2.

Maintenant, pour le cas K = C, en utilisant un ruse similaire a celle de la fin de la

démonstration de la proposition 4 (on exprime la norme deux sur £?(N, C) avec la norme
deux sur £?(N,R)), on prouve que la norme deux est bien une norme sur ¢?(N, C).

e || - ||oc : Montrons que la fonction || - || est bien définie sur £>° = ¢°°(N,K). Soit v =
(tUn)nen € €°. Comme u est bornée, I’ensemble U = {|u,| | n € N} est une partie non
vide et majorée de R (en effet, |ug| € U et on utilise le caractére borné de u pour montrer que
U est majoré) donc U posséde une borne supérieure. Ainsi, la quantité ||u||oc = supU
est bien définie.

Soit u = (Un)nen,v = (Un)nen € € et A € R. On note U = {|u,| | n € N},
V={lvn| | n e N}, W = {|]Au,| | n € N} et X = {|u, +v,| | n € N}
i) pour tout n € N, |u,| > 0, donc en particulier, sup U étant un majorant

de U :
lulloe = supU > |uo| > 0.

ii) On suppose que ||ul| = 0. Alors supU = 0. Ainsi, pour tout n € N,
sup U étant un majorant de U :

0 < |up| <supU = 0.

Par suite, u = (0)peny = Ogo.

iii) Comme || est positif, sup U étant le plus petit des majorants de
U, |[\|supU est le plus petit des majorants de {|A|.|u,| | n € N}. Or, pour tout
n € N, [A|.|up| = [Auy,| done {|A|.|un| | n € N} = W. Par suite :

[Mufloo = sup W = [Alsup U = |Al.[[u]|oo

iv) Par définition de I'addition dans KY, on a u +v = (u, +
Un )nen. Pour tout n € N, par inégalité triangulaire dans R :

|tn +vn| < Jun| + |vn] < lulloo + [0l

Ainsi, ||uloo + ||v|loo €st un majorant de X ; or ||u+v|/c = sup X étant le plus petit
des majorants de X, on obtient :
[+ vlloo < lulloc + [[0]loo-

Il en résulte que || - ||oo est une norme sur £*°.
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c. Exemples de normes sur des espaces de fonctions

Soit X un ensemble non vide. On considére 'ensemble F, (X, K) (egalement noté £*°(X,K) des fonc-
tions bornées de X a valeurs dans K. C’est un espace vectoriel sur K : F,(X,K) est un sous-espace

vectoriel de F(X,K), ’ensemble de toutes les fonctions de X dans K.

Voici la norme naturelle sur Fp (X, K) :

Définition 6., Norme sur l’espace des fonctions bornées

Soit f € Fp(X,K). On appelle norme infinie de f, et on note || - || la quantité :

[fllec = sup [f(x)].
zeX

Proposition 6.

La norme infinie de F (X, K) est bien définie et ¢’est une norme sur (X, K).

L’ensemble X est non vide et f est bornée, donc 'ensemble F' = {|f(z)| | € X} est une partie
non vide et majorée de R. Elle posséde donc une borne supérieure. Par suite, ||f]|o est bien
définie et égale a cette borne supérieure.

Soit f,g € Fp(X,K) et A € K.

Comme X est non vide, il existe 2o € X. Alors on a || f|le > |f(z0)| > 0.
: Si || fllee = 0, alors, pour tout € X, 0 < |f(x)] < ||f|loc =0 donc f est la
fonction nulle sur X.

: On considére 'ensemble G = {|Af(x)| | z € X}. Alors || Af]l = supG.
Montrons 1’égalité demandée en utilisant la caractérisation séquentielle de la borne supé-
rieure i.e. a = sup A si, et seulement si, a est un majorant de A et il existe une suite (a,)

a valeurs dans A telle que a,, —— a.
n—-+oo

Pour tout u € F, il existe z € X tel que u = |\ f(x)| = |\||f(2z)]; et ainsi,
w= AL (@)] < AL lloo-

Par suite, |A.||f|lcc st un majorant de G.
De plus, comme || f||oc = sup F, d’aprés la caractérisation séquentielle de la borne supé-
rieure de F, il existe un suite (u,) & valeurs dans F (avec u, = |f(zy)| ol z, € X) telle
que Uy, —— || flloo-

n—-+oo

Ainsi, pour tout n € N, |Muy, = |Al|f(zn)] = A f(2n)| € G et |A|ug, — AL oo

Il en résulte, par caractérisation séquentielle de la borne supérieure de G que :
Al flloo = sup G = [|Afloc-

: On a, pour tout z € X, par inégalité triangulaire dans R,

(@) + g(@)] < [f(@)] +19(2)] < [[flloo + llglloo-
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Ainsi, || fllco + |lgllc €st un majorant de I'ensemble {|f(x) + g(x)| | z € X} dont la borne
supérieure est || f 4 g||oo qui est le plus petit de ses majorants. Par suite :

1+ glloo < 1 lloo + llglloo-
O

L’exercice suivant propose une interprétation graphique tres utile pour tester ’appartenance d’une
fonction a la boule unité fermée de la norme infinie sur un espace de fonctions bornées.

Exercice 5.

On considere 'espace vectoriel E = F (R, R) muni de sa norme canonique i.e. la norme || - ||o0)-

1. Soit f € E. Montrer que f € B¢(0g,1) si, et seulement si, le graphe de f appartient a
la bande bleue de la figure ci-dessous (les droites d’équations y = +1 sont considérées comme

incluses dans cette zone)

x— 0

2. (a) Montrer que les fonctions sin, cos et %arctan appartiennent a la spheére unité de
Fo(R,R).
(b) L’appartenance & la boule unité ouverte est-elle équivalente a I'appartenance du
graphe a la zone bleue privée des droites y = +17

1. Soit f € E et Gy = {(z, f(x)) | x € R} le graphe de f. La zone bleue représente ’ensemble

R x [-1,1].
On a:
f€Bs(0g,1) & |[fleo<1
& VzeR, |f(r)|<1
& VzeR, -1< f(z) <1
& VzeR, (z, f(z)) e Rx [-1,1]
fGBf(OE,].) = ngRX [71,1}

2. (a) Ona ||sin]e =1 = cos || car, pour tout z € R, 1 <sin(z) < 1;1 < cos(z) <1, et
sin(%) = 1 = cos(0).
a]* ) Da
)

2
On a, par définition de arctan (bijection réciproque de la restriction de ta o
= Z. Par
2

n
pour tout z € R, =% < arctan(z) < 7. De plus, on a lim,_, o arctan(z
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suite, on a :

2 2
| =arctan||. = — |larctan||o = 1.
m T e —

[NE)

Il en résulte que sin, cos et %arctan appartiennent & la sphére unité de 7, (R, R).

(b) La réponse est non comme le montre la question précédente : le graphe de la fonction
%arctan est inclus dans la zone bleue privée des droites y = +1 mais sa norme valant
1, la fonction n’appartient pas a la boule unité ouverte !

Soit a,b € R avec a < b. On consideére l'espace vectoriel C([a,b],K) des fonctions continues de [a, ]
dans K. On définit trois normes usuelles sur cet espace par analogie du cas de K" :

Définition 7. Normes sur C([a,b], K)

Soit f € C([a,b],K). On définit les normes de la convergence : en moyenne, en moyenne
quadratique et uniforme respectivement notées || - ||1, || - [|2 et || - ||oo, pPAr :

b o
17 = / F@ldt, (1]l = / F)2
et | flloe = sup |£(1)]

t€la,b]

Proposition 7.

Les normes de la convergence en moyenne, en moyenne quadratique et uniforme sont bien des
normes sur C([a, b], K).

— || -l Soit f,g € E = C([a,b],K) et X € K.

La norme de f est bien définie car | f| est continue sur le segment [a, b] et donc intégrable

sur [a, b].

i) . ’intégrale d’une fonction positive est positive donc || f||1 = f; [f(t)]dt >
0.

ii) . Si||flls = 0, alors f: |f(¢)|dt = 0, or une fonction continue, positive,

d’intégrale nulle est nulle, d’ou f = 0g.

iii) . Par linéarité de 'intégrale, on a :

b b
Ml = [ ) dt= 1 [ 17@1de =N
=IALIF@®)]
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iv) . Par croissance et linéarité de 'intégrale, on a :

b b b
||f+g\|1=/ If(t)+g(t)|dt§/ \f(t)ldt+/ lg(®)] dt = [I£lls + gl

© <r®ITe@)

Il en résulte que | - ||; est une norme sur E.

— || - |l2 : Dans le cas réel, il suffit de remarquer que la norme de la convergence en moyenne
quadratique est la norme associée au produit scalaire canonique

b
Fr9) = (o) = / F(Hg()dt

sur C([a, b],R).
Pour le cas complexe, on adapte de nouveau la "ruse” de la fin de la démonstration de la
proposition 4 pour montrer que || - |2 est une norme sur C([a, b], C).

— |l - oo : Tout d’abord, la norme infinie d’une fonction f de C([a,b],K) est bien définie,
car, d’apres le théoréme des bornes atteintes, toute fonction continue sur un segment est
bornée (et atteint ses bornes) ; d’ou I'existence de || f||oo car | f| est continue sur le segment
[a, b].

Ensuite, pour montrer que || - || est bien d’une norme, il suffit de reproduire la méme
démonstration faite pour la norme infinie sur 7 (X, K).
O

Remarque 6.

On verra dans la suite du chapitre, que la norme infinie sur C([a, b], K) peut-étre obtenue comme
norme induite par la norme infinie sur Fy([a, b], K) via 'inclusion C([a,b],K) C Fp([a, ], K).

Question 1.

La norme un de C([a, b], K) est également définie sur C,,([a, b], K). S’agit-il encore d’une norme
sur ce "sur”-espace ?

Non! La démonstration de tous les axiomes se passent de la méme facon que sur C([a,d], K)
sauf... pour la séparation! En effet, on peut remarquer par exemple que la fonction f définie sur
[a,b] par f(a) =1 et f(t) =0 sit # a vérifie || f||1 = 0 et est non nulle!

Quand seule, parmi les axiomes de norme, la séparation n’est pas demandée, on parle de semi-
norme. Sur Cpy,([a,b],K), || - |1 est une semi-norme mais pas une norme.
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Exercice 6.

On note F 'ensemble des fonctions continues bornées de R dans lui-méme. Montrer que I’appli-

cation || - || : E — R définie par :
IalFiO]
= dt
171 = / 1+ ¢2

est une norme sur F.

Soit f,g € E et A € R.

Commencons par montrer que || - || est bien définie.

La fonction g : t — ‘lf Jg)zl est continue, positive sur R comme quotient de fonctions continues dont
le dénominateur ne s’annule pas. De plus, on a, pour tout ¢ € R,

o(t) = @O flleo
14+ t2 142
+oo
L’intégrale [ T dt converge car arctan, qui est une primitive sur R de ¢ — 7 - t2’ admet
0 I
des limites finies en +oo. Par suite, par comparaison, / g(t) dt converge.
—o0
Il en résulte que || - || est bien définie sur E.
Montrons que est || - || une norme sur E.
i) . L’intégrale d’une fonction positive est positive donc
+o0 f
1= [ L azo
——
>0
+o00
t
ii) . Si ||f]] = 0, alors / lf—i(— 2‘2 dt = 0; or une fonction continue, positive,
—0o0
d’intégrale nulle est nulle, donc, pour tout ¢t € R, |1f_£tt)2‘ = 0; par suite, f est la fonction
nulle.
iii) . Par linéarité de l'intégrale, on a :
@) |£(t) oo
Al = [ at= [ I ar =y [ L = g
oo 1422 e 1+1¢2 1+t2
iv) . Par croissance et linéarité de I'intégrale, on a :
L) +9()]
R e S
o 1+ ¢2
“+o0
t
< [TUOL Lo,
o 142 14t
+oo —+oo
t t
< [TUOLg, [,
o 1+t o 1+t

If+al < N1+ llgll-
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Il en résulte que || - || est une norme sur E. O

3. Distance associée a une norme

La norme d’un espace vectoriel normé E est une maniere d’associer une longueur a chaque vecteur de
E. Du point de vue affine i.e. si on se place dans un espace affine dirigé par F, une maniere de mesurer
la distar&ntre deux points M et N devient alors clair : il suffit de regarder la longueur - la norme - du
vecteur M N qui "sépare” ces deux points.

Définition 8. Distance associée a une norme
Soit NV une norme sur E. On appelle distance associée a N lapplication d : E x E — Ry

définie par :
pour (z,y) € B, d(z,y) = N(y — x).

Y

Remarque 7.

Soit IV une norme sur E. La distance d associée a N vérifie les propriétés suivantes, pour tous

x,y,z € B
i) d(xv y) = d(yv 1‘)
ii) dz,y) =0=x =y.
i) d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 7).

Pour un ensemble quelconque X, une application d : X x X — R qui vérifie ces trois axiomes
est appelé une distance sur X.

Nous ne nous attarderons pas sur ce concept mais dans la suite, nous utiliserons librement ces
propriétés dans I’étude des distances associées aux normes.

Proposition 8.| Seconde inégalité triangulaire

Soit N une norme sur E. La distance d associée & N vérifie, pour tous x,y,z € E :

|d(x,y) - d(y7z)| < d(m,z) < d(x,y) + d(y,z)

11 suffit d’appliquer la définition de distance associée a une norme et d’utiliser la seconde inégalité
triangulaire pour les normes. (On peut aussi vérifier que pour la notion de distance "générale”
au sens de la remarque précédente, cette inégalité est encore valable.) O
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Définition 9. Distance a une partie

Soit N une norme sur F, d sa distance associée, A une partie non vide de F et z € E. On
appelle distance de z a A et on note d(z, A), la quantité :

d(z,A) = inf{d(x,a) | a € A}.

On peut également définir la distance entre deux parties de F :
Définition 10.| Distance entre deux parties

Soit N une norme sur F, d sa distance associée et A, B des parties non vides de E. On appelle
distance de A a B et on note d(A, B), la quantité :

d(A, B) = inf{d(a,b) | (a,b) € A x B}.

Exemple 4.

On considére espace £°°(N, K) muni de sa norme canonique. On a, pour 1 = (1),en € £°(N,K) :

d(1,/1(N,K)) = 1.

Tout d’abord, d’apres la proposition 5, on a bien ¢}(N,K) C /*°(N, K).
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— Comme la suite nulle 0 = (0),cy appartient a /1(N,KK), on a :
d(1,64(N,K)) < d(1,0) = [|0 — 1f|oc = [[1]joc = L.
— Soit u = (up)nen € £1(N,K). Alors > u, converge, et ainsi u converge vers 0.

Par suite, on a, pour n € N :

d(1,u) = |1 — ul|oc =sup |ug — 1| > |u, — 1| —— 1
kEN n—-+oo

d’oti, d’apreés le théoréme des gendarmes, d(1,u) > 1.
Ceci étant vrai pour tout u € ¢(N, K), on obtient d(1,/*(N,K)) > 1 car la borne inférieure
est le plus grand des minorants.

Il en résulte que :
d(1,/4(N,K)) = 1.

Exercice 7.

Soit d la distance associée & une norme sur E et A une partie non vide de E. Montrer que, pour

tous z,y € E/, on a :

Soit a € A. On a, par définition de d(z, A) et par inégalité triangulaire :
d(z, A) < d(z,a) < d(z,y) + d(y,a).

Par suite, d(z, A) — d(z,y) < d(y, a). Cette derniére inégalité est vraie pour tout a € A.

Exercice 8.

Dans ’espace vectoriel R?, calculer la distance entre (—1,1) et la droite D d’équation y = 2z
pour les normes un, deux et infinie de R?. Représenter graphiquement chacune des situations.

On note d; la distance associée & || - ||1, d2 la distance associée & || - ||2, deo la distance associée a

I oo €t u=(=1,1).
La droite D est le sous-ensemble D = {(a,2a) | a € R}. Pour (a,2a) € D avec a € R, on a :

d;(u, (a,2a)) = ||(a +1,2a — 1)||; pour i = 1,2 ou oo.
1. Ona:
—(a+1)—(2a—1)=-3a poura< -1
di(u,(a,2a)) =la+1]+2a -1 =¢ (a+1)—(2a—1)=—a+2 pour —1<a<i
(a+1)+(2a—1)=3a pour a > 1.
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On étudie a — di(u, (a,2a)) sur chacun des trois intervalles ci-dessus pour obtenir le
minimum de cette fonction sur R qui est égal a % (atteint pour a = %) Par suite,

3 1

di(u,D) = (a,2i¢Izl)f€D dy(u, (a,2a)) = ggﬂgdl(u, (a,2a)) = 5 (: dy (u, (5, 1))) .

On a, pour a € R :

da(u, (a,2a)) = \/(a +1)2+ (2a —1)2 = V/ba? —2a + 2,

or 5a® — 2a + 2 est de discriminant strictement négatif, donc 5a —2a +2 > 0 (car 5 > 0)
et le minimum de a — 5a% — 2a + 2 est atteint pour a = = % et vaut %. De plus, la

2
2x5
fonction \/~ est croissante, donc le minimum de la fonction a — v/5a? — 2a + 2 est égal &

\/g = % = % Par suite,

do(u, D) = (lirelﬂng(u, (a,2a)) = 3—\5/5 ( ds(u, (%, 2))) .

Remarque : Comme la norme 2 est la norme associée au produit scalaire canonique sur R?
et D est un sous-espace vectoriel de R2, la distance de w & D aurait pu étre calculée en
déterminant la distance de u avec son projeté orthogonal sur D (qui est bien (%, 2)).

575
. On a, pour a € R, d(u, (a,2a)) = max(|a + 1|, |2a — 1]), et on a :
—(2a—-1)+(a+1)=—-a+2 poura<-1
2a —1| —|la+ 1=K —(2a—1) — (a+1) = —3a pour —1<a<
_ 1
2a—1)—(a+1)=a—2 pour a > 3

1
2

donc |2a — 1| < |a + 1| si, et seulement si, a € [0, 2]. Par suite,

—2a+1 poura <0
doo(u, (a,2a)) =< a+1 pour 0 <a <2

2a — 1 pour a > 2.

On étudie a — doo(u, (a,2a)) sur chacun des trois intervalles ci-dessus pour obtenir le
minimum de cette fonction sur R qui est égal a 1 (atteint pour a = 0). Par suite,

doo(u, D) = ;2& doo (1, (a,2a)) = 1 (= dwo(u, (0,0))).

26



4. Boules et spheres associées a une distance

On généralise dans ce paragraphe la notion de cercle/spheére, disque/boule bien connue dans les espaces
euclidiens de dimension 2 et 3 qui nous apparaissent naturels. Comme pour la sphere et la boule unité
d’une norme, la forme des sphéres et boules que nous allons considérer peut étre tout-a-fait contre-intuitive
vis-a-vis de la terminologie et de nos habitudes.

Notation 2. Boules et sphéres

Soit N une norme sur F, d sa norme associée, g € E et r un réel strictement positif. On note :

— S(xzo,r) = {x € E | d(x,z9) = r}; on appelle cet ensemble sphére de centre zg et de
rayon r;

— By(xo,7) ={z € E|d(xz,x0) <r}; on appelle cet ensemble boule fermée de centre x
et de rayon r;

27



— B(zo,7) ={z € E | d(z,20) < r}; on appelle cet ensemble boule ouverte de centre x
et de rayon r;

Remarque 8.

On peut remarquer que S(xg,r) = By(xo,r) ~\ B(zo, 7).

Proposition 9.

Soit N une norme sur E. Toute boule (ouverte ou fermée) est une partie convexe de E.

Soit ¢y € FE et v > 0. Soit z,y € B(xg,r) et t € [0,1]. Alors on a, en remarquant que xo =
tl’o —+ (1 = t)l’o N

d(zo,tz + (1 —t)y)

N((tz + (1 - t)y) — zo)
N(t(z —xo) + (1 = t)(y — o))
N(

< t(x —x0)) + N(1 —t)((y —xo)) (inégalité triangulaire)
< tN(x —x9)+ (1 —t)N(y — x0) (homogénéité)
< tr+(1l—-t)r=r (z,y € B(zg,1))

Donc tz + (1 — t)y appartient & B(xg,r). Par suite, B(xzg, r) est une partie convexe de E.

Il en est de méme pour By (zo,r) : il suffit de remplacer I'inégalité stricte par une inégalité large
dans la derniere ligne du raisonnement précédent. O
Exemple 5.
— Dans (R,|-|), pour z € Ret r>0,0na:
B¢(z,r) =[x —r,z+7]; B(z,r)=lx—rz+r[; Sz,r)={z—-rz+r}
— Soit n € N*. Dans (R", || - ||o), pour « = (x1,...z,) E R® et r >0, on a :
Bf(z,r) = [x1—rx1+7]X. . [ —r,zn+7];  Blz,r) =|lzgr—r,xi+r[X.. Jr, —r o+
En particulier, pour = Ogn :

By (Opn,r) = [—r,7]"; B(Ogn,r) =] —r,7[".

— OnaBy(z,r)={yeR||ly—z|<r}={yeR|z—r<y<z+ri=[zr—r,z+r];de
maniere analogue, B(z,r) =|z —r,x +r[et S(z,r) ={z —r,z+71}.
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— On traite le cas de la boule fermée. On a, pour y = (y1,...,Yn) € R™ :
y € By(z,r)
si, et seulement si,
ly — zlloe = d(z,y) <
si, et seulement si,
max(Jyr — 1|, oy |Yn — Xnl|) <1
si, et seulement si,
pour tout ¢ € [1,n], |y; — ;| <r
si, et seulement si,
pour tout ¢ € [1,n], y; € [x; — 7,23 + 7]
si, et seulement si,
YyE[x1—rx1+71] X ... [By — 7, Tp + 7).

5. Parties bornées, applications bornées
a. Parties bornées

Définition 11.| Partie bornée

Soit N une norme sur E et A une partie de E. On dit que A est bornée dans (E, || - ||) s’il
existe un réel positif R tel que :

pour tout € A, N(z) <R.

Proposition 10.

Soit N une norme sur FE, d sa distance associée et A une partie de F. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

i) A est bornée dans (E, | -|);

ii) il existe un réel R > 0 tel que A C Bf(0g, R);

i) il existe xp € E et un réel R > 0 tels que A C By(zo, R);

iv) il existe un réel R > 0 tel que, pour tous z,y € A, d(z,y) < R.

Schéma de la preuve : i) = ii) = iii) = iv) = i)
e i) = ii) : On suppose A bornée. Alors il existe R > 0 tel que pour tout z € A, N(z) < R,
d’ott d(z,0g) < R et donc € Bf(0g, R). Par suite, A C Bf(0g, R).

e ii) = iii) : Il suffit de prendre z¢y = Op.
e iii) = iv) : On suppose iii). Soit z,y € A. Alors z,y appartiennent & By (zo, R) et on a :

d(z,y) < d(z,x0) + d(zo, ) < 2R.
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e iv) = i) : On suppose iv). Si A est vide, la propriété est vérifiée.
Supposons A non vide. On fixe zy dans A.
Soit © € A. Alors

N(z) =d(z,0g) < d(x,x0) + d(x0,0r) = R+ N(x0).

Par suite, A est bornée.

Remarque 9.

Attention, la notion de partie bornée dépend bien-siir de la norme utilisée! Une partie bornée
)

pour une certaine norme peut ne pas 1’étre pour une autre. Nous en verrons un exemple dans

la partie consacrée a la comparaison des normes.

S’il n’y pas d’ambiguité sur la norme utilisée, on pourra dire qu'une partie est "bornée dans E”
ou méme "bornée” tout court.

Exemple 6.

— Une boule ouverte ou fermée est bornée.
— Un sous-espace vectoriel non réduit & {0z} n’est pas borné dans FE.
— Soit n € N*. L’ensemble O,,(R) des matrices orthogonales est borné et, si n > 2, ’ensemble

SL,(R) des matrices de déterminant 1 n’est pas borné dans M, (K) muni de la norme
associée a son produit scalaire canonique.

— Si B est une boule ouverte ou fermée de centre z¢ et de rayon r € Ry, ona B C By(zo,r),
donc, d’apres la caractérisation des parties bornées (Proposition 10, ii)), B est bornée.

— Soit F un sous-espace vectoriel de E non réduit & {Og}. Alors il existe 2 € F' \ {Og} et

donc, comme F' est un sous-espace vectoriel, pour tout A € K, Au € F. Ainsi, on a, pour
AeR, AueFet:

#0
d’out F' n’est pas borné dans F.
— La norme associée au produit scalaire canonique de M, (R) est donnée par || - || : M —
Tr("M M).
On rappelle que O,,(R) = {M € M,(R) |'"MM = I,,}. Pour tout M € O, (R), on a :
M) = TR(MM) = \/Tx(I,) = Vi < V.
d’ott O, (R) est borné dans (M, (R),| -||)-

Montrons que SL,(R) n’est pas borné dans (M, (R), || -||). Pour € R%, on note D, =
diag(x, %,1,..., 1). Alors, pour tout = € RY, on a D, € SL,(R) car det(D,) = x% =3
et :

1 1
TRV = T () N R B v e N

d’ott SL,,(R) n’est pas borné dans (M, (R),| -])-
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