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Fonctions vectorielles
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Dans ce chapitre, (E, || - ||g) et (F, || - ||7) désignent deux espaces vectoriels normés sur K =R ou C.
On suppose que E est de dimension non nulle.

Partie A

Fonctions d’'un espace vectoriel normé dans un autre

Dans cette partie, A désigne un sous-ensemble non vide de F.

1. Fonctions composantes et fonctions partielles

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment décomposer une fonction d’un espace vectoriel normé
dans un autre en fonctions, soit a valeurs scalaires : les fonctions composantes ; soit de la variable scalaire :
les fonctions partielles.

Nous verrons plus loin dans le chapitre que I’étude des propriétés d’une telle fonction, comme sa continuité
par exemple, peut étre faite complétement via les fonctions composantes, mais seulement partiellement
via les fonctions partielles (qui portent donc bien leur nom!).

a. Fonctions composantes

Soit ¢ € N*. Dans ce paragraphe, on suppose F' de dimension finie égale a q.

Définition-Proposition 1.| Fonctions composantes

Soit f: A— F et B=(e1,...,6q) une base de F'.

Il existe une unique famille (f;);c1,q) de fonctions de A dans K appelées fonctions compo-
santes de f dans la base B telle que, pour tout = € A :

f(z) = Z filz)e.

Pour i € [1,¢], f; est appelé la i-éme fonction composante de f dans la base B.

Pour chaque x appartenant & A, comme B est une base de F, il existe une unique famille de
scalaires (yz,i)ic[1,q) telle que f(x) = Zie[[l,qﬂ Yz,iEi-
Pour i € [[1, ¢], la fonction de A dans K telle que :

fitx = Yz,

est alors bien définie sur A.
L’unicité de la décomposition de f(x) pour chaque xz € A assure alors I'unicité de la famille

(fi)ierr,a- O



Exemple 1.
On considere la fonction f :— R?® — R? définie, pour (z,y, z) € R3, par :
f(z,y,2) = (z%y + 2, wsin(y2)) .
Ses fonctions composantes dans la base canonique de R? sont :

fl : (CL’,y,Z) — .’[2y+Z et f2 : (xayvz) = (ESIH(yZ)

Exercice 1.

Soit n € N. On consideére la fonction f,, : R? — My(R) définie, pour (¢,s) € R?, par :

Déterminer les applications composantes de f,, dans la base canonique de Ms(R).

Soit n € Net (t,5) € R%2. On a :

t s N _ (0 1
(0 t>—t12+sNouN—(0 0)

De plus, I et N commutent, et N est nilpotente d’ordre 2, donc, d’apres la formule du binéme
de Newton, sin >1:
t" nt"‘ls)

fu(t,s) = (tla + sN)" = kﬁ:_o (Z) (tL)"*(sN)F = t"I + nt""1sN = (0 in

On remarque que la formule reste valable pour n = 0 en convenant que 0t"~! = 0 pour ¢t = 0.

Ainsi, dans la base canonique (E1 1, F1 2, F21,Ea2) de Ma(R), les applications composantes de

fn sont :

fn,l,l : (t,S) — tn; fn,1,2 : (t,s) — nt"_ls; fn,2,1 : (t,s) — 0 et fn,2,2 : (t78) —t.s

b. Applications partielles

Soit p € N*. Dans ce paragraphe, on suppose E de dimension finie égale a p.

Définition 2.

P
Soit f: A— F, B=(e1,...,ep) une base de E et a = Zaiei € A.

=1

Pour i € [[1,p], on a appelle i-éme application partielle de f dans la base B au point q,



lapplication f,, définie sur V; = {t e R | a + (t — a;)e; € A} et a valeurs dans F telle que :

foi 0| Vi = F
t — f (a + (t — ai)ei) =f (a161 + ..t aj—1€i-1 +te; +ajr1€i401 + .+ apep) .

Exemple 2.
On considere la fonction f :— R3 — R? définie, pour (x,v,2) € R3, par :
f(z,y,2) = (2%y + 2, zsin(yz)) .
Ses applications partielles dans la base canonique de R?® au point (x,, z) sont :

fo it (Py+ztsin(yz)); fy :t— (2%t +z,2sin(tz)) et fo:t— (2y +t asin(yt)).

2. Fonctions polynomiales

Soit p € N*. Dans ce paragraphe, on suppose E de dimension finie p.

a. Applications coordonnées

Définition-Proposition 3. Applications coordonnées

Soit B = (e1, ..., ep) une base de E.

Pour i € [1,p], on appelle i-éme application coordonnée dans la base B, la forme linéaire

P
notée dz; de F dans K définie, pour x = Z T;e;, par :

i=1

dz;(x) = x;.

Pour i € [1,p], l'application dz; est bien linéaire. En effet, pour tout z = Y7 ze;,y =
Y iy € Eet A, pe K, onadx+py =>4 (Az; + py;)e;, donc :

dz;(Az + py) = Az; + py; = Mda;(z) + pde;(y).

Exemple 3.
Les applications coordonnées dans la base canonique de R? sont :

dz : (z,y,2) = z; dy : (x,y,2) = y et dz: (z,y,2) — 2.



Remarque 1.

Pour B = (ey, ..., e,) une base de E et i € [1,p], on pourra également trouver la notation e, ou
encore e}, pour la i-éme application coordonnée dans la base B - il s’agit de la notation usuelle
(mais hors programme) lorsqu’on aborde la notion d’espace dual.

Proposition 1.

Soit B = (e1, ..., ep) une base de £, B une partie de F', f : B — E une fonction et (f;);cq1 p] les
applications composantes de f dans la base B. On a, pour tout 7 € [1,p] :

fi=dz;of.

Soit 4 € [1,p]. Pour tout = € B, on a f(z) = >.7_, fi(x)e;, donc
dz; o f(z) = da;(f(x)) = fi(x).

Il en résulte que dz; o f = f;. O

b. Fonctions polynomiales

Définition 4.) Fonction polynomiale

Soit f: E — K.
— Soit B = (e, ...,ep) de E. On dit que f est une fonction polynomiale dans la base B
s'il existe une famille (g, .. k,)(ki,... .k, )ene de scalaires presque tous nuls telle que, pour

P
tout x = E Ti€; :
i=1

fz) = Z )\kl,...,kpl’]fl...xlgp.

(k1,...,kp)ENP

Autrement dit, f est polynomiale dans la base B si f est combinaison linéaire de produits
finis des applications coordonnées dans la base B5.

— On dit que f est une fonction polynomiale s’il existe une base B de E telle que f est
une fonction polynomiale dans la base B et on note P(E, K) I’ensemble des fonctions de
FE dans K polynomiales.

Exemple 4.
— Sur R3, I'application
2

fi(zy,2) = 2* — 9?2 — 223 + 5r?y?2

est une fonction polynomiale.



— Soit n € N*. L’application :

est une fonction polynomiale.

— La fonction f est une combinaison linéaire de produits des applications coordonnées dans
la base canonique ; ainsi elle est polynomiale dans la base canonique et donc polynomiale.

— On a, pour M = (mi,j)lﬁi,jfn S Mn(K),

det(M) = Z E(U)Hmo(i),ia

gES,,

donc det est une application polynomiale car polynomiale dans la base canonique de
M, (K).

Remarque 2.

Lorsque 'espace de départ est K, la définition précédente de fonction polynomiale de K dans
K est équivalente a celle de Sup’ proposée en terme de fonction obtenue en évaluant sur K les
polyndémes de K[X].

On peut définir de maniere analogue les fonctions polynomiales de F dans K dans une certaine
base : pour cela, on consideére les fonctions issues de ’évaluation des polyndmes de K[ X7, ..., X}]
a p indéterminées en les coordonnées dans cette base.

)

Proposition 2.

Soit f: E — K.

La fonction f est une fonction polynomiale si, et seulement si, pour toute base B de E, f est
polynomiale dans la base B.

Plus précisément, les ensembles P(E,K) des fonctions polynomiales et des fonctions polyno-
miales dans une base quelconque coincident et sont égaux a la sous-algebre de F(F,K) (muni
de la multiplication terme & terme des fonctions) engendrée par ’ensemble L£(E,K) des formes
linéaires sur F.

Notons P = P(FE, K) I'ensemble des fonctions de E dans K polynomiales et, pour une base B de
E, Pg 'ensemble des fonctions de F dans K polynomiales dans la base B.
Par définition, on a, P = U Ps.
B base de E
On considére maintenant la sous-algebre, notée A dans la suite, de F(E,K) engendrée par 1’en-



semble L(E, K).

On va commencer par montrer que, pour toute base B de E, Pg = A.

Soit B = (ex, ..., €p). On remarque tout d’abord que P est la sous-algebre de F(E, K) engendrée
par {dz1, ..., dz, }.

En effet, pour tout f € Ppg, il existe une famille (Akl,...,kp)(kl,.A.,kp)eN" de scalaires presque tous

P
nuls telle que, pour tout z = Z i€,
i=1
flx) = Z )\k:l,..‘,k:p‘r]fl...x’;p
(kl,...,k‘p)eNP
= Z Akooiky day (z)* ... dxp(x)kp
(K1,e.e,kp)ENP

ou, pour ¢ € [1,p], dz; est la i-éme application coordonnée dans la base B;
o k
et ainsi, f = Z(kh___7kp)€Np Ak dx’fl... dxzp”.
Par suite, Pg est I'ensemble des combinaisons linéaires de produits d’éléments de { dz1, ..., dz,}
qui est égal a la sous-algébre de F(E,K) engendrée par { dz1, ..., dz,}.
Procédons par double inclusion :

* Comme les applications coordonnées sont des formes linéaires, on a {dz,..., dz,} C
L(E,K), et donc A est une sous-algebre de F(E,K) qui contient {dx,..., dz,}, d’ou
Pp C A car Pp est la plus petite sous-algebre de F(E,K) qui contient {dzy, ..., dz,}.

* Vérifions maintenant que Pg contient L(FE,K). Comme E est de dimension finie p, L(F, K)
est de dimension finie p et (dz1, ..., dz;) est une base de L(E,K). Par suite, toute forme
linéaire appartient & Pp comme combinaison linéaire des dz; pour i € [1, p].

Ainsi, Pg est une sous-algebre de F(E,K) qui contient L(E,K) ; et, A étant la plus petite
d’entre-elles, on a A C Pg.
Il en résulte que Pg = A et ce, pour toute base B de FE.

Ainsi, on a, pour tout B base de E :

P= U Pe= |J A=4A=7Ps

B’ base de E B’ base de E

Corollaire 1.  Opérations sur les fonctions polynomiales

L’ensemble des fonctions polynomiales de F dans K est stable par combinaisons linéaires et par
produits finis.

D’apres la proposition précédente, I’ensemble des fonctions polynomiales de E dans K muni de ses
opérations usuelles est une algebre et donc est stable par combinaisons linéaires et par produits
finis. O



Proposition 3.| Composition

On suppose F' de dimension finie ¢ € N*. Soit f : FF — K, C = (e1,...,&4) une base de F,
g:E— Fet (gi)ie{u,q]] les applications composantes de g dans la base C.

Si f est polynomiale de F dans K et, pour tout ¢ € [1,¢], g; est polynomiale de E dans K, alors
f o g est polynomiale de E dans K.

On suppose f € P(F,K) et, pour tout i € [1,¢], g; € P(E,K). D’apres le proposition 2, la
fonction f est polynomiale dans la base C et donc il existe une famille (A, . x,)(k1,....k,)ene de
scalaires presque tous nuls telle que

f: Z )\k17---;kq dy}fl...dygq,

(1,....kq) ENa

ou, pour ¢ € [1,¢], dy; est la i-éme application coordonnée dans la base C.
On a alors, d’apres la proposition 1 :

q

fog = > Mk [[dufiog
=1

(k1,....kq)ENE
q
= Z Aer,ky | [ (dys 0 g)™

(K1,....keq)ENa i=1
q

ki

fog = Z )\klwuakq Hgi :
(k1,...,kq)ENY i=1

Ainsi, f o g est une combinaison linéaire de produits finis d’éléments de P(FE,K) qui est stable
par ces opérations d’apres le corollaire 1, donc f o g appartient a P(E, K). O

Exemple 5.

Soit n € N avec n > 2. Les applications composantes dans le base canonique de M, (K) de
Papplication com : M +— com(M) qui & une matrice associe sa comatrice, sont polynomiales.

Soit M € M, (K) et i,j € [1,n].
En notant ¢; ; le coefficient de com(M) sur sa i-éme ligne et sa j-iéme colonne, on a :

cij = (=1)"det (M; ;),

out M; ; est sous-matrice carrée de M de taille n — 1 obtenue en supprimant la i-eéme ligne et la
j-iéme colonne de M.

L’application M +— M; ; de M, (K) dans M,_1(K) est linéaire; ainsi, ses applications compo-
santes dans la base canonique de M,,_1(K) sont des formes linéaires et donc sont polynomiales.
Par suite, d’apres la proposition précédente, comme det : M,,_; (K) — K est polynomiale (voire
Exemple 4), M — det (M; ;) est polynomiale sur M, (K).

I en résulte que P’application composante com; ; : M +— ¢; ; est polynomiale sur M, (K).



Définition-Proposition 5.

Soit n € N* et M € M, (K).

, . Xy | R = R
L’application ¢ det(tl, — M)
Le polynéme de K[X] associé & 'application polynomiale x,, est appelé polynéme caracté-
ristique de M et on le note de nouveau x,,.

est une fonction polynomiale de R dans R.

On note M = (m; ;); jeq1,n]- On considere I'application g : ¢ — tI,, — M de K dans M, (K). Ses ap-
plications composantes dans la base canonique de M,,(K) sont alors données (en les "numérotant”
par des couples d’indices comme pour la base canonique), pour %, j € [1,n], par :

Gig : T 10i5 —mij,

Ainsi, pour tout 4, j € [1,n], g; j est polynomiale de K dans KK, et d’apres I'exemple 4, 'application
det : M, (K) — K est polynomiale, donc, en vertu de la définition-proposition 3, x,, = deto g
est polynomiale de K dans K.

Remarque 3.

On étudiera plus longuement, dans le chapitre sur la réduction des endomorphismes et des
matrices carrées, le polynéme caractéristique de M pour une matrice carrée M donnée.

Exercice 2.

Soit f : E — K une fonction polynomiale. Pour B = (ey, ..., €,) une base de E, il existe alors une
P

famille ()\kl,“.Jgp)(kl’”.’kp)eNp de scalaires presque tous nuls telle que, pour tout z = Z Tie; :
i=1

et on appelle degré de f dans la base B et on note degyz(f) est I'entier naturel :

— iV (ky,.... k NP A =0;
dengl) = {2 o 1) € N, =0
max{ky + ... + kp | Ak, ..k, #0} sinon.
1. Soit B une base de E et f, g des fonctions polynomiales de E dans K. Montrer que :
degi(f +9) < max (degg(f), degg(g)) et degg(fg) = degg(f) + degp(g)-

2. En déduire que le degré d’'une fonction polynomiale est indépendante de la base choisie
i.e. pour f une fonction polynomiale de E dans K et B, B’ des bases de E, on a :

degp(f) = degp (f)-



3. Applications lipschitziennes

Définition 6.

Soit ke Ry, ACEet f:A—F.

On dit que f est k-lipschitzienne ou lipschitzienne de rapport k sur A pour |- ||g et
Il - |7 si, pour tous x,y € A :

1 (@) = fFW)llr < Ellz —yllz.

On dit que f est lipschitzienne sur A pour || - ||g et || - ||F s'il existe k € R tel que f est
lipschitzienne de rapport k sur A pour || - ||g et || - ||F.

S’il n’y a pas d’ambiguité sur les normes utilisées, on pourra se passer de la mention "pour |- || g
et || - ||#” pour la lipschitzianité d’une fonction.

Proposition 4.

Soit Ng, Nj; des normes sur E, Np, N des normes sur F,a € A, e Fet f: A— F.
— On suppose Ng dominée par Nj, et Nrp dominée par Ni.

Si f est lipschitzienne sur A pour Ng et Nj. alors f est lipschitzienne sur A pour Ny, et
Np.

— On suppose Ng, N équivalentes et Np, N équivalentes.

L’application f est lipschitzienne sur A pour Ng et Nj si, et seulement si, f est lipschit-
zienne sur A pour Nj, et Np.

Autrement dit, la lipschitzianité est invariante par passage a des normes équivalentes
(mais, en général, ce n'est pas le cas de la constante associée!).

— On suppose Ng dominée par Nj et Ny dominée par Nj. Alors il existe Cg, Cp des réels
strictement positifs tels que Ng < CgNp et Np < CpNp.
On suppose f lipschitzienne de rapport k sur A pour Ng et Ny pour un certain k € R.
On pose k' = CpkCg > 0. Pour tous z,y € A. On a :

Np(f(z) — f(y)) < CpNgp(f(z) — f(y)) < CrkNg(z —y) < CpkCpNp(z —y) = k' Np(z — y).

Par suite, f est k'-lipschitzienne et donc lipschitzienne sur A pour Ny, et Np.

— On applique le point précédent en remarquant que deux normes sont équivalentes si, et
seulement si, 'une domine ’autre et ’autre domine I'une.

O

Exemple 6.

— La norme || - || g est 1-lipschitzienne sur F pour || - || et |- |.

— Une application constante de A dans F' est lipschitzienne sur A.

10



Une homotéthie de E est lipschitzienne sur E.

Soit p € N*, ((E1, || - ll1), ---» (Ep, || - Ip)) des espaces vectoriels normés et E = Eq X ... X E,
muni de la norme produit. Les projections sur chaque facteur, i.e. pour i =1,...;p :

E — E;
z = (Z1,.,Tp) — T4

T -

sont 1-lipschitziennes sur E pour la norme produit sur E et la norme du facteur considéré.

Soit p € N*. On suppose E de dimension finie p et on considére B = (e, ..., €,) une base
de E. Les applications coordonnées dans la base B i.e. pour i =1,...,p :

dz; : EFE — K

—\P
B= ) g G =

sont 1-lipschitziennes sur E pour n’importe quelle norme sur F.

— R

L’application = d(z, A)

est 1-lipschitzienne sur E.

Pour tous x,y € E, on a, d’apres la seconde inégalité triangulaire :

lzlle = llyllel < llz—yls.

Par suite, || - || est 1-lipschitzienne sur E pour || - ||z et | - |-
Soit ¢ € F. On note f : x +— c. Pour tous z,y € A, on a :

1f(z) = fW)llr = llc = cllr = 0 < O.[lz =y 5,

donc, f est est lipschitzienne (de rapport 0) sur A.
Soit A € K. On note f = Aldg. Pour tous x,y € E, on a :

1f (@) = FW)lle = Az —ylle
donc, f est lipschitzienne (de rapport |A|) sur E.
Soit ¢ € [1, p]. Pour tous & = (x1, ..., 2p),y = (Y1, ..., Yp) € E,

Iwi(z) = mi(y)lli = llzi = yills < max |lz; —y;ll; = l|lz =yl e
<j<p

donc 7; est 1-lipschitzienne sur F.
Soit i € [1,p]. Pour tous z = Y7, we;,y = > 0 yie; € E,

ldzi(2) — dzi(y)lli = llzi — yills < max |z; —y;| = ||z = yllo,5-
<j<n

donc dzx; est 1-lipschitzienne sur E pour la norme infinie dans la base B.
L’espace E étant de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivalentes; ainsi,

d’apres la proposition 4, dxz; est 1-lipschitzienne sur E pour n’importe quelle norme sur
E.

Pour tous x,y € E,
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y) = |z — ylle

donc z — d(x, A) est 1-lipschitzienne sur E.

11



Exercice 3.

ExE R
* : est lipschitzienne sur F x E pour la norme produit sur £ X E.

Montrer que
T () d(,y)

On a, pour tous (x,%), (u,v) € E? :

d(z,y) — d(u,v)| < |d(z,y) — d(y, )| + |d(y, u) — d(u,v)]
< d(z,u) + d(y,v)
< 2max(d(z, u),d(y,v)) = 2[(z,y) — (u, )]/

Donc cette application est 2-lipschitzienne sur F x E pour la norme produit.

Exercice 4. Rappels de Sup’

Soit I un intervalle non vide de R

1. Soit f: I — R. Montrer que si f est continue sur I, dérivable sur I'intérieur de I et f’ est
bornée sur I, alors f est lipschitzienne sur 1.
En déduire que x — cos(z) est lipschitzienne sur R.

2. Montrer que si f est de classe C*' sur I, alors f est lipschitzienne sur tout segment de I.

1. On suppose f continue sur I, dérivable sur 'intérieur de I et f’ bornée sur I disons par
M > 0.
Pour tous z,y € I, f est alors continue sur [z,y] et dérivable sur |z, y[ donc, d’apres le
théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]z, y| tel que :

f@) = fly) = f ) —y),
d’ott, comme |f'| < M sur |z, y] :
If (@) = fW) = f'(Olx =yl < M|z —y|.

Il en résulte que f est lipschitzienne sur I.

La fonction cos est dérivable sur R et cos’ = —sin est bornée sur R (par 1), done, d’aprés
ce qui précede, cos est lipschitzienne sur I.

2. On suppose f de classe C! sur I. Soit a,b € I avec a < b. Alors f est dérivable sur [a, b] et
f! est continue sur [a,b]. Ainsi, d’apres le théoréme des bornes atteintes, f’ est bornée sur
[a, b] ; donc, d’apres la question précédente, f est lipschitzienne sur [a, b].

Il en résulte que f est lipschitzienne sur tout segment de I.

4. Limite d’une application

12



Dans ce paragraphe, on généralise directement la notion de limite déja vue pour pour les fonctions de
R dans R aux fonctions d’un espace vectoriel normé dans un autre.

a. Généralités
Définition 7.| Limite

Soit f : A — F une application et a € A.

Soit £ € F. On dit que f admet ¢ pour limite en a ou tend vers ¢ en a pour les normes
|- 1le et || - [|F si:

Ve>0,30>0,Ve €A, |lz—alp <8 = ||f(x) -4 <e.

On dit que f admet une limite en a pour les normes || - ||z et || - ||r 8'il existe £ € F tel que
f admet ¢ pour limite en a.

Remarque 4.

— Par mesure de simplicité, s’il n’y a pas d’ambiguité sur les normes dont sont munis F
et F, on pourra dire ”f admet ¢ pour limite en a” sans le "pour les normes || - || et

”

- 1lr™

Mais attention! Comme on le voit dans la définition, la notion de limite dépend cru-
cialement des normes dont sont munis les espaces de départ et d’arrivée de 'application.

Si on change de normes, I'application peut ne plus admettre de limite alors qu’elle en
admettait une avec la norme précédente (ou méme une autre limite!).
— Si a appartient & A et f admet ¢ pour limite en a, alors £ = f(a).

Proposition 5.

Soit f: A— FetacA.

Si f admet une limite en a, alors cette limite est unique.

On suppose que f tend vers £ et £/ en a. Pour tout z € A, on a :

1€ =lllr == f(2) + f(@) = llF < [[f(2) = LIF + £ (@) = ]|F.

Soit € > 0. Alors il existe des réels §, " > 0 tels que, pour tout x € A :

€
lz = alle <é=[f(z) ~tlr < 3
et .
o= alle <6 = 15@) ~ ¢l < 5.
On note = min(§,8’) > 0. Comme a € A, B(a,n) N A # (), donc il existe z € A tel que

[ —alle <.
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Par suite, on a ||z —al|g < d et ||z —allg < ¢, dou :

€
16 =Elle =< ||f(@) = lg+ | f(z) - s < 25 =
<e/2 <e/2
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que ||¢ — ¢'||g = 0, et donc, d’apres 'axiome de

séparation de || - [|g, £ = £'. O

Remarque 5.

En étudiant la démonstration précédente, on comprend pourquoi se limite (sic) aux points a de
A dans la définition de la limite : en effet, si a ¢ A, 'unicité de la limite n’est plus garantie; et
méme pire, en fait, dans ce cas, tout vecteur de F est limite de f en a.

La proposition précédente 1égitime I'emploi de la notation suivante :
Notation 1.

Soit f: A—F,ac Aetlc F.Sifadmet ¢ pour limite en a, on note :

lim f(z) = ¢ ou encore f(z) — ¢.
z—a z—a

Remarque 6.

Insistons ! Méme si la notation précédente ne le prend pas en compte, la notion de limite dépend
des normes utilisées !

b. Limites et infini

Dans la définition suivante, on se placera dans le cas ou F' = R pour considérer des limites infinies :
Définition 8. Limite infinie

Soit f: A—Retac A

— On dit que f tend vers +00 en a, et on note lim f(z) = 400, si :
Tr—a

VR>0,30>0,Vr €A, |xz—allg<dé= f(z)>R.
— On dit que f tend vers —oco en a, et on note lim f(z) = —oo, si :

T—ra

VR>0,30>0,Vee A, |z—allg<d = flz)<-R

Pour cette définition, on se place dans le cas ou A = E = R pour considérer des limites en 400 :
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Définition 9. Limite en oo

Soit f:R— FetleF.

— On dit que f tend vers £ en 400, et on note lim f(x)=1¢, si:
Tr—r+00

Ve>0,3R>0,VzeR, >R = ||f(zx)—{|r <e.

— On dit que f tend vers £ en —oo, et on note lim f(z) =14, si:
Tr—r — 00

Ve>0,3IR>0, Vs €R, z<-R = |f(z)—{||r <.

On considére désormais le cas ot A n’est pas bornée et ||z||p — 400 :
Définition 10.

On suppose A non bornée dans (E, || - ||g). Soit f: A — F et L € F.

On dit que f tend vers ¢ quand |/z|| tend vers +o0, et on note | Hlim flx)="{si:
z||——+oo

Ve>0,3R>0,Vz €A, |z|le>R = |f(z)—{|r <e.

c. Limite et comparaison de normes

Proposition 6.

Soit Ng, Nj; des normes sur E, Np, N, des normes sur F, a € AlcFetf:A>F.

— On suppose Ng dominée par Nj, et Np dominée par Np.
Si f admet pour limite £ en a pour Ng et Nj alors f admet pour limite ¢ en a pour N
et Np.

— On suppose Ng, N équivalentes et Np, N équivalentes.
L’application f admet pour limite £ en a pour Ng et N si, et seulement si, f admet
pour limite ¢ en a pour Nj, et Np.
Autrement dit, le fait d’admettre de limite et la limite sont invariants par passage a des
normes équivalentes.

— On suppose Ng dominée par Ny, et Np dominée par Np.. Alors il existe Cg, Cr des réels
strictement positifs tels que Ny < CgNp et Np < CpNp.
On suppose que f admet pour limite £ en a pour Ng et Np.

€
Soit un réel € > 0. Comme — > 0, il existe un réel 4§ > 0 tel que, pour tout z € A,
F

Ng(x —a) < § implique Np(f(x) —¢) < —g .
F
)
8 =— .
On pose c >0

E
Soit x € A. Supposons N(z —a) < ¢'. Alors Ng(x — a) < CgNp(x —a) < §. Par suite,
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on a :

Ni(f(x) =) < Cp.Np(f(x) = £) < cF.CiF —e.

Par suite, f admet pour limite ¢ en a pour Nj, et Np.

— On applique le point précédent en remarquant que deux normes sont équivalentes si, et
seulement si, I'une domine 'autre et ’autre domine 1'une.
O

d. Caractérisation séquentielle de la limite

,(Théoréme 1.) Caractérisation séquentielle de la limite

Soit f:A—F,ac Aet (€ F.
La fonction f tend vers £ en a si, et seulement si, pour toute suite (uy,)nen & valeurs dans A
telle que u,, — a,

n—oo

flun) —— ¢

n—oo
Autrement dit, f tend vers £ en a si, et seulement si, pour toute suite (up)nen & valeurs dans

A qui converge vers a, la suite (f(u,))nen a valeurs dans F' converge vers .

— (=). On suppose lim,_,, f(z) = £. Soit (un)nen une suite a valeurs dans A tel que u,, — a.
Soit € > 0. Alors il existe un réel § > 0 tel que, pour tout x € A vérifiant ||z — a|lg < 0,

1f(z) —tllr <e.
La suite (u,)nen converge vers a donc il existe un rang N € N tel que, pour tout entier
n>N,

| — al| <.

Par suite, ||f(un) —£||F <e.
Ceci étant vrai pour tout & > 0, il en résulte que la suite (f(un))nen converge vers /.

— («<=). On procede par contraposition. On suppose que f ne tend pas vers £ en a.
Exhibons une suite (u)neny & valeurs dans A qui converge vers a et telle que la suite
(f(un))nen ne tende pas vers £.

Comme f ne tend pas vers ¢ en a, alors :

Je>0,V0>03z € A;||lx—allg <d et || f(x)—LF > e

L

5= > 0, il existe u,, € A tel que

Considérons ce € > 0 et soit n € N. Alors, pour 9,, =

[un — allz < 0n et |[f(un) —€]|F > e.

Ainsi la suite (u,)nen est & valeurs dans A, converge vers a car ||u, —a|lg < d,, P 0
n—-+0oo

et, pour tout n € N, || f(un) — ¢||F > &, donc (f(un))nen ne converge pas vers £.
O

e. Opérations sur les limites
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Proposition 7.| Espace vectoriel des fonctions admettant une limite en un point

Soit @ € A. Muni des ses opérations usuelles, ’ensemble des fonctions de A dans F' qui admettent
une limite en a est un espace vectoriel sur K, et 'application qui & f associe sa limite en a est
linéaire.

En particulier, si f,g: A — F admettent des limites en a, pour tous A\, u € K, Af + pg admet
une limite en a et on a :

lim (\f + g)()) = lim (Af(2) + pg() = A lim f(z) + e i ().

T—ra

On peut utiliser les résultats établis dans la partie sur les suites a valeurs dans un espace vectoriel
normé en appliquant la caractérisation de la limite par les suites.

Voici une preuve qui utilise la definition premiere de limite :
On note F ’ensemble des fonctions de A dans F' qui admettent une limite en a. Montrons que
c’est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel F(A, F') de toutes les fonctions de A dans F'.
— L’application nulle 0 :  — 0p de A dans F' admet pour limite O en a. Donc 0 appartient
aF.
— Soit \,u € Ket f,g € F. On note £,¢' € F leurs limites respectives en a. Alors on a, pour
tout x € A :

IO+ no)(@) — M+ p)llr = IAF (@) —0) + pla(a) — )]l
< [F@) = €+l Jo@) — €llr — 0.
0 —0

r—a r—a

Donc Af + pg admet une limite en a égale A\l + pt’ € F (car F est un espace vectoriel.
D’ou Af + pg appartient a F.
Soit L, : F — K lapplication L, : f — lim f(z). En reprenant les arguments précédents, on
T—ra

obtient que, pour A\, u € K et pour f,g € F de limites respectives £,/ € F en a :
La(Mf + pg) = M+ pt’ = ALo(f) + pLa(9)-

Donc L, est une application linéaire de F dans K. O

Proposition 8.| Limite d’un produit

Soit a € A.
— Soit f:A—>F,¢p: A— K
Si f et v admettent des limites en a (finie pour ¢), alors application ¢.f : 2 — ¢(z) f(x),
définie de A dans F', admet une limite en a et on a :

lim (¢.)(z) = lim (2).f(2) = lim (z). lim f(z).

Tr—a T—a r—a

— On suppose que F' est une algébre munie d’une norme d’algebre. Soit f,g: A — F.

Si f et g admettent des limites en a, alors application fg : z +— f(z)g(z), définie de A
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dans F', admet une limite en a et on a :

lim (fg)(z) = lim f(z)g(z) = lim f(z). lim g(x).

r—a Tr—a r—a r—a

On peut utiliser un raisonnement direct ou se servir des résultats sur la convergence des suites
et la caractérisation séquentielle de la limite (Théoréme 1).
Utilisons les suites :

— On suppose lim,_,, f(z) = ¢ € F et lim,_,, p(x) = X € K. Soit (x,,)nen une suite a valeurs
dans A qui converge vers a. D’apres le théoréme 1, on a f(z,) — £ et p(x,) —— A.
n—oo n— oo

Par suite, pour tout n € N, par inégalité triangulaire et homogénéité de la norme || - || :

(@) f(@n) = MllF < |o(zn) = Al If(@n)llp +[Al|If(@n) = llp —— 0.
—_——— ——— —————— N0
e Y o lE p—
Ceci étant vrai pour toute suite (z,)nen & valeurs dans A qui converge vers a, d’apres le
théoreme 1, p.f admet une limite en a égale a Al.

— La preuve est en tout point similaire a la précédente, on reproduit tout de méme ici
ces arguments. On suppose lim, ,, f(z) = ¢ € F et lim,,,g9(z) = ¢ € F. Soit
(Zn)nen une suite a valeurs dans A qui converge vers a. D’aprés le théoréme 1, on a
f(zn) — let g(xy,) — ¢'. Par suite, pour tout n € N, par inégalité triangulaire et

sous-multiplicativité de la norme || - || :

If (@n)g(zn) = )|p < |1 f(@n) = llE lg(n)llr +elp |lg(n) — £]lF —— 0.
N — N —— —_— ——— N0
el = — 0

n— oo n— oo n— oo

Ceci étant vrai pour toute suite (z,)nen & valeurs dans A qui converge vers a, d’apres le

théoréme 1, f.g admet une limite en a égale & £/’
O

Proposition 9.| Limite d’une application composée

Soit (E, || - ||lg), (F, |- llr), (G,] - |lc) des espaces vectoriels normés sur K; A C E et B C F des

ensembles non vides; a € Aetbe B;et f: A— Fetg: B—G.

Si f: A— F admet b pour limite en a, g : B — G admet une limite en b et f(A) C B, alors
go f admet une limite en a et on a :

lim g o f(x) = lim g(y).

r—a y—b

On suppose f(A) C B, f: A — F admet b pour limite en a et g : B — G admet disons ¢ pour
limite en b.
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Soit (z,)neny une suite & valeurs dans A qui converge vers a. Comme lim,_,, f(z) = b et
lim,_,;, g(y) = ¢, d’apres le théoréme 1, la suite (f(zy))nen & valeurs dans B converge vers b
et donc la suite (g o f(zn))nen a valeurs dans G converge vers /.

Ceci étant vrai pour toute suite (2, )nen & valeurs dans A qui converge vers a, d’apres le théoréme
1, go f admet une limite en a et lim,_,q g o f(z) = £ = limy_,4 g(y). O

f. Limite dans un espace produit

Proposition 10.

Soit ¢ € N*, (Fy, || |7 )s - (Fg || - | 7,) des espaces vectoriels normés, F' = Fy X ... x Fy, a € A,
0= (ly,..0;)eFet f: A= F.

Pour i € [1,¢], on note f; =m0 f: A— F,oum; : (y1,..,yq) € F — y; € F}; est la projection
du produit sur Fj.

L’application f admet ¢ pour limite en a pour || - ||g et la norme produit sur F si, et seulement
si, pour tout i € [1,q], f; admet ¢; pour limite en a.

Comme F est muni de la norme produit, une suite v = ((ug))neN, o (u@)neN) a valeurs dans
F converge vers ¢ si, et seulement si, pour tout i € [1, ], (ugf))neN converge vers /;.

Ainsi, d’apreés la caractérisation séquentielle de la limite (Théoréme 1) :
I’application f admet ¢ pour limite en a;
si, et seulement si,

pour toute suite (ay,)nen & valeurs dans A qui converge vers a, la suite
u=(f(an))nen = ((f1(an))nen, - (fy(an))nen) & valeurs dans F' converge vers £ = ({1, ...,4,);

si, et seulement si,

pour toute suite (an)nen & valeurs dans A qui converge vers a, pour tout ¢ € [1,¢], (fi(an))nen
converge vers /; ;

si, et seulement si,

pour tout ¢ € [1,q], f; admet ¢; pour limite en a.

Soit ¢ € N*. On suppose F' est de dimension finie g.
Soit C = (e1,...,64) une base de F, a € A, £ = Y1 lige; € F, f : A — F et (fi)icp,q les
applications composantes de f dans la base C.

L’application f admet ¢ pour limite en a pour || - ||z et une norme quelconque sur F' si, et
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seulement si, pour tout i € [1,¢], f; admet ¢; pour limite en a pour || - ||g et |- |-

On consideére l'isomorphisme u : ' — K? donné par w:y = > ¢, Yici — (Y1, .-, Yg)-
On munit F' de la norme infinie || - ||oo,c dans la base C et on munit K? muni de la norme infinie
| - ||oo qui correspond & la norme produit sur ce produit cartésien ot chaque facteur K est muni

de | -|.

On rappelle qu’alors || - [leo.c = || -+ |loo © .

De ce fait, la fonction f admet pour limite £ = Y7 | f;e; en a pour || - ||g et || - [Joo,c si, et
seulement si, u o f admet pour limite u(¢) = (¢1,...,4,) en a pour || - || et || - ||co-

Ainsi, en remarquant que les applications composantes de f dans la base C de F' sont égales aux
applications composantes de v o f dans la base canonique de K9, on a, d’apres la proposition
précédente :

lapplication f admet ¢ pour limite en a pour || - [|g et || - [[oo,c;
si, et seulement si,
lapplication w o f admet pour limite (¢1,...,4;) en a pour || - [|g et || - [|oo-
si, et seulement si,
pour tout i € [1,¢], f; admet ¢; pour limite en a pour || - || et |- |.

Pour une norme quelconque sur F', on conclut grace au fait que, F' étant de dimension finie,
toutes les normes sur F' sont équivalentes et que la notion de limite est invariante par passage a
une norme équivalente (Corollaire 6). O

g. Relations de comparaisons

Dans ce paragraphe, on étend (rapidement), comme on ’a fait pour les suites & valeurs vectorielles,
les notations de Landau, aux fonctions vectorielles.

Définition 11.| Domination et négligeabilité vis-a-vis d’une fonction a valeurs scalaires

Soitac A, f:A—=Fetyp: A=K

— On dit que f est dominée par ¢ quand x tend vers a s’il existe M € Ry et un réel § > 0
tels que, pour tout = € A, ||z — al| < § implique :

If(@)lr < Mle(z)

On note alors f = zQ)@((p) ou f(z) = O (p(x)).

r—a

— On dit que f est négligeable devant ¢ quand z tend vers a si, pour tout réel € > 0, il
existe un réel § > 0 tel que, pour tout « € A, ||z — a|| < ¢ implique :

1f(@)llF < ele(z)].

On note alors f = o (p) ou f(z) o (¢(x)).

Tr—a r—a

20



Définition 12.| Domination, négligeabilité et équivalence

Soita€ Aet f,g: A— F.

— On dit que f est dominée par g quand z tend vers a et on note f = O (¢) ou

Tr—a
f@) = 0 (pla)).si:
f=0(lgllr)-
— On dit que f est négligeable devant g quand x tend vers a et on note f = .o a(g) ou
@)= o (gla))si
f=ollglr)
— On dit que f est équivalente a g quand x tend vers a et on note f ~.gou f(x) o~

g(x) si:
f=9= o (lgllr)

Remarque 7.

La relation ~ est une relation d’équivalence sur les fonctions de A dans F. On pourra donc
employer la terminologie : ” f et g sont équivalentes quand x tend vers a” si f équivaut g quand
x tend vers a.

5. Applications continues

a. Continuité locale

Définition 13.| Application continue en un point

Soitae Aet f: A— F.

On dit que f est continue en a pour ||-||g et ||-||r si f admet une limite en a et lim f(z) = f(a)
r—a

ie.

Ve>0,30>0Vx e A, |lz—a|lg<d = ||f(x)— fla)||lr <ce,

ou de maniere équivalente, si, pour x € A :

1f(z) = fa)llr

|z—al||g—0

Remarque 8.

— Encore une fois, attention! La continuité dépend des normes dont sont munis les espaces
de départ et d’arrivée de I'application au départ.
Par mesure de simplicité, s’il n’y a aucune ambiguité sur les normes utilisées au départ
et a l'arrivée, on pourra dire ”continue en a” sans précision.

— Dans la définition, la mention ”lim f(z) = f(a)” est redondante car, comme a € A, si f
Tr—a

admet ¢ pour limite en a, on a automatiquement ¢ = f(a).
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,(Théoréme 3.) Caractérisation séquentielle de la continuité

Soitae Aet f: A— F.

L’application f est continue en a si, et seulement si, pour toute suite (u,),en & valeurs dans A
qui converge vers a,

fun) —— f(a).

n—o0

On applique la caractérisation séquentielle de la limite (Théoréme 1) : f admet une limite en a et

lim, . f(z) = f(a), si, et seulement si, pour toute suite (u,),en & valeurs dans A qui converge

vers a, f(u,) —— f(a). O
n—oo

La caractérisation séquentielle de la continuité fournit un bon moyen de montrer qu’une application
n’est pas continue en un point comme on pourra le voir dans ’exemple et les exercices du paragraphe 6 :

Proposition 11.

Soita€e Aet f: A— F.

L’application f est n’est pas continue en a si, et seulement si, il existe une suite (uy)pen &
valeurs dans A qui converge vers a telle que

f(un) —/— f(a).

n—oo

Il s’agit de la négation de 1’équivalence du théoreme 3. O

b. Continuité globale

Définition 14. | Application continue sur un ensemble

Soit f: A— F.
On dit que f est continue sur A pour || - ||g et || - ||r si, pour tout a € A, f est continue en a
pour - |1 et |- | Le.

Vae A, Ve>0,30>0Vz €A, |z—allg<d = ||flz)— fla)||r <e.

On note Cj.| |||~ (A4, F), ou plus simplement C'(4, F') il n’y a pas d’ambiguité sur les normes

utilisées, I’ensemble des applications continues de A dans F pour | - g et || - || 7
Exemple 7.
— La norme || - ||g est continue sur F pour || - || et | - |.

— Une application constante de A dans F' est continue sur A.
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— Une homotéthie de E est continue sur E.

On démontre directement ces exemples avec la définition de la continuité pour se faire la main
mais, a posteriori, on pourrait utiliser la proposition 19 pour ce faire!
— Soit a € E. Pour tout x € E, on a, d’apres la seconde inégalité triangulaire :

llzlls ~ llalls] < llz — allz —0,

d’ot || - || admet pour limite ||a| g en a.

Ainsi, application  — ||z||g est continue en tout point a de E pour || - || et | - | donc
elle est continue sur E pour || - ||z et |- |.

— Soit ¢ € F. On note f : z — c. Soit a € A. Pour tout x € A, on a :
1£(@) - F@lle = lle = clln =0 —> 0,

donc, f est continue en a car f admet f(a) pour limite en a. Ceci étant vrai pour tout
a € A, f est continue sur A.

— Soit A € K. On note f = Aldg. Soit a € A. Pour tout z € A, on a :
Il f(z) = f(a)lle = [Al-lz — allF :OE)O’

donc, f est continue en a car f admet f(a) pour limite en a. Ceci étant vrai pour tout
a € A, f est continue sur A.

c. Continuité et comparaison de normes

Proposition 12.

Soit Ng, Ny, des normes sur E, Np, N, des normes sur F',a € A, l € Fet f: A— F.
— On suppose Ng dominée par Nj, et Np dominée par Nj.

Si f est continue en a pour Ng et N alors f est continue en a pour Ni et Np.
— On suppose Ng, N équivalentes et Np, N équivalentes.

L’application f est continue en a pour Ng et Ny si, et seulement si, f est continue en a
pour Nj et Np.
Autrement dit, la continuité est invariante par passage a des normes équivalentes.

On applique la proposition 6 avec £ = f(a). O

23



On suppose F et F' de dimension finie. L’espace vectoriel C'(A, F') est indépendant des normes
dont sont munis E et F ie. si Ng, Nj sont des normes sur E et Np, N des normes sur F,

alors
CNE,NIV (A F) = C’NgE,NF (A F).

Comme E et F sont de dimension finie, toutes les normes sur F et I’ sont équivalentes, d’apres
la proposition précédente, pour tout f : A — F, on a f € CNE,N% (A, F) si, et seulement si,
f € CN;;;NF(A’F) D’Ofl l’égahté CNE,N%(Aa F) = CNENNF(A?F) D

Remarque 9.

En vertu du théoréme précédent, en dimension finie, on pourra parler de continuité sans se
soucier des normes dont sont munis les espaces de départ et d’arrivée!

d. Opérations sur les applications continues

Proposition 13.| FEspace vectoriel des fonctions continues

L’ensemble C(A, F'), muni de ses opérations usuelles, est un espace vectoriel sur K.
En particulier, une combinaison linéaire d’applications continues est continue.

Soit a € A. On note Cy (A, F') 'ensemble des fonctions de A dans F' continue en a et F, ’ensemble
des fonctions de A dans F' qui admettent une limite en a. D’apres la proposition 7, F, est un
espace vectoriel sur K.
Montrons que C, (A, F) est un sous-espace vectoriel de F,.
— L’application nulle 0 :  — Op de A dans F appartient & C,(A, F') d’aprés 'exemple 7.
— Soit A\, u € Ket f,g € Co(A, F). Alors f,g admettent respectivement f(a) et g(a) pour
limites en a et, d’apres la proposition 7, on a :

lim (Af + ig)(@) = A lim £(2) + s lim g(2) = (Af + uo)(a)

Donc A\f + pg admet (Af + pg)(a) pour limite en a. D’ou A\f + pg appartient & C,, (A, F).
Il en résulte que C,(A, F') est un sous-espace vectoriel de F,.
De plus, F, est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel F(A, F') des fonctions de A dans F,
donc Cy (A, F) est un sous-espace vectoriel de F(A, F).
On remarque alors que C(A, F') = (,c4 Cua(A, F), d’ott C(A, F) est un sous-espace vectoriel de
F(A, F') comme intersection de sous-espaces vectoriels. O
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Proposition 14.| Composition d’applications continues

La composée de deux applications continues est continue.

Soit (E, |- lg)s (Fy |l - lr), (G, || - ) des espaces vectoriels normés sur K; A C E, B C F.

Soit f: A — Fetg:B — G. On suppose f(A) C B, f continue sur A et g continue sur B.
Montrons que g o f est continue sur A.

Par hypothese, pour tout a € A, f admet f(a) pour limite en a et, pour tout b € B, g admet
pour limite g(b) en b.

Soit a € A. D’apres la proposition 9, comme f(A) C B, go f admet une limite en a et, en notant
b=1lim, ,, f(z) = f(a),on a:

lim go f(z) = lim g(y) = g(b) = g o f(a).

r—a y—b

Donc g o f est continue en a.
Ceci étant vrai pour tout a € A, g o f est continue sur A. O

Exercice 5.

Soit A C E et f: A — F une application continue sur A. Montrer que z — || f(z)||r est une
application continue sur A.

F —- R

y = llylle
(voire Exemple 7) donc par composition, z — || f(z)||F est continue sur A.

L’application f : A — F est continue sur A C F et || - ||p : est continue sur F'

Corollaire 2. Inverse d’une fonction continue & valeurs scalaires

1 1
Soit f : A — K. Si f est continue sur A et ne s’annule pas sur A, alors ’application ? RS m,
T

définie de A dans K, est continue sur A.

i: | K*
t =
composée d’applications continues.

1

On a % =40 f ou est continue sur K* donc + est continue sur A comme

= ﬁ
<l
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Exercice 6.

On suppose que F' est une algéebre munie d’une norme d’algebre. Montrer que l'application

i | F* = F . % . P . .
y o oyl est continue sur F'*| puis en déduire que si f : A — F est continue sur A

et a valeurs dans F'*, alors lapplication f* :z — f(x)

1 est continue sur A.

— Soit y,z € F*. Tout d’abord, cherchons a comparer ||i(y) —i(2)||r = |ly~! — 27| r avec
lly — z|| 7. On a, par sous-multiplicativité de la norme :

71_

ly= = =7 e = lly™ (z =927 Ir < Iy~ llellz = yliellz F = ly el rlly - 217

Pour aboutir & la continuité en z, il nous faudrait majorer ||y~ lorsque y est proche de
z. Or, par la seconde inégalité triangulaire et d’apres ce qui précede, on a :

ly e =z r < lly™" =27 e < ly ez elly — 2le,

—1
done, si ||y — 2||» < szErr=, on obtient [ly =[x < 27| + L5LE, et ainsi [lyLF <

2|[z7Y||F ; d’ou au final :
ly™ =27l < 2027 Ely — 2lle-

Ca y est, on a tout ce qu'il faut pour bien rédiger la continuité de i! Allons-y.
Soit z € F*. Soit € > 0. On pose § = min(ﬁ, ﬁ) > 0. Pour tout y € F'* tel
F

que ||y — z||r < 9§, on a, d’apres nos calculs initiaux :

_1_

lity) —i(2)llr = lly™" =27 lIr <2027 Flly — 2llF <e.

Par suite, 7 est continue en z. Ceci étant vrai pour tout z € F'*, i est continue sur F'*.

— Soit f: A— F. On suppose f continue sur A et a valeurs dans F*. On a f* =io f donc
f est continue sur A comme composée d’applications continues.
O

Proposition 15.| Produit de fonctions continues

— Soit f: A= F,p: A=K

Si f et ¢ sont continues sur A, alors application ¢.f : x +— @(z).f(x) est continue sur

A.

— On suppose que F' est une algebre munie d’une norme d’algebre. Soit f,g: A — F.

Si f et g sont continues sur A, alors application fg:x — f(x)g(x) est continue sur A.

Si f et ¢ sont continues sur A, alors, d’apres la proposition 8, pour tout a € A, ¢.f admet
v(a).f(a) = (p.f)(a) pour limite en a, donc ¢.f est continue sur A.
On raisonne de méme pour le deuxiéme point. O

26



Proposition 16.| Algébres de fonctions continues

— L’espace vectoriel C(E, F), muni de la composition, est une algebre sur K.

— L’espace vectoriel C'(A,K), muni de la multiplication terme & terme, est une algébre sur
K.

— Montrons que C(E, E) est une sous-algébre de 'algebre F(F, E) des fonctions de F dans
lui-méme.

i) D’apres la proposition 13, C(FE, E) est un sous-espace vectoriel de F(E, E).
ii) D’apres la proposition 14, C(E, E) est stable par composition.
iii) D’apres ’exemple 7, Iapplication Idg est continue sur E.
Par suite, C(FE, E) est une sous-algebre de 'algebre F(E, E) et donc une algébre.
— Montrons que C(A4,K) est une sous-algebre de 'algebre F(A,K) des fonctions de A dans
K.
i) D’apres la proposition 13, C(A,K) est un sous-espace vectoriel de F(A4,K).
ii) D’apres la proposition 15, C(A,K) est stable par produit.
iii) D’apres ’exemple 7, application constante 1: x + 1 est continue sur A.
Par suite, C(A,K) est une sous-algebre de l'algebre F (A, K) et donc une algebre.

Exemple 8.

Yp: .A

Soit A une algebre de dimension finie et P € K[X]. L’application u = P) appar-

tient & C(A, A).

Pour tout & € N*, on a I}, : u + u* = (Id4(u))* donc, comme Id4 € C(A,.A), 'application
I;, appartient a C(A, A) comme produit d’éléments de l'algebre C(A,.A). De plus, Iy : u+— 14
appartient & C'(A, A) car toute application constante est continue.

Ainsi, en notant P = 3" a; X* (somme finie), on a :

+ oo
op = al
k=0

donc pp appartient & C(A, A) comme combinaison linéaire d’éléments de 'espace vectoriel

C(A, A).

e. Continuité et espace produit

Proposition 17.| Continuité d’une application dans un produit

Soit ¢ € N*, (F1,|| - [|7), -, (Fyg. |l - |F,) des espaces vectoriels normés, F' = Fy x ... x Fy et
fiA—>F.
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Pour i € [1,¢], on note f; =m0 f: A — F, oum; : (y1,...,yq) € F — y; € F} est la projection
du produit sur Fj.

L’application f est continue sur A pour || - ||g et la norme produit sur F si, et seulement si,
pour tout i € [1,q], f; est continue sur A pour || - ||g et | - |

Fi-

On a, d’apres la proposition 10 :
lapplication f est continue sur A pour || - ||g et la norme produit sur F
si, et seulement si,

pour tout a € A, f admet f(a) = (f1(a), ..., fy(a)) pour limite en a pour || - ||g et la norme
produit sur F

si, et seulement si,
pour tout a € A et pour tout ¢ € [1,¢], f; admet f;(a) pour limite en a pour || - ||z et || - || £,

si, et seulement si,

pour tout ¢ € [1,q], f; est continue sur A pour || - ||g et || - ||F,-

Soit ¢ € N*. On suppose F est de dimension finie q.
Soit C une base de F', f : A — F et (fi)ic1,q les applications composantes de f dans la base
C.

L’application f est continue sur A pour || - ||z et une norme quelconque sur F si, et seulement
si, pour tout ¢ € [1,q], f; est continue sur A pour || - ||g et | - |.

On utilise des arguments analogues a ceux de la proposition précédente en utilisant le théoreme

2 pour chaque a € A. O
Exemple 9.
| R R?
L’application f ~ est continue sur R.

t —  (cos(t),sin(t))

Les applications composantes de f dans la base canonique de R? sont f; = cos et fo = sin qui
sont continues sur R donc f est continue sur R (et ce, pour toute norme sur R? car il est de
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dimension finie!).

Remarque 10.

Attention! Le théoréme précédent ne fonctionne pas avec les applications partielles dans une
base : en effet, celle-ci peuvent étre toutes continues sans que la fonction ne le soit! Voire
I’exemple 14 dans la suite.

f. Continuité uniforme

Définition 15.| Continuité uniforme

Soit AC Eet f: A— F.On dit que f est uniformément continue sur A pour ||| g et
- ll7 st
Ve> 0,305 0, Yo,y e A Jr—yle <6 = |f@)— f)lr <e.

Proposition 18.

— Toute application uniformément continue est continue.

— Toute application lipschitzienne est uniformément continue.

Soit AC E et f: A— F une application.

— On suppose f uniformément continue sur A. Ainsi
Ve>0,30>0,Ve,yc A |lz—ylle<d = [[f(z) - fy)lr e

Par suite, en particulier, pout tout x € A et tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout
yeA |lz—ylle <0 = |f(z)— f(y)llr <e, donc f est continue sur A.

— Soit AC Eet f: A— F. On suppose que f est k-lipschitzienne sur F pour un certain
k€ R,. Soit € > 0. On pose,si k #0,0 = £ >0et si k=0, =42 > 0. Alors, pour tous
z,y € A tels que ||z —y||p < J,ona:

1/ (@) = fWllr < Ellz —ylle < kd <e.

Par suite, f est uniformément continue sur A.

Exercice 7. Rappels de Sup’

Déterminer une fonction f: I C R — R telle que :
1. f est continue sur I mais pas uniformément continue sur I.

2. f est uniformément continue sur I mais pas lipschitzienne sur I.
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1. Par exemple, la fonction f : x — e* est continue sur R mais pas uniformément continue sur
R.
On rappelle I'inégalité classique : pour tout = € R,

e* >1+x et donc e* > z.

Montrons que f n’est pas uniformément continue sur R. Considérons ¢ = 1. Pour tout
§>0,onposex=%+05ety=t;alors|zr—yl=06<det:

|ﬂ@—f@ﬂ=b“wﬂzeﬂ&—n>%5=1=a

Par suite, f n’est pas uniformément continue sur R.

On aurait pu aussi considérer la fonction f: z +— 2% (exercice).

2. Par exemple, la fonction f : z — /z est uniformément continue sur R, mais pas lipschit-
zienne sur Ry.

— Montrons tout d’abord que f est uniformément continue sur R. Pour z,y € R, avec
r <y, ona . /xy > x, donc :

Wy — Vo) =y—2yay+a<y-—uz,
d’ont \/y — v/ < \/y —x et de méme, pour y <z, VT — /Y < T — .

Par suite, pour tous z,y € Ry :

Ve — iyl < \/lz —yl.

Soit &€ > 0. On pose § = €2 > 0. Alors, pour tous x,y € R avec |z —y| < §, on a :

VT — il < le—yl < Vo =c.

Il en résulte que f est uniformément continue sur R.

— Montrons désormais que f n’est pas lipschitzienne sur R. Le "probléeme” se situe au
voisinage de 0. Pour z € R , on a :

|f(z)—fO)] vz 1
=0 5 oE e

Par suite, f n’est pas lipschitzienne sur R.

6. Exemples d’applications continues
a. Applications lipschitziennes

Proposition 19.

Toute application lipschitzienne est continue.
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D’apres la proposition 18, toute application lipschitzienne est uniformément continue et donc
continue. O

En utilisant la proposition précédente, on déduit alors les exemples suivants de I’exemple 6 :
Exemple 10.

— Soit p € N*, ((E1, || - |[1),---s (Ep, || - ||p)) des espaces vectoriels normés et E = Ey X ... X E,
muni de la norme produit. Les projections sur chaque facteur sont continues sur E pour
la norme produit sur F et la norme du facteur considéré.

— Soit p € N*. On suppose E de dimension finie p et on considere 5 une base de E. Les
applications coordonnées dans la base BB sont continues sur £ pour n’importe quelle norme
sur E.

est continue sur FE.

] . E —- R
— L’application N

d(z, A)

b. Fonctions polynomiales

Dans ce paragraphe, on suppose E de dimension finie p. On rappelle qu’alors l'algebre C(E, K)
est indépendante de la norme dont on munit F.

Proposition 20.

L’ensemble L(E,K) des formes linéaires sur E est un sous-espace vectoriel de C'(F,K).

Soit B = (eq, ..., €p) une base de E. D’aprés exemple 10, les applications coordonnées dzy, ..., dz,
dans la base B appartiennent au sous-espace vectoriel C(E,K) de l'espace vectoriel F(E,K)
des fonctions de E dans K. Or, on a L(E,K) = Vect(dx,..., dz,) qui est le plus petit sous-
espace vectoriel e F(E,K) contenant dzi, ..., dz,, d’ott L(E,K) est un sous-espace vectoriel de
C(E,K). O

L’ensemble P(E,K) des fonctions polynomiale de E dans K est une sous-algebre de C'(E,K).

En particulier, toute application polynomiale de F dans K est continue sur F pour n’importe
quelle norme sur F.

D’apres la proposition 16, C(E,K) est une sous-algeébre de F(E,K) et, de plus, d’apres la pro-
position précédente, L(E,K) C C(E,K).

Or, d’apres la proposition 1, P(E,K) est la sous-algebre de F(FE,K) engendrée par L(E,K) et
donc la plus petite sous-algebre de F(FE,K) qui contient L(FE, K).

Par suite, P(E,K) est une sous-algebre de C(E, K). O
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Exemple 11.

. 2
— L’application “ ° C Ej) : ]gxg +y) est continue sur K2.
R? — R

— L’application

est continue sur R2.
(z,y) = Va2+y?
— Soit n € N*. L’application det : M, (K) — K est continue sur M, (K).

— Soit n € N*. L’application com : M, (K) — M, (K) qui & une matrice associe sa comatrice,
est continue sur M, (K).

— L’application f est polynomiale sur K2 car g : (z,y) + 223 + y est polynomiale et, par
stabilité des applications polynomiales par produit, f = ¢° est polynomiale (on aurait
également pu utiliser la formule du binéme de Newton pour prouver directement que f
est polynomiale dans la base canonique). Par suite, f est continue sur K2.

— Ona N = /ofouf:(x,y) = 22 +y2% Comme f est polynomiale sur R?, elle est
continue sur R?; de plus, /- est continue sur R et on remarque que f est & valeurs dans
R, donc N est continue sur R? comme composée d’applications continues.

On aurait également pu remarquer plus simplement que N = || - ||2 qui est continue sur
R? (voire exemple 7).

— D’apres 'exemple 4, 'application det est polynomiale sur M, (K); elle est donc continue
sur M, (K).

— D’apres I'exemple 5, les applications coordonnées de ’application com dans la base ca-
nonique de M, (K) sont polynomiales et donc continues sur M, (K). Ainsi, d’apres le
théoréme 5, com est continue sur M, (K).

c. Fonctions continues de RP dans RY

En vue du chapitre ”Calcul différentiel” et de I'application du théoréme fondamental du calcul dif-
férentiel, nous aurons besoin de déterminer si des fonctions de plusieurs variables sont continues (plus
précisément, des fonctions dérivées partielles). L’objet de ce paragraphe est de se familiariser avec des
méthodes et des exemples d’étude de la continuité de telles fonctions.

Soit p,q € N*. Dans ce paragraphe, nous allons considérer des fonctions de A C RP dans R?. Comme ces
espaces vectoriels sont de dimension finie, on rappelle que C(R?,R?) est indépendant des normes dont ils
sont munis.

Méthode 1.

Montrer qu’une fonction de A C R? dans R? est continue sur A

Pour montrer qu’une fonction f de A dans RY est continue sur A, en vertu du théoréme 5, on
montre que les applications composantes de f dans une base de R? - la plupart du temps, on
utilisera la base canonique - sont continues de A dans R.

Exemple 12.
La fonction f: R® — R2, définie, pour (x,vy,2) € R3, par :

flz,y,2) = (x2y + 2, xsin(yz))
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est continue sur R3.

Dans la base canonique de R?, les applications composantes de f sont :
fr @ 2) o 2%y + 2 et fo - (3,9, 2) o zsin(yz).

— La fonction f; est polynomiale donc continue sur R3;

— On a g : (2,9,2) — yz est polynomiale donc continue sur R? et sin est continue sur R
donc sin og est continue sur R* par composition.
Ainsi, f, est continue sur R? comme produit de la fonction coordonnée (z,vy,2) — 2 qui
est continue sur R? et de sin og.

Comme toutes les applications coordonnées de f sont continues sur R3, f est continue sur R3.

D’aprés la méthode précédente, I’étude la continuité d’une fonction de A C R? dans R? peut se faire
en étudiant la continuité de ¢ fonctions de A dans R.
Lorsque la définition d’une fonction de A dans R comporte une "rupture” de formule (voire ’exemple
suivant), les théorémes généraux que 1'on a utilisés dans ’exemple précédent, ne s’appliquent plus; il faut
revenir a la définition de la continuité pour s’en sortir.

Méthode 2.

Montrer qu’une fonction de A C RP? dans R est continue en un point.
Pour montrer qu'une fonction de A dans R est continue en a € A, il suffit tres souvent de :
o calculer |f(z) — f(a)l;
e majorer |f(z) — f(a)| par K|z — al]|* ot K, > 0 et la norme || - || sur RP est choisie
judicieusement en fonction de ’expression de f.

Une astuce usuelle pour aboutir a la majoration précédente est de remarquer que pour les normes
les plus courantes sur RP (les normes 1,2 et infinie par exemple), on a, pour (z1,...,x,) € RP et
i€ [1,p] :

|zi] < |l(z1, - zp)l-

Exemple 13.

La fonction f: R? — R définie, pour (z,y) € R?, par :

Ty )
fay) =4 JErE (z,y) # (0,0)
0 sinon

est continue sur R2.

La fonction f est continue sur R? \ {(0,0)} comme quotient de fonctions continues sur R? dont
le dénominateur ne s’annule par sur R? ~ {(0,0)} : en effet, la dénominateur est polynomiale sur
R? donc continue sur R?; et le dénominateur est continue sur R comme composée de fonctions
continues (voire exemple 11).
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Il nous reste a étudier la continuité de f en (0,0). Comme il y a "rupture” de formule entre (0, 0)
et R? . {(0,0)}, on doit revenir & la définition de la continuité comme précisé dans la méthode
précédente.

Le dénominateur de la fraction est égal & la norme 2 sur R?, utilisons la! On a, pour tout
(x,y) € R~ {(0,0)}, en utilisant 'astuce proposé dans la méthode, & savoir |z| < [|(z,y)||2 et
lyl < ll(z,9)ll2 :

|f(z,y) = £(0,0)] = \/%

1, g)ll2-1(; )2

= (o)
|f(z,y) — £(0,0)] < ||($,y)||2m0

Donc f est continue en (0,0).

11 en résulte que f est continue sur R2.

Exercice 8.

Montrer que les fonctions suivantes de R? dans R sont continues sur R? :

oy i in (— si (z
Fla,y) = o si (@,y) # (0,0) g(z,y) = (z +y)sin <334 +y2) (z,y) # (0,0)

0 sinon 0 sinon

On remarque que, pour 7 = 1,2, 00, on a, pour tous x,y € R :

] < [, )l et |y] < [(z,y)la-

1. La fonction f est continue sur R? \ {(0,0)} comme quotient de fonctions polynomiales sur
R? dont le dénominateur ne s’annule par sur R? \ {(0,0)}.

Il nous reste a étudier la continuité de f en (0,0). Le dénominateur de la fraction fait penser
a la norme 2 sur R2, utilisons la! On a, pour tout (z,y) € R? \ {(0,0)}, en utilisant la
remarque initiale :

3 3
faw) - s0.0) = S
I, ) 3.1, )11
SR e
@)~ FO,00 < @yl ——0

(z,y)—(0,0)

Donc f est continue en (0,0).

2. La fonction g est continue sur R? \ {(0,0)} comme produit de fonctions continues sur
R2 . {(0,0)} : en effet,
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— la fonction (z,y) — = + y est polynomiale;

— la fonction (x,y) — sin (aﬁiiy"‘) est continue sur R? \ {(0,0)} comme composée de
(x,y) = x* +y? qui est polynomiale et ne s’annule pas sur R? \ {(0,0)}, de la fonction
t— % qui est continue sur R* et de sin qui est continue sur R.

Etudions la continuité de ¢ en (0,0). Le = + y fait penser & la norme 1 sur R?, utilisons la!
On a, pour tout (x,y) € R% ~\ {(0,0)} :

1
960,9) = 9001 = lo+al.sin (5 )|
< (ol + o
9@) ~ 90,01 < @)l ——
(z,y)—(0,0)

Donc g est continue en (0, 0).
Il en résulte que g est continue sur R2.

Méthode 3.

Montrer qu’une fonction de A C R? dans R n’est pas continue en un point.
Soit f : A — R. En vertu de la proposition 11, pour montrer que f est n’est pas continue en a
(étant donnée une valeur pour f(a)), il suffit de déterminer une suite (uy)nen & valeurs dans E
tels que u,, —— a et

n—+00

flun) —F— f(a).

n—-+oo

Exemple 14.

Y si(x,y) # (0,0)

La fonction f(x,y) = { > +y* n’est pas continue en (0,0) mais ses applica-
0

sinon
tions partielles en (0,0) dans la base canonique sont toutes continues en 0.

On prend, pour n € N*, u, = (1, 1). Alors u, " (0,0) et on a :
n—-+oo

L 0= 10,0

1
flun) = 7" = n—+oo 2

|
+
|
N | =

Ainsi, d’apres la caractérisation séquentielle de la continuité, f n’est pas continue en (0, 0).

De plus, dans la base canonique de R?, les applications partielles de f en (0,0) sont :
foix— f(z,0)=0et f,:y+— f(0,y) =0

qui sont bien continues en 0 (et méme sur R) car constantes.
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Exercice 9.

Montrer que la fonction suivante ne sont pas continue en (0,0,0) :

Ty +yz .
gy 2) = d o422 si (z,y,2) # (0,0,0)
0 sinon

On prend, pour n € N* u,, = (O, %, %) Alors u,, T (0,0,0) et on a :

1 1
=.=4+0 1 1
w) = n_n = — — O: 0,070.
g(u) %4‘%4‘0 3 oo 37"é g( )

Ainsi, d’apres la caractérisation séquentielle de la continuité, g n’est pas continue en (0,0, 0).

Remarque 11.

Pour montrer qu’une fonction de A C RP dans R n’est pas prolongeable par continuité en a,
il suffit donc de trouver deux suites (un)nen €t (vn)nen qui convergent vers a et telles que
(f(un))nen et (f(vn))nen ne convergent pas vers une méme limite (ou que 'une des deux ne

converge pas du tout!)

Exercice 10.
2 2

Déterminer le domaine de définition de la fonction f : (z,y) — % et montrer qu’elle n’est
€ Y

pas prolongeable par continuité en (0, 0).

Le dénomniateur (z,y) — =2 + y? ne s’annule qu’en (0, 0) donc D; = R? ~ {(0,0)}.
f

* — (1 1 — (L
On prend, pour n € N* u, = (n7 n) et v, (n,O). Alors uy, m (0,0), v, m (0,0) et

on a :

1 1
2 2
U, ) = 2 L 0
f( n) %_’_% T

et

f(vn) = :

3&’“‘3 =
+
:N‘,_.
N
3
1
JF
3
[N

dou lim f(up)# lim f(vn).
Ainsi, d’apres la caractérisation séquentielle de la continuité, f n’est pas prolongeable par conti-

nuité en (0,0).
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Partie B

Continuité des applications linéaires et multilinéaires

1. Continuité et applications linéaires

a. Notation et caractérisation

On rappelle la notation L(F, F') pour désigner I’ensemble des applications linéaires de E' dans F.
Notation 2.

On note L.(E, F) = L(E,F)NC(E, F) lensemble des applications linéaires continues de (E, || -

) dans (F, [ - [|F)-

,(Théoréme 7.) Caractérisation des applications linéaires continues

Soit f € L(E, F). Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) f est continue sur E;
ii) f est continue en O ;

iii) il existe un réel k > 0 tel que, pour tout = € E,

If(@)r < Ellz]e-

iv) f est lipschitzienne sur E.

Montrons i)=-ii)=-iii)=-iv)=-i)
e i)=ii). Si f est continue sur E, alors f est continue en tout point de E et donc, en
particulier, est continue en O € E.

e ii)=-iii). On suppose f est continue en Og :
Ve>036>0Vz € E |z —0g|le < = |f(z)— f(Or)|lF <e,
ce qui peut se réécrire, comme f(0g) = Op par linéarité de f :
Ve>030 >0Ve € E |z|lp <0 = |f(z)||r <e,

Prenons e =1 > 0. On pose k = % > 0.
Pour z = OE, on a ||f(OE)||F = ||0F||F =0 S 0= k”OE”E
Soit « € E avec x # O0g. On pose y = ﬁx € E. Par construction, on a |ly/lg = < 4,
d’ot1, par homogénéité de || - | r et linéarité de f :
)

(&4l

If@)lr=1f@)llr <e=1.
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Par suite, on a :
1
1f@)lr < zllzlle = klzl 5.

Il en résulte que, pour tout z € E :

1f (@)l < kllz||e-

e iii)=iv). On suppose qu’il existe k > 0 tel que, pour tout = € E,

1f(@)lF < kllz]|e-

Soit x,y € E. Comme f est linéaire, on a :

1 () = FW)lle = I (z = y)llr < Kl —ylle.

e iv)=1i). Toute application lipschitzienne est continue d’apres la proposition 19.

O
Exemple 15.
T:|E — K
— On considére E = C([0, 1], K). L’application f = /1 £(6) dt est une application
0
linéaire continue sur E muni de la norme || - |1, || - ||2 ou || - | oo-

— Soit n € N. L’endomorphisme D,, : P — P’ de K,,[X] est continue sur K, [X].

— L’application T est linéaire par linéarité de 'intégrale. Prouvons sa continuité sur £ muni
de la norme infinie. Pour tout f € F, on a :

1 1
IT(f)—' / F(t)dt| < / F®dE = £

Par suite, d’apres la caractérisation des applications linéaires continues, T est continue

sur FE pour || - |;.
Comme || - ||1 est dominée par || - [|2 et || - ||oo, d’aprés la proposition 12, T' est continue
sur E pour || - ||2 et pour || - [|oo-

— On munit K, [X] de la norme || - || du maximum des coefficients en valeur absolue. Pour

tout P =3 ,_,ar X" € K,[X],on a:

/
= = < o
[1Dn(P)]| = (1P| Omgggn(\ k_ lak| ) <n|P
sn <Py

Par suite, D,, appartient & £.(K,[X]) pour n’importe quel norme sur K,[X] au départ
et a larrivée car celui-ci est de dimension finie.

Remarque : nous pourrons bientot conclure beaucoup plus vite quant da la continuité de
D, ; en effet, d’aprés le théoréme 8 que nous démontrerons dans la suite, comme [’es-
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pace de départ K,[X] de Uapplication linéaire D,, est de dimension finie, celle-ci est
automatiquement continue sur K, [X] !

b. Structures sur I’ensemble des applications linéaires continues

Proposition 21.

L’ensemble L.(FE, F) est un espace vectoriel sur K.

On a L(E,F) = C(E,F)N L(E,F) donc L.(E,F) est un sous-espace vectoriel de F(E,F)
(espace vectoriel des fonctions de E dans F') comme intersection de sous-espaces vectoriels de
F(E,F). O

Proposition 22.

On munit de F de sa norme ||- || g que ce soit comme espace de départ et comme espace d’arrivée
des applications considérées.

L’espace vectoriel L.(F), muni de la composition, est une algébre sur K.

On a L.(E)=C(E,E)NL(FE) donc L.(F) est une algébre comme intersections de sous-algébres
de l’algébre F(E, E). O

c. Applications linéaires non continues

Proposition 23.

Soit f € L(E, F). L’application f est continue sur F si, et seulement si, application de EX{0g}

dans R :
@)l
[P

est bornée sur E \ {0g}.

f est continue

si, et seulement si,

il existe k > 0 tel que, pour tout = € E, ||f(z)||r < k|z| £.
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si, et seulement si,

il existe un réel k£ > 0 tel que, pour tout x € E \ {0g}, ”"cl(;”)!F <k.
si, et seulement si,

T % est bornée sur E \ {0g}.

O

On utilise treés souvent la proposition suivante pour montrer qu'une application linéaire n’est pas
continue.

Proposition 24.

Soit f € L(E, F). L’application f n’est pas continue sur E si, et seulement si, il existe une suite
(Tn)nen & valeurs dans E ~\ {0g} telle que

1/ ()|l

[znllE notoe

—+00.

Il s’agit de la négation de I’équivalence énoncée par la proposition 23. O

Exemple 16.

L’endomorphisme D : P — P’ de K[X] n’est pas continue sur K[X] pour la norme || - || : P =
“+ o0

roo kX ¥ | P|| = supyen |ax| dans lui-méme muni de la méme norme.

Pour n € N, on note P, = X™ € K[X] \ {0}. On a alors :

IDP)I _n _
=—=n—>+00
1Pafl 1 e
Donc D n’est pas continue sur K[X] pour || - || et || - ||

Remarque : attention, l’inégalité de 'exemple 15 tient toujours, et on aurait pu se faire avoir :

ici, n = deg(P) peut étre aussi grand que l’on veut sur K[X]/

Exercice 11.

Soit E = C([0,1],R). On considére 'application ¢ : f — f(1).
1. Montrer que ¢ est linéaire.

2. Montrer que ¢ est continue pour || - || mais pas pour || - [|1.
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1. Soit A, uy e Ret f,g€ E.On a :

O f + ug) = (Af +pg)(1) = Af(1) + pg(1) = Ap(f) + pp(g);
donc ¢ est linéaire.

2. On a, pour f € F,
lp(HI = 1MW) < sup [f(z)] = [|flloo-

z€[0,1]
Donc ¢ est continue pour || - || co-

On pose, pourn € N, f, :z+— z". On a :

[l fll1 =><ree

Par suite, f |ﬁ’;‘]|?| n’est pas bornée. Donc ¢ n’est pas continue pour || f]|1.

d. Continuité de I’identité et comparaison de normes

Proposition 25.

Soit N, N’ des normes sur E.

— La norme N est dominée par N’ si, et seulement si, Idg : (E,N’) — (E, N) est continue
sur E pour N’ au départ et N a larrivée.

— Les normes N et N’ sont équivalentes si, et seulement si,
Idg : (E,N') - (E,N)
et
Idg : (E,N) — (E,N’).

sont continues sur E.

— L’application Idg : (E,N') — (E, N) est linéaire sur E donc, d’apreés la caractérisation des
applications linéaires continues, elle est continue sur E pour N’ au départ et N a larrivée
si, et seulement si, il existe un réel k > 0 tel que, pour tout z € E, N(z) < kN'(z) i.e. N
est dominée par N’.

— On applique le point précédent en remarquant que deux normes sont équivalentes si, et
seulement si, I'une domine 'autre et ’autre domine I'une.
O

e. Applications linéaires continues en dimension finie

Comme on l’a vu précédemment, si les espaces de départ et d’arrivée sont de dimension finie, la
continuité d’une application ne dépend pas de la norme.
Dans le cas particulier des applications linéaires, comme on va le voir ci-dessous, nous allons obtenir un
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résultat encore plus frappant : si I’espace de départ est de dimension finie, une application linéaire est
automatiquement continue!

Si E est de dimension finie, toute application linéaire de E dans F' est continue sur E pour
toutes normes sur F et F.

Autrement dit, si E est de dimension finie, L.(E, F) = L(E, F).

On suppose que E est de dimension finie p. Soit B = (e1, ..., €,) une base de E. On munit E de la
norme infinie ||z||oo,5 dans la base B i.e. pour x = }3i' wie; € E, ||2] 00,5 = max(|z1], ..., |2,]).
Soit f € L(E, F). Montrons que f est continue sur E pour ||a:||oo’3 et |- |F-

— 1ére preuve : directe.
P

On pose k = Z lf(e)llF = 0 (a posteriori bien sir!).

i=1
P
Pour tout = = Zmiei € FE. On a, par linéarité de f et par inégalité triangulaire puis
i=1
homogénéité pour || - ||»
1 (@)llr = IIZCEJ e)llr < Z le\ 1/ (ea)llr < (Z [1f (es ||F> [2]lo0,8 = Kl|2loc.5-
<Hx|\oo B
Par suite, f est continue sur E pour || - ||oco,8 €t || - |7

— 2nde preuve : par continuité des formes linéaires.
Comme f est linéaire et E est de dimension finie, Im(f) est de dimension finie et notons
q € N sa dimension. Si ¢ = 0, alors f est constante en 0 donc continue sur E.
Supposons ¢ > 1. Soit C une base de Im(f). Alors les ¢ applications composantes de f
dans la base C sont continues de F dans K d’apres la proposition 20 car ce sont des formes
linéaires sur FE qui est de dimension finie (en effet, d’aprés la proposition 1, pour tout
i €[1,q], fi = dy; o f est linéaire de E dans K comme composée d’applications linéaires).
Par suite, d’apres la proposition 14, f : E — Im(f) est continue sur E pour || - ||c0,5 €t la
norme induite || - || de F sur Im(f).
A fortiori, f est donc continue sur E pour ||-||o0,5 €t ||-|| 7 (il suffit pour cela de simplement
réécrire la définition de la continuité pour s’en convaincre).

Il en résulte que f est continue sur E pour n’importe quelle norme sur E, d’apres la proposition
12, car F est dimension finie et pour n’importe quelle norme sur F' car nous raisonnions avec une
norme quelconque sur F' dans nos preuves.

Ainsi, pour toutes normes sur E et sur F, L(E,F) C L.(E,F) et donc L(E,F) =L.(E,F). O

Exemple 17.

— On suppose F de dimension finie. Les projecteurs et symétries de E sont continus sur E.

— Soit n € N*. L’application Tr : M,(K) — K qui & une matrice associe sa trace, et
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l’application ¢: M, (K) — M, (K) qui & une matrice associe sa transposée, sont continues
sur M, (K).

11 suffit de remarquer que toutes les applications proposées sont linéaires d’espace de départ de
dimension finie.

Exercice 12.

Soit n € N*. Montrer que I'application M +— M~! est continue sur GL,(K) en utilisant la
formule liant I’inverse d’une matrice carrée inversible a sa comatrice.

1
Pour M € GL,(K), on rappelle que M~ = —— Tecom(M).
n(K) ppelle q det(an) M)
Ainsi, si on note i : M — M~1, ¢ : M — 5= et f="tocom: M~ ‘com(M),onai=g.f.
De plus,

— DPapplication ¢ est continue sur GL,, (K) car det est polynomiale sur M, (K) donc continue
sur M, (K) (voire Exemple 6) et & valeurs dans K* sur GL,,(K).

— lapplication f est continue comme composée de l'application com qui est continue sur
M, (K) car M, (K) est de dimension finie et ses applications composantes dans la base
canonique de M, (K) sont polynomiales (voire Exemple 5); et de 'application transposée
qui est continue sur M, (K) car linéaire sur M, (K) qui est de dimension finie.

Par suite, i = @.f est continue sur M, (K) comme produit de fonctions continues sur M, (K)
(voire Proposition 15).

Remarque : dans l’exercice 6, on avait déja prouvé, avec la définition de la continuité, que le
passage a l'inverse dans une algébre munie d’une norme sous-multiplicative est continue sur l’en-
semble des inversibles. Comme M, (K) est une algébre admettant des normes sous-multiplicatives
et est de dimension finie, ceci prouve d’une maniére plus directe que M — M~ est continue sur
GL,(K) pour n’importe quelle norme.

Remarque 12.

En dimension infinie, un projecteur n’est pas forcément continu comme en atteste ’exercice
suivant.

Exercice 13.

1
On note F = K[X] et on munit F de la norme |- || : P — || P]| = / |P(t)|dt.

0
On considere I'application p : F — E définie, pour P = ZEB ax X" € E, par :

p(P) = ap (polynéme constant en ag).
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Montrer que p est un projecteur de E qui n’est pas continue sur E pour || - || au départ et &

larrivée.

Tout d’abord, p est une application linéaire car, pour A € K, P = z;j’) arX*,Q = E‘k’:f) b X* €
E,ona AP+ Q = Y72 (\ay, + by) X et ainsi :

P(AP + Q) = Aag + bo = Ap(P) + p(Q).
De plus, p est un projecteur car p € L(FE) et, pour tout P = ZZ_:E) ax Xk € E,
p2(P) = p(ag) = p(aoX® +0.X' +0.X% +...) = ag = p(P),
d’ott p? = p.

Montrons que P n’est pas continue sur F.
On consideére la suite (P,),en, définie, pour n € N, par P, = (1 — X)". On a :

P, 1
Pl _ 1y
n+1
Il en résulte que p est un projecteur sur E qui n’est pas continue sur E pour || - || au départ et &

Parrivée.
2. Continuité et applications multilinéaires

a. Caractérisation des applications multilinéaires continues

,(Théoréme 9.) Caractérisation des applications bilinéaires continues

Soit F, F', G des espaces vectoriels normés et B : E'x F' — G une application bilinéaire ou F x F’
est muni de la norme produit. On a équivalence entre les assertions suivantes :

i) B est continue sur E X F';
ii) B est continue en (0g,0F);
iii) il existe un réel k > 0 telle que, pour tout (x,y) € E x F :

1B(z,y)lle < kllz]lz-llylle-

La technique pour la démonstration de ii) implique iii) est analogue a celle utilisée pour la
caractérisation des applications linéaires continues.

On montre i)=-ii)=-ii)=-)
e i)=ii). Si B est continue sur E x F, alors f est continue en (0g,0r) € E X F.

e ii)=iii) On suppose B continue en (0g,0F).
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Alors, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout (z,y) € E x F,
@yl <6 = B y)lc <e.

Pour ¢ = 1, il existe § > 0 vérifiant la proposition ci-dessus. Notons k = 5% > 0. Soit
(x,y) € E X F avec x # 0 et y # 0p. On pose :

/ /

r=-——2ux et Yy =_——1.
2|z 1yl <
Alors |[(z,y)|| = max(||z’[|, [ly'l| ) = &, donc
1Byl <e=1.

De plus, par bilinéarité, ||B(z’,y")||lc = |B(z,y)|le, donc

62
lzllzllyllr
1B(z,y)llc < kllzllellylle.

Et on remarque que cette inégalité est également vraie pour x = 0g ou y = Of.
e iii)=i). On suppose iii). Soit (g, yo) € E X F. Soit € > 0. On pose :

5=1max<\/§, c )

2k (llzollz + llvoll7)

Alors, on a, pour tout (x,y) € E X F tel que ||(z,y) — (z0,y0)|| <9 :

1B(x,y) — B(xo,y0)llc 1B(z,y) — B(x, yo)llc + [1B(x; y0) = B(xo,%0)lla

< |IB(z,y — o)l + | B(xz — zo,%0)|lc
< k(lzllz-ly — vollr + |z — zoll&-lyoll F)
< k( |l=zlle +lyollr)l(z,y) — (zo, yo)ll
——
<llzollz+d
|B(z,y) — B(zo,yo)lla < k(6% + 6([|wolle + lyollr)) <e.

Donc B est continue sur E X F' muni de la norme produit.

Exemple 18.

Soit E un espace préhilbertien, (-|-) un produit scalaire sur E.

Le produit scalaire (-|]-) : E x E — K est continue sur £ X E ou E est muni de la norme || - ||
associée a ce produit scalaire et £ X E est muni de la norme produit.

Par définition, (-|-) est bilinéaire sur E x E et, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a, pour
tout (z,y) € EX E :

|@ly)] < - lyll-

Par suite, d’apres la caractérisation des applications bilinéaires continues (Théoréme 9), (+|-) est
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continue sur £ x E.

,(Théoréme 10.) Caractérisation des applications multilinéaires continues

Soit n € N*, Ey, ..., F,,, G des espaces vectoriels normés sur K et M : E — G une application n-
linéaire ou £ = F; X ... X E,, est muni de la norme produit. On a équivalence entre les assertions
suivantes :

i) M est continue sur F;
ii) M est continue sur en O ;

iii) il existe un réel k > 0 tel que, pour tout (x1,...,z,) € E :

M (21, zn)lle < K21l 5yl -

On raisonne de la méme maniére que dans la démonstration du théoréme 9 pour i) implique ii)
et ii) implique iii). Pour iii) implique ii), on raisonne par récurrence, méme si, bien stir, certaines
idées sont similaires a celles du cas ”bilinéaire”.

Pour n € N*, on note P,, ="pour tous FEy,..., F,, G espaces vectoriels normés, pour tout M :
E — G application n-linéaire ot E = E; X ... X E, est muni de la norme produit, iii) implique
ii)”
Montrons, par récurrence sur N*| que, pour tout n € N*, P, est vraie.
e Initialisation. Il s’agit de iii) implique i) dans le théoréme 7 (caractérisation des appli-
cations linéaires continues).
o Hérédité. Soit n € N*. On suppose P,, vraie. Montrons Py, ;1.
Soit Ei, ..., Enpt1,G des espaces vectoriels normés, M : E — G une application n + 1-
linéaire ot E = Ey X ... X E, 41 est muni de la norme produit || - ||.
On suppose qu’il existe un réel k& > 0 tel que tel que, pour tout (x1,...,x,41) € E,
[M(z1, ... 2ng1)lle < Ellzill Byl 2n1 | B -
Montrons que M est continue sur E. Soit a = (ay, ..., an+1) € E et un réel € > 0.

Pour tout = (21, ...,2,41) € E, on a :

M(z)—M(a) = M(x)— M(@1,....Tn,0n11) + M(21, ..oy T, ant1) — M(a)

M(x1, .oy Ty Tyl — pt1) + M(21, ooy Ty ang1) — M(ay, ..y @py Gppr).

(X1, ey ) > M (21, .y Ty, 1) est n-linéaire de Ey X E,, dans
>0, on a, pour tout (z1,...,2,) € By X ... Xx B, :

— L’application M,,, ,,
G et, en posant k' = k|lant1| £, ,
||Man+1 (3717 7xn)||G = ||M($1, "'7xn7an+1)||G < k'||331||E1||$n||En ||an+1”En+1

Kllzallz, - llenl 2,

Par suite, par hypothese de récurrence, M, .. est continue sur F' = F; X ... X E, muni
de la norme produit que 'on note || - || .
Ainsi, il existe 61 > 0 tel que, pour tout (z1,...,x,) € F tel que ||(z1,...,2,) —

(a1, ..oyap)||Fr < 01, 0n a:

n+1

||Man+1 (xla axn) - Man+1 (alv "'7an)”G <

N ™
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— Soit t € Ry. Pour tout © = (21, ...,2n+1) € F tel que ||z — a|| < ¢, comme, pour tout
i€ [Ln] [zl = llaille, < lloi — aillz < llz—al <t ona:

IM(z1; s Zns Tngr = ani)lle <k |zl - [[2alle, 2041 = anialle,,,
~———

Sllalle;+t <llaille, +1 <t

< kt]Jaills +1).

=1l

La fonction de Ry dans R qui & ¢ — t[[—;(]laills, + t) est continue sur Ry car
polynomiale sur R ; & valeurs strictement positives sur R’ et vaut 0 en 0, donc il existe

un réel §, > 0 tel que :
ks [ (llasl
i=1

(si k =0, tout réel d3 > 0 convient).

€
B, +02) < 3

On pose alors 6 = min(dy,d2) > 0. Par suite, pour tout z = (z1,...,xn4+1) € E tel que
lz — a|| <6, comme ||(x1,....,2,) — (a1,...,an)||lF < ||z —a| < b1 et ||z —al < d2,0na:

IM(@) ~ M(@)lg = M1, T, Tt — @ng1) + M(@1, oo Ty ng1) = M1, oy any ang)
< M@t ey Tt — A )G F [ Man s (@1, 000 @) = Mo, (a1, -, 00) |
< £.¢
- 2 2

IM(z) - M(a)|e < e

Il en résulte que M est continue en a pour la norme produit sur E. Comme ceci est vrai
pour tout a € E, M est continue sur F pour la norme produit sur F.
Ainsi, P, 1 est vraie.

Par suite, on a montré, par récurrence sur N*, que, pour tout n € N*, P, est vraie.
D’ou iii) implique i).

Exemple 19.

On suppose que E est une algébre munie d’une norme || - || sous-multiplicative. Soit n € N*.
E" —» FE

(T1, ey Tp) > X1y

muni de la norme produit.

L’application est une application n-linéaire continue sur E"™

L’application M est multilinéaire par bilinéarité de I'application (z,y) — 2y de E? dans E. De
plus, pour tout (z1,...,z,) € E™, par sous-multiplicativité de la norme, on a :

1M (@1, e @) = ereeall < 2]l leall

Donc, d’apres la caractérisation des applications multilinéaires continues, M est continue sur
E™ pour la norme produit.
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b. Applications multilinéaires continues en dimension finie

On généralise ici le résultat obtenu précédemment pour les applications linéaires continues en dimen-
sion finie.

A Théoréme 11.

Soit n € N*, Fy, ..., E,, G des espaces vectoriels normés sur K.

Si Eq, ..., E, sont de dimension finie, toute application n-linéaire de £ = E; X ... X E, dans G
est continue sur E pour toutes normes sur E et G.

On traite tout d’abord le cas n = 2 pour plus de clarté (tous les arguments y sont pour le cas
général). On remarquera qu’on généralise directement ce qu’on avait fait pour la lére preuve du
théoreme 8.

On suppose E de dimension p € N* et F' de dimension ¢ € N*. Soit B = (ey, ..., e,) une base de
E et C = (e1,...,€4) une base de F. On munit E et F des normes || - |loo,8 €t || - ||oo,c-

Soit B : E x F — G une application bilinéaire. On pose k = >0, >29_, ;y;(|B(ei, ¢5)[c > 0.
Pour tout x = 7| wie; € E et y = > 1_, yje; € F, on a, par bilinéarité de B :

B(z,y) = Z 4 z;y; f (€, €5);

i=1 j=1

d’ot, par inégalité trianguliare et homogénéité pour || - || :

1Bz y)lle < kll]loo,8lYlloo,c-

Par suite, d’apres la caractérisation des application bilinéaires continues, B est continue sur E X F'
muni de la norme produit.

Il en résulte que B est continue sur E X F' pour n’importe quelle norme sur F, d’apres la proposi-
tion 12, car E X F' est dimension finie et pour n’importe quelle norme sur GG car nous raisonnions
avec une norme quelconque sur G dans nos preuves.

On produit tout de méme la preuve du cas général n € N*, qui repose sur les mémes arguments
que le cas n = 2, le seule "difficulté” étant de bien rédiger les indices :)

On suppose Ei, ..., B, de dimension finie respective p1, ..., p, € N* (on peut prendre directement
dans N* car, si I'un d’entre eux est de dimension nulle, toute application n-linéaire de E dans G
est 'application constante en Og qui est continue sur F).

Soit, pour chaque j € [1,n], Bx = (€j1, ..., €j,p;) une base de Ej; et || - [|o0,5, la norme infinie sur
E; dans la base B;.

Soit M : E — G une application m-linéaire. On pose k = > 7', .. 30" M (€16, s €nin)la >
0

Pour tout j € [1,n], pour tout z; = ijzl Tji.€54, € By, on a:

pP1 Pn
M(!El, ,LL’n) = Z Z xil...xinM(el’il,...7en,in).

i1=1 dp=1l

d’ou, par inégalité trianguliare et homogénéité pour || - || :

M (21, 2n)llc < Elz1]loo.By 120l 00 5,
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Par suite, d’apres la caractérisation des application multilinéaires continues, M est continue sur
F muni de la norme produit.

Il en résulte que M est continue sur E pour n’importe quelle norme sur E, d’apres la proposition
12, car F est dimension finie et pour n’importe quelle norme sur G car nous raisonnions avec une
norme quelconque sur G dans nos preuves. O

Exemple 20.

— On suppose F de dimension finie p € N*. Soit B une base de E. L’application n-linéaire
detp : EP — K est continue sur EP.

— L’application (u,v) — u A v de R? x R? dans R? qui & un couple de vecteurs associe leur
produit vectoriel est continue sur R3 x R3.

— Soit n € N*. L’application M + ‘MM de M, (R) dans lui-méme est continue sur M, (R).

— L’application detp : EP — K est n-linéaire sur EP avec FE de dimension finie donc elle est
continue sur EP.

— L’application "produit vectoriel” est bilinéaire sur R?® x R? donc elle est continue sur
R3 x R3.

— Notons f : M + '"MM. Alors f = Bodou B : (M,N) — 'MN et d: M  (M,M).
L’application B est bilinéaire sur M, (R)? par linéarité de la transposition et par bili-
néarité du du produit, donc elle est continue sur M, (R)? car M, (R) est de dimension
finie; et d est linéaire de M,,(R) dans M, (R)? donc elle est continue sur M, (R) qui est
de dimension finie.

Par suite, f est continue sur M, (R) comme composée d’applications continues.

Remarque : on aurait également pu montrer la continuité des ses trois applications en remarquant
que leur applications composantes dans une base sont polynomiales.

3. Normes d’opérateur (ou normes subordonnées)

Dans ce paragraphe L.(E, F') désigne l'espace des applications linéaires continues de E muni d’une
norme || - || dans F' muni d’une norme || - || .

a. Définition et caractérisations

Soit f € L(E,F). L’ensemble {k €e R |Va € E, ||f(x)||r < k|lz||g} est un partie non vide et
minorée de R.

Onnote K = {k € Ry |Vz € E, ||[f(2)|r < klz||p}. Comme f est une application linéaire

continue, d’apres le théoreme 7, il existe ko > 0 tel que pour tout = € E, || f(z)||r < k||z||z. Ainsi,
ko appartient a K donc ce dernier est non vide. De plus, il est minoré par 0, d’ou le résultat.
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Le lemme précédent permet de justifier 'existence de la norme d’opérateur définie ci-apres :
Définition 16.

Soit f € L.(E,F). On appelle norme d’opérateur de f associée aux normes || - ||z et || - ||r
ou encore norme subordonnée de f aux normes || - ||g et || - ||F et on note || f]||, ou encore
| fllop, la quantité :

Il = inf{k € Ry |V € E, [|f(2)llr < Fllzllp}

Proposition 26.

Soit f € L(E, F). Pour tout x € E, on a :

If @) < WAl e

Onpose K ={k € Ry |Vz € E, ||f(x)|lr < k|z|g}. D’apres le lemme 1, K est non vide et,
par définition, minoré par || f]|.
Soit € E. Pour tout k € K, on a :

I1f(@)llF < kx|

Ainsi, par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, en faisant tendre k vers ||| f[|, on
obtient :

If@)lle < MFI-llzll 2
]
Proposition 27.| Caractérisation de la norme d’opérateur
Soit f € L(E,F). On a :
. 1/ (@)||lr
i) IfIl=sup ;
lzls20 |1ZllE
. flz
i) Il = sup AL
llzl z<1 =] &
i) [Ifl = sup [[f(@)[F.
lzll z=1
Onnote A={keRy |VzeE, |f(x)r <Ek|z|e}
i) On a note B = {W |z € E~ {OE}} Montrons tout d’abord que B admet une
E

borne supérieure. Comme E n’est pas réduit & O, il existe g € E \ {Og}, ainsi B est
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non vide car % appartient & B.

De plus, comme f est continue sur F, il existe k > 0 tel que pour tout = € E, ||f(x)||r <
Ek|lz|| . Ainsi, en particulier, pour tout z € E \ {0g},

If@)lle

<k
NEES

Par suite, B est une partie non vide et majorée (par k) de R donc elle admet une borne
supérieure. Notons b cette borne supérieure.

Montrons que b = || f|||. Commencons par montrer que b > ||| f|||. Comme b est un majorant
de B, on a, pour tout z € E \ {0g}, If @)llr < b et donc pour tout x € E,

[

If(@)lF < bllzlle

(cette inégalité étant bien vérifiée pour Op également). Ainsi, b appartient a A. Or || f||
étant la borne inférieure de A et donc en particulier un minorant de A, on a b > ||| f||-
De plus, si k € A, on a, pour tout z € E\ {0g} :

I @)le

<k
lzlls

donc k est un majorant de B, d’ou, b étant son plus petit majorant, k > b. Ceci étant
vrai pour tout k € A, b est un minorant de A. Or ||| f||| étant son plus grand minorant, on
obtient ||f|| > b.

Il en résulte que b= || f]|-

1f (@)l
]|

partie des vecteurs de normes plus petites que 1 mais pas de E \ {Og}). De plus, on peut
remarquer que B et B U {0} ont la méme borne supérieure car 0 est un minorant de B.
Donc, par inclusion, C' possede une borne supérieure c et ¢ < b. Montrons I'inégalité dans
I’autre sens.
Soit € E N\ {0g}. On pose y =
homogénéité de la norme | - || 7

_ f@lr

= <||x|E> ; “Molle

Or |lyllg =1 <1 donc Ir@le ;hpartient & C. D'ott B C C et ainsi, b < c.

llzlle

i4) On note C' = { | z||g < 1}. Alors C ¢ BU{0} (le 0 provient du fait que O fait

Ty~ Alors on a lylle = 1 et par linéarité de f et par

=lf@llr =

Ainsi, b = c.

i4i) Par un raisonnement similaire & celui du point précédent, on peut prouver que
{Ilf(@)|l7 | ||| = 1} = B et donc que leurs bornes supérieures sont égales.
O

b. Propriétés de la norme d’opérateur

La proposition suivante justifie la terminilogie de "norme” pour la norme d’opérateur :
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Proposition 28.

L’application ||-|| : £L.(E, F) — Ry est une norme sur L.(E, F).

D’apres le lemme 1, 'application |[||-||| est bien définie sur L.(E, F).
Soit f,g € L.(E,F) et A € K.
— Positivité : on a || f|| = sup|, =1 [If(@)]lr > 0.
———

>0
— Séparation : on suppose || f|| = 0. Alors, pour tout z € E,

lf(@)lFr <O|lz]|g =0

Ainsi, par positivité et séparation de la norme | - |, pour tout z € E, f(z) = Op. Par
suite, f = 0.

— Homogénéité : on a, par homogénéité de || - ||z et les propriétés usuelles de la borne
supérieure :

A= sup  [Af @)z = AN
——

lzllz=1

=L @) e

— Inégalité Triangulaire : on a, par inégalité triangulaire de || - | et les propriétés usuelles
de la borne supérieure :

Ilf +gll = sup |If(@) +g(@)lle <Al +lgll-
—_— ———

llzlle=1
SIf@Ne+llg@)e

Proposition 29.
Soit f € L.(E,F) et g € L.(F,G). L’application g o f appartient a L.(E,G) et on a :

llg o £I< lgll-A-

Soit f € L.(E,F)etge L.(F,G). Alors go f est linéaire continue comme composée d’applications
linéaires et continues. On remarque que, pour tout = € F et tout y € F, on a :

I1f@)llr < IfI1lzlle et llg@)la < lgll-lyll#-

Donc, pour tout x € F,
llg o f(@)lle = lg(f(@)lle < lgllIlf @)lle < lgll-NFl-Izle.

Do [llg o £l < llgll-l£1ll N
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Corollaire 3.

On munit de E de sa norme ||- || g que ce soit comme espace de départ et comme espace d’arrivée
des applications considérées.

L’application ||-||| : £.(E) — R4 est une norme d’algebre sur L£.(E).

D’apres la proposition 22, L.(FE) est une algebre et, d’apres la proposition 28, ||-||| est une norme

sur L.(E). Il résulte donc de la proposition précédente que |||-||| est sous-multiplicative sur L.(E).
O

c. Calculs pratiques d’une norme d’opérateur

Méthode 4.
Calculer une norme subordonnée :
On considére une application linéaire f : F — F ou F et F sont munis de || - ||z et || - ||r

respectivement.
On cherche le "meilleur” k > 0 possible tel que, pour tout = € E, || f(2)||r < kx| 5. (voire i))
Ensuite, on démontre que notre k est bien le meilleur d’une des fagons suivantes :
— on cherche zy € E \ {0g} tel que ||f(z0)||r = k||zo||g ou méme zy € E avec ||zo||lg = 1
tel que ||f(xo)||r = k. Dans ce cas, on conclut que ||| f|| = k. (voire ii))

— on cherche une suite (z,,)nen & valeurs dans E \ {0g} tel que lreale 4 k. Dans

ce cas, on conclut que ||f]| = k. (voire iii))

i) En effet, f est continue en vertu du Théoréme 7 et comme || f|| est la borne inférieure de
A={K eRy |VzeE, ||f(x)|r <K|z|g} et que k appartient & A, ||f|| < k.

ii) En effet, on a % = k; or k étant un majorant de B = ”JGSC)HF |z e B~ {OE}}
car ||f|l < k;onak=maxB =supB =||f]| :

iii) En effet, k& est un majorant de B = {w |z € B~ {OE}} car ||fll < k, et on a
trouvé une suite a valeurs dans B qui converge vers k. Ainsi, par caractérisation séquen-
tielle de la borne supérieure k = sup B = || f]||-

Exemple 21.
— On considére I'application linéaire f € L(R?) définie, pour (z,y) € R?, par f(x,y) =
(x + y,z — y). La norme d’opérateur de f associée aux normes || - ||2 (pour I’espace de
départ) et || - ||2 (pour I'espace d’arrivée) est

A1l = v2.
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— On considére E = C([0,1],R). L’application ¢ € L(FE,R) définie, pour f € E, par :

o(f) = / L () dt

est continue sur E pour || - ||; et sa norme d’opérateur associée aux normes || - ||; et | - |
est :

llell = 1.

— On a, pour tout (z,y) € R? :

1@ 9)lle = V(@ + )2 + (2 — )2 = V222 + 2 = V2| (2, 9)

donc en particulier, || f(z,9)|l2 < v2||(z,y)||2 d’ot f est continue sur R? (mais on le savait
déja car f est lindaire qur R? qui est de dimension finie) et ||f|| < v/2 et comme on a
égalité pour un certain (zg,%0) € R? (en fait pour tous, d’aprés la premiere égalité!), on

obtient || f]| = v/2.

— Pour tout f € F, on a, par inégalité triangulaire et croissance de 'intégrale :

1 1
o(f :/tftdtg/ t1f®|dt < |||
lo(f)] | (t) O‘<1,|()| £
Par suite, ¢ est continue sur E pour || - [|1 et ||o]] < 1.

On pourrait chercher un cas d’égalité avec f # 0p dans l’inégalité précédente mais,
malheureusement, si f € E vérifie I'égalité, alors, d’aprés ce qui précéde, |f| également
et ainsi, fol(l —Of@)|dt =0; ort— (1 —1t)|f(t)| est continue positive sur [0,1], d’ou
f =0 sur[0,1] et donc, sur [0,1] par continuité de f.

Considérons la suite (fy,)nen & valeurs dans EX {Og} définie, pour n € N, par f,, : t — t™.

On a: . )
1
lo(fn)l _ fo fnJr dt _ n—f2 _ n+1 .
[l frll2 fitndt  app nt+2 nodeo
Il en résulte que ||¢|| = 1.
Exercice 14.
Soit n € N*. On considére E = R"™ et les deux normes || - |1 et || - [|oo sur E. Justifier que

Papplication identité Idg est continue sur E de toutes les fagons de munir E (au départ et a
Parrivée) et calculer sa norme d’opérateur dans chacun de ces cas.

Comme F est de dimension finie et Idg € L(E), Idg est continue sur E pour n’importe quelles
normes au départ et a I’arrivée.

On a, pour tout z € F :
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— [Mde(@)ll = [lz]l, dou [[ldgll, , = 1;
— [Hde(@)]lec = [[#/loc, A0t [[ldplo 00 =15

— p@)lee = llolle < llzl, Toi [dgllye < 1 et, comme (10,0 =
[I(1,0,...,0)||1, on obtient |||IdE\H17C>O =1;
— s @ = 2l < nllelloo, dot gl y < et, comme (1, Dl = (L Dlloo

on obtient [[ldg||,, , = n;

Exercice 15.

On considére E = R[X]. Dans la suite, ’espace d’arrivée des fonctions étant R, on le munit de sa

norme canonique méme si on ne le précise pas!

1. On munit E de la norme [|P|| = sup |P(t)| et on considére la forme linéaire f : P
te[—1,1]
P(0).
Montrer que f est continue et déterminer la norme subordonnée de f.
. [P (1)] . .
2. On munit E de la norme ||P| = sup ——— ¢t on considére la forme linéaire g : P
neN n:
1
P(i).
Aprés avoir prouvé que || - || est bien une norme, montrer que g est continue et déterminer

la norme subordonnée de g.

1. Pour tout P € F, on a :
lf(P) = [P(O)| < || P|

donc f est continue sur E muni de || - || et ||f|| < 1. De plus, on a, pour P le polynéme
constant en 1 : |f(P)| =1 = ||P|| donc ||f]| = 1.

2. On rappelle ici le formule de Taylor pour les polynémes qui nous servira ici : pour P € £
eta€R,ona:

+oo
P™(a) .
P = Z o (X —a)® (somme finie)
n=0
Pour montrer que ||-||, seul ’axiome de séparation peut poser probléme ; montrons seulement

celui-ci : soit P € E tel que ||P| = 0. Alors, pour tout n € N, P(")(1) = 0. Ainsi, d’aprés
la formule de Taylor pour les polynémes appliquée en a = 1, on obtient :

P:fp(z(l)(x_w:fo.(x_m:o

D’ou l'axiome de séparation.

Passons a la norme subordonnée. Soit P € E. D’apres la formule de Taylor pour les poly-
noémes appliquée en 1, on a, en evaluant en % :

P (;) 3 PO (; . 1)” 5 i) <_;)”.

n=0 n=0
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Donc

oo =[P (3)] < Zl( )S@O(;)) 171 =21,

<P

Par suite, |[|g]] < 2.

De plus, considérons la suite (P,),en de polynémes non nuls o, pour tout n € N, P,

S o1 — X)*. Alors, comme ||P,|| = 1 car, pour tout entier naturel k& < n, P*)(1)
(—=1)*k!, on a :

9Pl Thoe ), (1_ (1)"“> 5

[Pl 1

Ainsi, [||g]| = 2.
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Partie C

Fonctions vectorielles de la variable réelle

Dans cette partie, I désigne un intervalle de R non réduit & un singleton; K désigne le corps R ou
le corps C et (E,| - ||lg), (F,|-|lr) désignent des espaces vectoriels normés sur K de dimension finie
respectives p, ¢ € N*.

1. Dérivation des fonctions vectorielles de la variable réelle
a. Définitions et premiéres propriétés

Définition 17.) Dérivabilité et vecteur dérivé

Soit f : I — E une fonction et ¢ty € 1.

On dit que f est dérivable en t; si 'application 7, : I \ {to} — E, appelée taux d’accrois-
sement de f en {y et définie par :

f(t) = f(to)

Tio - > — ,

admet une limite £ € E en .

Dans ce cas, cette limite est appelée vecteur dérivé de f en ty et est notée :

f'(to) ou encore %(to)-

Remarque 13.

Comme I est un intervalle de R non réduit & un singleton et tg € I, on a bien tg € I \ {to} car
I~ {to} = I; on peut donc envisager d’étudier la limite de 7¢, en toute légitimité!

Exemple 22.

Soit u,v € E. L’application f : ¢t — u + tv est de R dans E est dérivable sur R et, pour tout
tO S R7 f/(to)

= .

On a, pour t € R\ {to} :

; .f(t)—f(to)_(u+tv)—(u+t0v)_(t—t0)v_v v
T t—to T t—ty  tote

par suite, f est dérivable sur R et, pour tout tg € R, f/(tp) = v.
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Proposition 30.| Développement limité d ['ordre 1

Soit f: I — Eettyel.

La fonction f est dérivable en ty si, et seulement si, elle admet une développement limité a
lordre 1 en ty i.e. 8’il existe un vecteur ¢ € E telle que, pour t € I :

f@t) = f(to) + (t —to)l + tgto(t —to).

Dans ce cas, on a f'(tg) = /.

(=) Si f est dérivable en ¢y, alors on a, pour tout ¢t € I :
f(@) = f() = f(to) + f(to) + (£ —to) f'(t0) — (t —to) f'(to) = f(t0) + (t —to) f'(to) + &(t)
ol e(t) = F(t) — flto) — (t — to).

La fonction & vaut Og en tg et, pour ¢ € I \ {to}, on a :

P f'(to) == f'(to) = f'(to) = O

Dou f(t) = f(to) + (¢t — to) (o) + t_QtO(t —to) avec £ = f'(to) € E.

(<) On suppose qu’il existe un vecteur £ € E telle que, pour ¢ € I, f(t) = f(to) + (t —to)f +
o (t — to)

t—to

Pour t € I \ {to},on a:

f() = f(to) _

Tto (t) - = tO t—to t—to

Par suite, f est dérivable en g et f'(tg) = £.

Proposition 31.

Soit f: I — Eettge€ I. Sif estdérivable en tg, alors f est continue en tg.

On suppose [ dérivable en ty. D’apres la proposition précédente, f admet un développement
limité & l'ordre 1 i.e. pour t € I :

f(t) = f(to) + (t —to) f'(to) + t_?to(t —to) pa— f(to).

Donc f est continue en tg. [
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Proposition 32.

Soit f: I — E,ty €IetB=(e,..,ep) une base de E. La fonction f est dérivable en tg si,
et seulement si, pour tout i € [1,p], la i-éme fonction composante f; de f dans la base B est
dérivable en tg.

Dans ce cas, on a :

Pour ¢ € [[1, p], on note 7; ¢, le taux d’accroissement de f; en to.
Pour tout t € I \ {to}, on a :

Tio(t) = f(ti:i;(t())

_ Z £i(t) = filto)

i=1 t—to

P
Tto (t) = Z Ti,to (t)ei'
=1

Par suite, les applications composantes de 7, dans la base B sont les 7;;, pour ¢ € [1,n].

Ainsi, d’apres le théoréme 2, on a :
la fonction f est dérivable en t,
si, et seulement si,
l'application 7, admet £ = >"Y_, f;e; € E pour limite en o
si, et seulement si,
pour tout ¢ € [1,p], 74, admet ¢; € K pour limite en ¢
si, et seulement si,
pour tout ¢ € [1,p], f; est dérivable en t.

P n
Et dans ce cas, on a f'(tg) = = Z&-ei = Z fito)e;. O
i=1 i=1

Exemple 23.

Soit f: [~1,1] — R? définie par f : t — (arctan(t), arcsin(t)). Alors f est dérivable en tout point
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de ] —1,1[ et on a, pour ty € | — 1, 1],
1 1
"(to) = | —, —— | .

Les applications composantes de f dans la base canonique de R? sont f; = arctan et f, = arcsin
qui sont dérivables sur, respectivement, R et | — 1,1[. Donc, d’apres la proposition précédente,
f est dérivable sur | — 1,1[=RN | —1,1[ et on a, pour tout tp €] — 1,1[:

I (to) = (Fi(to), f(to)) = (1; ﬂl_—t> -
0

Exercice 16.

2t3+1 1

In(t2)2
Quelle est le domaine de définition de f? Sur quel ensemble D cette fonction est-elle dérivable
et quel est le vecteur dérivée en chaque point de D ?

2 ; _1
On considére la fonction f:t — <COS( ) sin <2t>> .

Les applications composantes de f dans la base canonique de M>(R) sont

1 3 1
. 2 . g . to+1 .
fl,l t = COS(iL ) fl,g = sm(2 —t) f2’1 b= 2 et f272 = 1n(t2)2.

Ainsi Dy = Dfl,l N Dfl,Z N sz,l N sz,z =RNR\ {2} NRN {—1, 0, 1} =R~ {—1, 0,1, 2}.
Chaque fonction composante est dérivable sur son domaine de définition donc f est dérivable sur
R~ {0, 1} et on a, pour tout t € R~ {-1,0,1,2} :

v (fia®)  fia@®)\ [ —2tsin(t?) G cos (54
1= () fe) - (et el

Définition 18.) Vecteur dérivée a gauche/d droite

Soit f : I — E, tg € I. On dit que f est dérivable a gauche (resp. a droite) en ¢, si le taux
d’accroissement 7;, de f admet une limite & gauche (resp. a droite) en t.

Cette limite est appelée vecteur dérivé a gauche (resp. a droite) de f en ¢ et est notée

fo(to)  (resp. fa(to))-
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Définition 19.| Fonction dérivée

Soit f: I — E. On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I. On

note alors f’ (ou encore E) la fonction de I dans E définie par :

ot f(t).

On note D(I, E) 'ensemble des fonctions dérivables sur 1.

Proposition 33.

Soit f:I — E.
La fonction f est dérivable sur I et f’ est la fonction nulle sur ’intervalle I si, et seulement
si, f est constante sur I.

L’implication réciproque découle de I'exemple 22.

Pour 'implication directe, on utilise les résultats sur les fonctions a valeurs scalaires pour justifier
le résultat.

On suppose fonction f dérivable sur I et f' = 0 sur I.

Soit B = (e1,...,e;,) une base de E et fi,..., f, les applications composantes de f dans la base B.
D’aprés la proposition 32, fi, ..., f, sont dérivables sur I et ona 0 = f' =>"" | fle;.

Ainsi, pour tout i € [1,p], on a, en notant dz; la i-éme application coordonnée dans la base B :

fl=dziof = dw;00=0,

d’ou, f; est une fonction de I dans K dérivable et de dérivée nulle sur I'intervalle I donc f; est
constante sur I (on rappelle que c’est une conséquence de 'inégalité des accroissements finis pour
les fonctions de I dans K) disons en \; € K.

Il en résulte que f:t— >0 | fi(t)e; = >F_| Nie; est constante sur 1. O

b. Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 34.| Combinaisons linéaires
Soit f,g: I — E, \,p € K. Si f et g sont dérivables sur I, alors Af 4+ ug est dérivable sur I et

on a, pour tout t € I :
(Mf +ng) = A"+ g’
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On suppose f et g sont dérivables sur I. pour tout ¢y € I et pour t € I, on a :

Af+pg)t) = Af(t)+pgt)

(Af + ng)(t)

= A (S + (¢~ ) () + 0, ~t0) ) + 4 (glte) + (0t 1) + 0, (1= o))
= Mto) + palto) + (£~ ) AP (ko) + g (ko)) + o, (¢ ~t0)

to

(Af + 1g)(to) + (t — to)(Nf + pug')(to) + .9, (= to);

par suite, Af + pug admet un développement limité a l'ordre 1 et donc est dérivable en ¢y de

vecteur dérivé (Af + ug)'(to) = Af' + ng')(to) = Af'(to) + ng'(to)-
Ceci étant vrai pour tout tg € I, Af + pg est dérivable sur I et (Af + pg) = Af' + ug'. O

Corollaire 4.

L’ensemble D(I, E) des fonctions de I dans E dérivables sur I est un espace vectoriel sur K et
que application f — f’ est une application linéaire de D(I, F) vers F(I, E).

Mountrons que D(I, E) est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel F(I, E) des fonctions de
I dans E.

— L’application nulle 0 : ¢t — 0 = ¢.0g + Op de I dans E appartient & D(I, E) d’apres
I’exemple 22.

— D’apres la proposition précédente, D(I, E) est stable par combinaison linéaire.
Il en résulte que D(I, E) est un sous-espace vectoriel de F(I, E) et donc est un espace vectoriel.

De plus, toujours d’apres la proposition précédente, pour tous f,g : I — E et tous A\, u € K,
(A 4+ ng) = Af' + pg’ donc lapplication f +— f’ est linéaire. O
Proposition 35.| Composition de fonctions

Soit f:T—E,p:J—=Rettyge Javec p(ty) € I. Si ¢ est dérivable en tg et f est dérivable
en ¢(tg), alors f o ¢ est dérivable en tg et on a :

(f o) (to) = &' (to)-f'(¢(to)).

De plus, si ¢ est dérivable sur J avec ¢(J) C I et f est dérivable sur I, alors on a (f o p) =
o op.

On suppose ¢ dérivable en ¢y et f dérivable en ¢(tg). Alors, pour ¢ € J, en posant t' = p(tg) +
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(t —to)¢ (to) + + 9 (t —to) PR o(tg), on a .0 (t' — p(ty)) = t_?to(t —tg) et donc :

—to

fow(t)

1 (o) + = w00 o) + o, (0= 0))

f()
— Flolto)) + ( — olto))F(olto)) + o, (¥ — olto)
= f(p(to) + ((t —to)¢'(to) + tgto(t —t0))f'(2(to)) + t_QtO(t —to)
= flp(to) + (t —to)¢ (to) f'(w(to)) + t_?to(t —to)

Ainsi, f oy admet est dérivable en ¢y car elle admet un développement limité a 'ordre 1 en ¢, et

on a (f o 9)'(to) = ¢'(to)-F' ((to)). =

Proposition 36.| Composition par une application linéaire

Soit F' un espace vectoriel normé sur K, f : I — E, L : E — F une application linéaire et
to € 1. Si f est dérivable en tg, alors L o f est dérivable en ¢y et on a :

(Lo f)(to) = L(f'(to))-

De plus, si f est dérivable sur I, alorson a (Lo f) = Lo f’.

On suppose f dérivable en ty. Notons 7, le taux d’accroissement de f. Comme E est de dimension
finie, L est continue sur F ; ainsi, pour tout ¢ € I avec t # tg, par linéarité et continuité de L, on

2ol 2ol (J00)) s s,

D’ou le résultat. O]

Proposition 37.

Soit F, F' des espaces vectoriels normés de dimension finie, G un espace vectoriel normé, B :
E x F — G une application bilinéaire et f: I — E, g: I — F des fonctions.

Si f et g sont dérivables sur I, alors B(f,g) : t — B(f(t),g(t)) est dérivable sur I et on a :

(B(f.9) = B(f',9) + B(f,9).

Soit tg € I. On suppose que f et g sont dérivables en 3. Alors on a, par bilinéarité de B, pour
tout t € I avect # tg :
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B(f,9)(t) = B(f,9)(to) = B(f(#),9(t)) — B(f(t0), 9(t)) + B(f(t0), 9(t)) — B(f(t0), 9(to))
= B(f(t) = f(to),9(t)) + B(f(to), 9(t) — g(to))-

Comme E et F' sont de dimension finie, I’application bilinéaire B est continue. Par suite, on a :

BU.9W=BUoMW) g SO=S0) g o) =olto)

t— to t— to t— tO
B (to)g(t0))  ——B(f(to).g' (t0)

n—+oo

——  B(f'(to), g9(to)) + B(f(t0), g’ (t0))-

n—-+oo

Par suite, B(f,g) est dérivable en to et (B(f, 9))’ (to) = B(f'(to), 9(to) + B(f(t), g'(to))-
Ceci étant vrai pour tout to € I, B(f,g) est dérivable sur I et (B(f,g)) = B(f',9) + B(f,d").
Remarque : on aurait pu également passer par la caractérisation de la dérivabilité en terme de de

développement d lordre 1 (exercice!). O

Exemple 24.  Produit scalaire de fonctions

Soit E un espace euclidien sur K de produit scalaire noté (-|-) et f,g : I — E des fonctions
dérivables sur I.

L’application (f|g) : t — (f(t)|g(t)) est dérivable sur I et

(flg)" = (f'lg) + (f1g")-

Le produit scalaire est une forme bilinéaire sur E x E avec F de dimension finie donc, d’apres
la proposition précédente, on a le résultat.

Exercice 17.

Soit F un espace euclidien de produit scalaire noté (+|-), de norme associée notée ||-|| et f : I — F
une fonction dérivable sur I.
1. Discuter de la dérivabilité de la fonction || f]| : ¢t — || f(¢)|| et déterminer sa dérivée aux
points de dérivabilité.

2. On suppose que pour tout t € I, f(t) € S(0,1). Montrer que, pour tout t € I, f(t) et f'(t)
sont orthogonaux.

1. Ona ||fll=+(fIf) =+ -o(])o f, dol, comme f est dérivable sur I et (-|-) est bilinéaire
positive, (f|f) est dérivable sur I, a valeurs dans R ; et, de plus, /- est dérivable sur R ,
donc, par composition, ||f|| est dérivable sur I ~ {t € I | f(t) = Og}. Et on a, pour tout
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t €1 tel que f(t) #0g :

Al o RO
~ar O =20V ey~ el

2. On suppose que pour tout t € I, f(t) € S(0,1). Par suite, la fonction || f|| est constante en
1 et donc de dérivée nulle sur I. Ainsi, d’apres la question précédente, pour tout ¢ € I,

o 47l CHQINQ)
dt (Mol

(t) = = (F'@If®)),

d’ou f(t) et f'(t) sont orthogonaux.

On a plus généralement, pour une application multilinéaire :

Proposition 38.

Soit n € N*, Fy, ..., E, des espaces vectoriels normés de dimension finie, G un espace vectoriel
normé, M : E = E; x ... X F,, — G une application n-linéaire et, pour chaque ¢ € [1,n],
Si, pour tout ¢ € [1,n], f; est dérivable sur I, alors M(f1,..., fn) : t = M(f1(t),..., fn(t)) est
dérivable sur [ et on a :

n

(M (frsoos ) =D M(frs ooy fimts J1s fits s f)-

i=1

On montre cela par récurrence sur le nombre de facteurs (on pourrait proposer une preuve directe
sans récurrence ; nous en verrons une, adaprable dans ce cas, dans le chapitre ”Calcul différentiel”
et la démonstration de la différentiabilité des applications multilinéaires).

Pour n € N*, on note P,, ="pour tous Fj, ..., F, espaces vectoriels normés de dimension finie, pour

tout G espace vectoriel normé, pour tout M : E — G application n-linéaire ou £ = F4 X ... X E,,

et, pour i € [1,n], fi; : I — E;.

Si, pour tout i € [1,n], f; est dérivable sur I, alors M (f1,..., fn) : t = M(f1(t),..., fu(t)) est
n

dérivable sur I et on a : (M(f1,..., fn)) = ZM(fl, s fic1s [ fiddy ooy fr)
i=1
Montrons, par récurrence sur N*| que, pour tout n € N*, P, est vraie.

e Initialisation. Il s’agit de la proposition 36

o Hérédité. Soit n € N*. On suppose P,, vraie. Montrons P, 1.
Soit Ff4,..., E, des espaces vectoriels normés de dimension finie, G un espace vectoriel
normé, M : E — G une application n + 1-linéaire ou E = E;j X ... X E,, ;41 et, pour chaque
1€ [[l,n]], fl 1 — El
On suppose que, pour tout i € [1,n], f; est dérivable sur I.

Montrons que M(f1,..., fns1) est dérivable sur I et on a : (M(fi,..., fay1)) =
n+1

Z M(fla "'afifla fi/a.fiJrlv 7fn)
=1
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Soit tg € I. Pour tout t € I, on a :

M(f1(t); - frt1(t) — M(f1(to), -y fnt1(to))

M(f1(#)s o frt1(t) = M(f1(2), s fr (), fat1(to)) + M(f1(8), -, fn(t), frs1(to)) — M (f1(to), s frt1(to))

M(f1(t), s fu (), frr1(t) = far1(to)) + M(f1(t), s fu(t), frr1(to)) — M (f1(to), s frr1(to))

— L’application M, : (z1,...,zn) — M(x1, ..., Ty, fnt1(to)) est n-linéaire de Ey x E,, dans
G. Donc, par hypothése de récurrence, M, (f1, ..., f) est dérivable sur I, et on a :
n+1

(Mn(fh "'7fn+1))/ = Z Mn(fl, "'afi—lafi/afi-i-h 7f7l)

i=1

— Pour t € I, on a, par continuité de M (car Fj, ..., E, 1 sont de dimension finie) et
continuité de fi, ..., f (car ces fonctions sont dérivables en tg) :

M(fl(t)a-~-afn(tt)7_f7;3-1(t)_fn-‘rl(tO)) _ M(fl(t),...,fn(t),fn+1(ti:{:+1(t0)>
Py M(f1(to), - fn(to), fry1(to))-

Par suite, on a :

(M(fl(t)v 000p fn+1(t)) - M(fl(t0)7 o00g) fn+1(t0)))

t —to

M (fl(t)7 . fn(t)a fn+1(ti : Zi;z+1(t0)) +M(f1(t), ceey fn(t)a fn+1(tt0_))t0— M(f1(t0), ceoy fn+1(t0))
——
n—-+oo

n+1
M(fla"'afnafrlz_t,-l)(t()) +2Mn(fla"'7fi—1afi/afi—i-lv"'?fn)(tO)

i=1

n+1

=3 Mu(f1,eens fim1s £, fir1y s i) (fo)
i=1

Il en résulte que M(f1, ..., fnt1) est dérivable en tg. Ceci étant vrai pour tout ¢ty € I,
M(f1,..., fn+1) est dérivable sur I et on a :

n+1
!/
(M(f1, e, fat1)) = D My ooy fimty £y fit1s ooos Frg)-
i=1
Ainsi, P, 1 est vraie.
Par suite, on a montré, par récurrence sur N*, que, pour tout n € N*, P, est vraie. O
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Exemple 25.
— Soit f1,..., fp des fonctions de I dans F, dérivables sur I et B = (eq, ..., e,) une base de E.

L’application t — detg(fi(?), ..., fp(t)) de I dans K est dérivable sur I et on a, pour tout
tel:

%detg(fl(tL o fp®) = S detB(f1(0), ooy Fimt (0, F10), Fir1 (), ooy Fu(1)).
=1

— Soit n € N* et M : I — M, (K) une application dérivable sur I. On note, pour i € [1,n],

C; : t — C;(t) la fonction qui, & t € I, associe la i-éme colonne de A(t).
L’aaplication ¢t — det(A(t)) de I dans K est dérivable sur I et on a, pour tout ¢t € I :

%det(A(t)):Z Ci(t) | ... | Cica(t) | CL@) | Ciza(t) | ... | Cul?)

— L’application detp est p-linéaire sur EP. On applique alors la proposition précédente.

— L’application det : (C1,...,Cp) — | Ci1(t) | ... | Cn(t) | est n-linéaire sur M, 1(K)".

c. Fonctions de classe C"

Définition 20., Fonctions de classe C™

Soit f: I — E.
— Soit n € N. On dit que f est de classe C™ sur [ si f est dérivable n fois sur I et si sa
fonction n-itme dérivée, notée (), est continue sur I.

— On dit que f est de classe C* sur [ si, pour tout n € N, f est de classe C" sur 1.
Pour n € NU {oc}, on note C"(I, E') 'ensemble des fonctions de classe C™ sur I.

Remarque 14.

Ona C°(I,E) = C(I,E) et C*(I,E) = (| C"(I, E).
neN

Exemple 26.

Soit u,v € E. L’application f : ¢+ u 4+ tv est de classe C'"° sur R et on a, pour tout n € N* :

£ty v sin=1
OE sin22
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Proposition 39.

Pour tout n € N*, C*(I,E) c C*(I,E) c C""Y(I,E) C C(I,E).

Soit n € N*. Pour tout f € C™(I,E), f est n fois dérivable sur I donc en particulier, n — 1 fois

dérivable sur I et f("=1) est continue sur I d’aprés la proposition 31 car dérivable sur I; d’ou

fecCcY(I,E).

Ainsi, par récurrence sur N, C"(I, E) C C°(I,E) = C(I, E).

De plus, comme C*°(I, FE) = ﬂ C™(I,E), pour tout n € N, C*(I,E) Cc C"(I, E). O
n€eN

Proposition 40.

Soit n € NU{oo}. L’ensemble C™(I, E'), muni des opérations usuelles de F (I, E), est un espace
vectoriel sur K.

De plus, pour n € N*, I’application D : f — f restreinte & C™(I, E) est une application linéaire
de C™(I, E) dans C"~ (I, E).

On procede par récurrence sur N :
e Initialisation. D’apreés la proposition 13, C°(I, E) = C(I, E) est un espace vectoriel sur
K.
e Hérédité. Soit n € N. On suppose que C™(I, E) est une espace vectoriel sur K.
Montrons que C™*1(I, E)) est un sous-espace vectoriel de F(I, E).
— L’application nulle est de classe C"+! sur I d’aprés I'exemple 26.
— Soit f,g € C"TY(I,E) et \,u € K. Alors, comme n + 1 > 1, A\f + ug € CY(I,E)
donc \f + pg est dérivable sur I et, d’aprés la proposition 34, (Af + pug)’ = Af' + ug'.
De plus, f/,¢" appartiennent & C™(I, E) qui est un espace vectoriel par hypothése de
récurrence, donc (Af + pg)’ appartient a C™ (I, E).
Par suite, A\f + ug € C"*1(I, E).
Il en résulte que C"T1(I, E) est un sous-espace vectoriel de F(I, E) et donc un espace
vectoriel sur K.

Ainsi, on a montré par récurrence que, pour tout n € N; C™(I, E') est une espace vectoriel sur K.

Soit n € N*. D’aprés la proposition 34, application D : f — f' de D(I, FE) dans F(I,E) est
linéaire et, par définition, sa restriction a l’espace vectoriel C"(I, E) est a valeurs dans ’espace
vectoriel C" (I, E).

De plus, on a C*(I,E) = ﬂ C™(I,E), dou C*(I, E) est une sous-espace vectoriel de F(I, E)
neN
comme intersection de sous-espaces vectoriels de F(I, E), et donc est une espace vectoriel sur

K. O
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Proposition 41.| Opérations usuelles

Soit n € NU {co}.
— Combinaison linéaire. Soit f,g: I — E Si f, g sont de classe C™ sur I, alors, pour tous
A €K Af + pg est de classe C™ sur I et, pour tout k € [0,n], on a :

Af +pug) ™ = AfP 4 g™

— Composition avec une application linéaire. Soit f : I — E. Si f est de classe C" sur I,
alors Lo f est de classe C™ sur I et, pour tout k € [0,n], on a :

(Lo f)®) =Lof®.

— Composition. Soit f: I — E et ¢ : J — R avec p(J) C I. Si f et ¢ sont de classe C™
sur I, J respectivement, alors f o ¢ est de classe C™ sur J;

— On suppose f,g de classe C™ sur I. D’apres la proposition 40, Af + pg est de classe C™
sur I et, par linéarité de D : f — f’, on a, pour tout k € [0,n], on a :

(Af + ug)™ = DF(\f + ng) = AD*(f) + uD¥(g) = Af® + pg®.

A FINIR!

Proposition 42.| Formule de Leibniz pour les applications bilinéaires

Soit n € NU {00}, G un espace vectoriel normé, B : E X F — G une application bilinéaire et
f:I—-E g:1—F.
Si f et g sont de classe C" sur I, alors B(f,g) est de classe C™ sur I et on a, pour tout k < n :

k

B(ro® =% (’Z)Bu(i%g(k—“).

=0

Corollaire 5.

Soit f:I - FEety:I—K. Sifetysontdeclasse C" sur I, alors ¢.f est de classe C™ sur [
et, pour tout k € [0,n], on a :

AH® =3 (f) o fE=0),

k
=0
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2. Intégration des fonctions vectorielles sur un segment

Dans ce paragraphe, I est un intervalle non vide de R et a,b désignent des réels de I tels que a < b.

Dans la suite, on va chercher a définir 'intégrale sur un segment d’une fonction continue par morceaux
de la variable réelle a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie.

Pour éviter de recommencer de zéro la construction d’une intégrale sur un segment via la convergence
des sommes de Riemann, comme elle a été faite en Sup’ pour les fonctions de R dans K, on va ruser et
se baser sur cet aquis pour étendre l'intégrale sur un segment aux fonctions de la variable réelle a valeurs
vectorielles de maniére naturelle, en posant :

/bf(t)dt -y (/bfi(t)dt> 5
@ i=1 a

pour B = (eq,...,ep) une base de E et fi,..., f, les applications composantes de f dans la base 5.

Le souci avec cette ruse, est, qu’a priori, la définition de 'intégrale dépend du choix de la base B.
On va montrer qu’il n’en est rien et que, via cette définition, les principales propriétés de l'intégrale
tiennent toujours dans le cas vectoriel.

a. Fonctions continues par morceaux

Définition-Proposition 21. | Fonction continue par morceauz

Soit f: 1 — E.
— On dit que f est continue par morceaux sur le segment [a,b] s’il existe n € N* et
ag, - an € [a,b] avec ag < ... < a, tels que, pour tout i € [1,n, fa,_, q,[ est continue
sur |a;—1,a;] et admet des limites dans F en a;_1 et en a;.

— On dit que f est continue par morceaux sur [ si f est continue par morceaux sur
tout segment de 1.

On note Cpy ([a, b], E), respectivement Cp,, (I, E), 'ensemble des fonctions continues par mor-
ceaux sur [a, b], respectivement sur I, et a valeurs dans E.

Proposition 43.

— Toute application continue est continue par morceaux.

— Soit f: I — FEetg: E— F.Si f est continue par morceaux sur I et g est continue sur
E, alors g o f est continue par morceaux sur I.

— Les ensembles Cp,([a,b], E) et Cpy, (I, E'), munis de leurs opérations usuelles, sont des
espaces vectoriels sur K.

— Soit f : I — E continue sur I. Sur tout segment [a, b] de I, on a, pour n = 1, ag = a,a; = b,
fllao,a1| €st continue sur ]Jag, a1[ et admet f(a) et f(b) pour limites en ag et en a; car f est
continue sur [a, b].

Par suite, f est continue par morceaux sur 1.

— On suppose f continue par morceaux sur I et g continue sur E. Soit [a,b] C I. Alors il
existe n € N* et ao, ..., a, € [a,b] avec ap < ... < a, tels que, pour tout i € [1,7, flja,_,,a,
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est continue sur Ja;_1,a;[ et admet des limites dans E en a;_; et en a;; et ainsi, comme
g est continue sur E par propriétés de la composition pour la continuité et les limites
(Propositions 14 et 9), g o fjja,_,.a,] €st continue sur Ja; 1, a;[ et admet des limites dans F°
en a;_1 et en a;. D’ott g o f est continue par morceaux sur [a, b].

Ceci étant vrai pour tout segment de I, g o f est continue par morceaux sur I.

— L’application nulle est continue donc continue par morceaux et par propriétés de la limite
et de la continuité vis-a-vis des combinaisons linéaires, on montre, que toute combinaison
linéaire de fonctions continues par morceaux sur un segment est continue par morceaux
sur ce segment en prenant 'union des potentiels points de discontinuité de chaque facteur
de la combinaison linéaire.

Ainsi, Cpm([a, ], E) et Cpy (I, E) sont des sous-espaces vectoriels de F([a, b, E) et F(I, E)
respectivement, donc sont des espaces vectoriels sur K.

O

b. Sommes de Riemann

Exercice 18. Rappel de Sup’

Déterminer les limites des suite de termes généraux suivants :

n—1 n n—1 k n—1 1
Uy = — Uy = —_ Wy, = —_—
' kZ:o”“kz ! ;)"“rkz " kZ:O\/nQ—FWm

Définition 22.| Sommes de Riemann

Soit f € Cpm([a,b], E). Pour n € N*, on appelle somme de Riemmann d’ordre n (associée
a la subdivision réguliére en n + 1 points de [a, b)), le vecteur de E :

n—1
b‘azf<a+kb‘“).
n n
k=0

Proposition 44.

Soit f € Cpm([a,b], E) et n € N*. Pour toute base B = (eq, ...,e,) de E, on a :

b—a 2 kbfa B P -2 4 kbfa 4
- kz_of(a+ - >Z - ];)fl<a+ n> €;

i=1

ou fi,..., fp sont les applications composantes de f dans la base B.
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Pour tout ¢ € [a,b], on a, par linéarité de la sommation :

n—1 n—1
b— b— b—
aZf(aJrk a) = a (
n n n
k=0

c. Intégration des fonctions continues par morceaux

Soit f € Cpm([a,b], E), B = (e1,...,ep),C = (€1, ...,€p) des bases de E et (f1, ..., fp) et (g1, .-, Gp)
les fonctions composantes de f dans les bases B et C respectivement. On a :

i (/: fi(t) dt) e = i (/abgi(t) dt) €.

i=1 i=1

On utilise la définition de l'intégrale sur un segment d’une fonction de la variable réelle et a
valeurs complexes via les sommes de Riemann : pour une fonction ¢ € C([a,b],K), on a,

b b—a e b—a
tydt= li k .
/aw() Jim  — Zcp(aJr - )

k=0

Ainsi, comme les fonctions composantes sont des fonctions de I C R dans K, pour tout 4 € [1,p],
on a :

b b—a ' b—a b b—a ' b—a
/a fi(t)dt Jm  — g fi (a+k - ) et /a g:(t) dt Jm  — E gi (a—i—k - )

k=0

De plus, d’apres la proposition 44, on a, pour tout n € N* :

i b_anzlf~<a+kb_a> o - b_arlZf(a—i—kb_a)
n koz n t n n

=1

Par suite, par caractérisation de la convergence des suites a valeurs dans un espace vectoriel de
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dimension finie via la convergence de ses suites composantes dans une base, on a :

b o b—a 2 b—a
Z(/a fi(t)dt>€z’ ngf}rloo< - kz_;]fi(a-f-k - ))%

i=1 i=1
P n—1
. b—a b—a
= S ( > g (ot ))
=1 k=0
P n—1
b—a b—a
nirfooz< n Zgi<a+k n >>€l
=1 k=0
P n—1
b—a b—a
= i i k i
> i (4050 (o 151))

Z(/jﬁ(t)dt)ei = i):(/abgi(t)dt>ei.

=1
O

Gréce au lemme précédent, on garantie 'indépendance de la base choisie dans la définition suivante
de l'intégrale sur un segment d’une fonction continue par morceaux a valeurs vectorielles :

Définition 23. Intégrale d’une fonction continue par morcequx

Soit f € Cpm([a,b], E), B = (e1,...,ep) une base de E et f1,..., f, les fonctions composantes de
f dans la base B.

b b
On appelle intégrale de a a b de f et on note / f()dte, / f ou encore / f le vecteur
a a [a,b]

de F : . , b
/a ft)dt = z:: (/a fi(®) dt) e;.

Exemple 27.

cos(t) —sin(t)
sin(t)  cos(?)

/9 . (foe cos(t)dt [ —sin() dt) _ R(e_ w> —R(—f).

OnposeR:tr—>< ).Pour@GI&.,ona:

foa sin(t) dt foe cos(t) dt 2

— Soit u € E et ¢ : I — K une fonction continue par morceaux sur [a,b]. On a :

( /ab@@ dt> . /au@udt.
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— Dauns la base canonique de M»(R), on a, pour t € R :
R(t) = cos(t)E1,1 + (—sin(t))Ey 2 + sin(t)E2 1 + cos(t) E2 2.

Ainsi, pour § € Ry, on a :

0 0 0 0 0
/ R(t)dt = / cos(t) th171+/ —sin(t))th1,2+/ sin(t) th271+/ cos(t) dtEs o
0 0 0 0 0

i (oo )~ (21 0)
/0 GR(t)dt =

— Soit B = (ey,...,ep) une base de E. Etant donnée la décomposition u = > ue; dans
la base B, les fonctions composantes de f : t — @(t)u dans la base B sont f; : t —
©(t)Z4,es fp 1 t = ©(t)x, donc, par linéarité de I'intégrale a valeurs dans K et linéarité de
la sommation :

Lb¢<t>udt _ abf()dt
- £ ([ o).
g ()
. ixi@@(t)dt)el
_ Z(/”go dt>zmzez
[ epar - (/abw)dt)u
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Théoréme 12.

b
Soit f € Cpm([a,b], E). La suite des sommes de Riemann de f converge vers / ft)dt ie.

o i) o [ 1

En reprenant les notations, calculs et arguments de la démonstration du lemme 2, on a :

[ s - Z (/abfiu)dt)

k( >~

Proposition 45.

b
L’application f +— / f(t) dt est une application linéaire de Cp,,([a,b], E) dans E

Soit f,g:[a,b] = I et A\, € K. Soit B = (eq, ..., e,) une base de E et on note f1,...fp et g1,...9p
les applications composantes de, respectivement, f et g dans la base B.
Alors les applications composantes de Af + pug dans la base B sont Afi + pgi, ..., Afp + pgp, et
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ainsi, par linéarité de l'intégrale pour les fonctions a valeurs dans K :

1 ( / O+ g >dt>

(L soa)as o[ mon))
2 ([ sos)er (o wos)
A / F(t)dt +p / g(t) dt.

b
Par suite, [ — / f(t) dt étant a valeurs dans F, elle appartient & £(Cpm([a,b], E), E). O

M-

b
/ (f +pg)(t)dt =

K2

Il
M=

[

[
Mﬁ

b
/ (AF + ug) (@) dt

Proposition 46.
Soit f € Cpm([a,b], E). On a les propriétés suivantes de l'intégrale :

b
— Intégrale et application linéaire. Pour tout L € L(E, F), / Lo f(t) (/ f(t dt>

a

b T
— Relation de Chasles. Pour tout x € [a, b], / ft)dt :/ f(t)dt —|—/ f(t)de

— Inégalité triangulaire. L’application || f||g : t — ||f(t)||z est continue par morceaux sur

[a,b] et on a :
b b
far < [ lf@)edt
s/a E /a b

Soit B = (ez, ..., e,) une base de E. On note fi, ..., f, les applications composantes de f dans la
base B.

— Soit L € L(E, F). D’aprés I'exemple 27, pour ¢ : I — K continue par morceaux sur [a, b] et
veF, ona (f; o(t) dt) v= f; @(t)vdt. Ainsi, on a, par linéarité de L, puis par linéarité
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de l'intégrale ”vectorielle” :

(Fo) < o (Frow))

Il
n\
(=l
~
—~~
~
=
S—
S—
(oW
~~

L([f(t)dt)

— Soit x € [a,b]. On a, d’apres la relation de Chasles pour l'intégrale & valeurs dans K, on

a . X X
/f(t)dt = Z( fz-(t)dt) e

I
ﬁ

~
—~

~
SN—

o,

~
+

k=l

~
—
St

(oW

~

/ab F(t)dt

— L’application ||-||g : E — R est continue sur E (voire exemple 7), donc ||f||g = ||-|[zo f est
continue par morceaux sur [a,b] par composée d’une application continue par morceaux
par une application continue (Proposition 43). Ainsi, le membre de droite de I'inégalité a
montrer est bien défini.

Montrons désormais que cette inégalité est vraie.
e FEn utilisant les sommes de Riemann. Pour n € N*, on note S,,(f) € E la somme de
Riemann d’ordre n de f et S, (|| fllg) € R celle de || f||. Par inégalité triangulaire, on
a, pour tout n € N* :

b—a v b—a b—a ' b—a
I5:0le = =2 X 1 (a2 20)| 220X 7 (ak k20| sl
n 4~ n n “ n 5
k=0 E k=0
L’application || - ||g : E — R est continue sur E (voire exemple 7), donc :

— comme, d’apres le théoreme ?7, S, (f) e ff f(t)dt, d’apres la caractérisation
n—-+0oo
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séquentielle de la continuité, on a :

)

E

/ab F(t)dt

— Dapplication ||f|lg = || - ||z © f est continue par morceaux sur [a,b] comme vu
initialement, donc on a :

b
Su(fl2) [ 1£Olz

Par suite, par passage a la limite dans (*) quand n tend vers l'infini, on obtient :

‘/abf(t)dt

d. Primitives et intégrales

b
= m [[Su(f)lle < lim Sn(”fHE):/a If @)z de.

T n—o+oo
E

On rappelle qu'une fonction est continue par morceaux sur I si elle est continue par morceaux sur
tout segment de 1.

Notation 3. Intégrale avec bornes dans un ordre quelconque

Soit f € Cpm(I,E) et o, 8 € I. On note :

/jf(t)dt sia<p
A@ww=

sia=p

0
—/af(t)dt siasp
B8

Proposition 47.| Relation de Chasles

Soit f € Cpm(I,E) et cel. Ona:
c b c
dt = d dt.
| rwa= [Crwas [ o

Définition 24.| Primitive d’une fonction continue

Soit f : I — E une fonction continue sur 1.
On dit qu’une fonction F : I — FE est une primitive de f sur [ si F est dérivable sur I et
F' =7
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Proposition 48.

Soit f € C(I,E) et F\G : I — E. Si F,G sont des primitives de f sur lintervalle I, alors
F — G est constante sur I.

On suppose que F, G sont des primitives de f sur I. Alors F, G sont dérivablesur I et F' = f = G'.
Ainsi, par combinaison linéaire, F' — G est dérivable sur I et (F—G) =F' —G' = f— f=0.
Par suite, d’apres la proposition 33, F' — G est constante sur I. O

Notation 4.

Pour F': I — E, on note :

,(Théoréme 13.) Théoréme fondamental de I’Analyse

Soit f € C(I, E).
i) L’application F': I — E définie par :

F:t|—>/$f(t)dt

est de classe C! sur I et F’ = f i.e. I est une primitive de f sur I.

ii) Pour toute primitive F' de f sur I, on a :

b
[ sae=FL = F6) - Fo),

i) Soit B = (ey,...,ep) une base de E. On note fi,..., f, les applications composantes de f
dans la base B et Fy : x> [7 fi(t)dt,...F, x> [T f,(t)dt.
On a alors, pour tout z € I :
@z P a3 14
P = [ sea= ( [ s dt) ei= > Fis
© =il ® i=1
D’apreés le théoréme fondamental de I’Analyse 7a valeurs scalaires”, pour tout 7 € [1,p],
F; est de classe C! sur I et F! = f;. Ainsi, par opérations sur les fonctions de classe C*,
(Proposition 41), la fonction F' = Y7 | Fie; est de classe C* sur I et on a, d’apres la

proposition 32 :
P P
FI =S ZFilei = Zfiei =S f
i=1 i=1

9

ii) Soit F' une primitive de f sur I. D’apres ce qui précede, la fonction G : z — f; f(t)dt est
une primitive de f sur I donc, d’apres la proposition 48, F'— G est constante sur I, disons
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enu € F.
Par suite, on a :

Exercice 19.

Déterminer une primitive pour chacune des fonctions suivantes :

'_>t3+t2—1 P SN 2t ! cos()
—_— — —————, € COS .
24242 1413 V1—t*

1. La fonction t — t? + 2t + 2 ne s’annule pas sur R et on a, par division euclidienne :
B+t —1=(E+2t+2)t-1)+1

donc

B+t2-1 (P42t +2)(t—-1)+1
= =f=lldb—e———
12 4+ 2t+2 1242t +2 t2 42t +2

et de plus, t? + 2t +2 =1+ (¢t + 1)2, donc :

1 1
— dt= [ ——dt =arctan(t + 1
/t2+2t+2 /1+(t+1)2 arctan(t + 1)

Par suite,

B3 +2-1 t2
/ 252——::74—2 dt = 5 t + arctan(t + 1) + constante.

Proposition 49.| Intégration par parties et changement de variable

— Intégration par parties. Soit G un espace vectoriel de dimension finie, f € C*([a,b], E),
g € CY([a,b],F) et B: E x F — G une application bilinéaire. On a :

b b
| B ®.g@)a = BUO.SOL - [ B0
— Changement de variable. Soit ¢ € C1([a,b],R), f € C(J,E) ou J =Im(yp). On a :

b »(b)
/ (0 () dt = / f() da.
a v(a)
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Les démonstrations de ces deux techniques d’intégration tres utiles reposent sur les propriétés
opératoires de la dérivation et le théoréeme fondamental de ’Analyse. Elles sont en tout point
similaires a celles vues dans le cas de I'intégrale a valeurs scalaires mais on les reproduit tout de
méme ici.
— Comme f, g sont de classe C* sur [a,b] et B est bilinéaire sur E x F, d’aprés la formule
de Leibniz (Proposition 42), I'application B(f,g) : t — B(f(t),g(t)) est de classe C! sur
[a,b] et on a :
B(fvg)/ = B(flvg) +B(fvg/)'

ou B(f',g) et B(f,g’) sont continues sur [a,b] car f, g, f’,g’ sont continues sur [a,b] et B
est continue sur F x F' (du fait que E et F' sont de dimension finie).

Par suite, on a, d’apres le théoréme fondamental de I’Analyse (Théoréme 13) et par linéa-
rité de l'intégrale :

b b
BUGSON = [ Bl

b
/ B(f',9)(t) + B(f, ) (1)t
b b
B((), 9@ = / B(f(t), 9(t)) dt + / B(f(t).¢'(1)) dt,

et donc :

b b
/B(f'(t),g(t))dtZ[B(f(t%g(t))}z—/ B(f(t),d'()) dt.

— Soit F une primitive de f sur J (qui est bien un intervalle de R car image d’un intervalle
par une fonction continue & valeurs réelles - théoréme des valeurs intermédiaires).
Par composition (proposition 43, F oy est de classe C! sur I et on a (Fop) = ¢ .Flop =
¢'.f o done, d’apres le théoreme fondamental de 1’Analyse (Théoréme 13) appliqué deux
fois :

b b
/ S f(p(t) dt = / (Fop)(t)dt

(Fop)t)]
F(p(b) — Flp(a))

F ()22

b ©(b)
/ (o) dt = / f(z) d.
a e(a)

Théoréme 14.) Inégalité des accroissements finis

Soit f € C(I, E) une fonction de classe C! sur I. Si f’ est bornée sur I alors on a :

I1£(0) = f(@)lz < [1f lc (b — a).
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On suppose que f" est bornée sur I i.e. || f'||oc = sup,e; ||f/(t)|| £ est finie.

La fonction f est dérivable sur I de dérivée f’ qui est continue sur I, donc f est une primitive de f.
b
Ainsi, d’apres le théoréme fondamental de I’ Analyse (Théoréme 13), on a f(b)—f(a) = / f(t)dt,

d’ou, d’apres la proposition 46 et par croissance de 'intégrales a valeurs réelles :

b
1F0) - @)z = | £ dt
. / )
b
< / 1F/@®)s dt
<N Moo
b
< / T
G = F@lle < 1 lo(b— a).

Corollaire 6.

Soit f: I — E. Si f est de classe C! sur I et f’ est bornée sur I, alors f est lipschitzienne sur
1.

On suppose f de classe C! sur I et f’ bornée sur I. Alors, d’aprés le théoréme précédent, pour
tous z,y € I, | f(z) — FW)|| < |If loo| — y|. Par suite, f est lipschitzienne sur I. O

3. Formules de Taylor

Dans cette partie, I désigne un intervalle non vide de R et n désigne un entier naturel.

a. Formule de Taylor avec reste intégral

| Théoréme 15.) Formule de Taylor avec reste intégral

Soit n € Net f € C"*Y(I, E). Pour a,b€ I, on a :

" ek (g
OB SEACLICEMIEY 3
k=0

ou

b r(n+1)
an/a fT(t)(b—t)”dt.
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On pourrait encore une fois passer par les applications composantes et la formule homononyme
pour les fonctions & valeurs scalaires ; mais on reprend la démonstration par récurrence de cette
formule qui s’adapte directement dans le cas a valeurs vectorielles.

Montrons, par récurrence sur N, que, pour tout n 6 N, la propriété P, ="pour tout f €
f v, [0 F
C"t(I,E) et pour tous a,b € I, f(b g —a) +/ (b =) dt” est
! a n!

k=0
vraile.

e Initialisation. On a :

(k)
> o+ [ 1 = f(@)+ 1) - f(a) = 1),
k=0 k!
donc Py est vraie.

e Hérédité. Soit n € N. On suppose P,,.
Soit f € C"T2(I, E) et a,b € I. Alors f’ est de classe C"*! sur I, donc, par hypothese de
récurrence, pour tous a,b € I, on a :

n (k) b e(nt1)
=0 @

Soit a,b € I. La fonction f("+1) est de classe C* sur I car f € C"*2(I,E) et t — (b—a)"
également car polynomiale, donc, par intégration par parties (Proposition 49) :

[_ﬂ"*”()(b t)”“]b / e,

i = n!'x (n+ 1) x (n+1)

Il én résulte que :

n o pk) (g
fo) = Zf k,( )(b—a)k+Rn
k=0 ’

n
f(k)(a) k f(nH)( +1 4 / f n+2) +1
= b— = —=({b—a) b—t)" T dt

2T Ot )

n+1 b n+2)
f S () 1

b) = L (b—¢t) T dt
CIIDY o+ | e
Ainsi, P41 est vraie.
Par suite, on a montré par récurrence sur N, que, pour tout n € N, P, est vraie. O
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Exercice 20.

Montrer que, dans la formule de Taylor avec reste intégral, pour n € N et a # b, le reste R,

peut s’écrire :
L p(n+1) _
Rn _ (b _ a)n—i—l / f (a—i_‘t(b a)) (1 _ t)n dt.
0 n.

On effectue le changement de variable licite z = g:—‘; dans l'intégrale R,,.

b. Inégalité de Taylor-Lagrange

L’inégalité de Taylor-Lagrange généralise I'inégalité des accroissements finis :

,(Théoréme 16.) Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit n € Net f € C"*t (I, E). Si f(**1(t) est bornée sur I, alors, pour tous a,b € I, on a :

n (k) b— n+1
150 -3 E 0 - e < )
k=0

On suppose ("1 (¢) bornée sur I. Soit a,b € I avec a < b. D’apreés la formule de Taylor avec
reste intégral, on a :

k! a n!

f(b) = i /) (b—a)*+ R, o0 R, = /b m(b — )" dt.
k=0

On a, par inégalité triangulaire (Proposition 46) et par croissance de I'intégrale a valeurs réelles :

b | plnt1)
b (b—t)"
< [l ar
a n!
_ 4\n+1 b
< JIFD)| o I ) dt
(n+1)! |,
b—a)"t!
< (n+1) (—
Ralle < 50l B

Par suite, on a :

(b—a)"t!
(n+1)!

k)
170 =3 00— 0t s = 1 Ralls < 1504
k=0 ’
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c. Formule de Taylor-Young

,(Théoréme 17.) Formule de Taylor-Young

SoitneN, feC*"(I,E)ettyel. Ona:

n k)
70 =3 L0 o o (- o).

k!
k=0

Pour n = 0, comme f est continue sur I et donc en g, on a f(t) = f(to) + L0 (1).
—to

On suppose n > 1. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, on a, pour ¢t € I :

ol ,(k) t g(n)
f(t) = kZ:O i kft(’)(t—to)k + Ry on R, = /t (J; _(f))! (t— 2)" da.

On note g : t — f™(t) — f("(ty). On a, par linéarité de I'intégrale :

R, = /t () (t—a)"dz

, (n—1)!
t p(n) tf— )n
/t {n _(i()))!(t—z)"dx—l—/t —Etn_l))!g(x)dx
(n) t(p— p)n
R, = f nEtO)(t—tO)"+/t0 %g(x)dx.

Comme la fonction f(™ est continue sur I et donc en ty, g admet Og pour limite quand ¢ tend
vers tg.

Ainsi, pour € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout = € I avec |z — to| < 9, ||g(x)||r < e, donc g
est bornée sur [to—d, to+ 3] et on a, pour tout t € I avec [t —to| < 4§, comme [tg,t] C [to— 4, to+4],

l9llos,ito,t) = sup lg(z)] <e.
TE€[to,t]

Par suite, la fonction ¢ + ||gl|o,[t,,4 €st bien définie sur un voisinage de ¢y (par exemple sur
[to — 0,t0 + 0] avec un 6 > 0 obtenu avec £ = 1) et tend vers 0 quand ¢ tend vers ty ; ainsi, par
inégalité triangulaire, pour ¢t dans ce voisinage :

‘ /t: %g(x) da

d’oﬁ/t %g(x)dx: o ((t—to)").

t—to

</t =l @)le de < |t —to gl
< g(@)||p dr < |t —to]™.||9le, k0,4
E to (n - 1)' N—_—— 00, [to,1]

SHg”oo,[to,t]
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Il en résulte que, pour ¢ au voisinage de tg, on a :

nl ey
o = Y LWa gy g,
k=0 ’
n=l (k) (n) b(f— g)n
= ¥ e -+ Iy 4 [ =g as
. p(k)
1 = S0 gkt o (@-to).

>
Il
=]
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Partie D

Dérivées partielles

Dans cette partie, on suppose F et F' de dimensions finies respectives p,q € N*.

1. Dérivée suivant un vecteur

a. Définition ”rapide” d’une partie ouverte

Dans ce paragraphe, on va donner la définition d’un ouvert d’un espace vectoriel normé, en anticipant
un peu le chapitre "Topologie des espaces vectoriels normés” : nous avons besoin ici de cette notion pour
s’assurer de la bonne définition de la dérivée d’une fonction suivant un vecteur que nous verrons dans le
prochain paragraphe ; en effet, nous aurons besoin que, pour chaque point de I’ensemble de définition de
cette fonction, dans toutes les directions autour de ce point, il existe un ”intervalle” contenant ce point...
ce qui nous ameéne & considérer la notion d’ouvert - notion déja étudiée en lére année dans R?!

Définition 25.

Soit U une partie de E. On dit que U est un ouvert de (E, || - ||g) si, pour tout x € E, il existe
un réel r > 0 tel que B(z,r) C U.

Remarque 15.

Nous redonnerons cette définition et on I’étudiera plus longuement dans le chapitre "Topologie
des espaces vectoriels normés”.

Pour l'instant, on admettra dans la suite que, FE étant de dimension finie, la notion d’ouvert est
indépendante de la norme choisie sur E, on pourra donc dire "U est un ouvert de E”.

Mis a part cela, pour la suite de cette partie, nous aurons seulement besoin, concernant les
propriétés des ouverts, du lemme suivant :

Soit U un ouvert non vide de F et a € U.

Pour tout v € E, 'ensemble {t € R | a + tv € U} contient un intervalle ouvert contenant 0.

Soit v € E. Comme a € U, il existe un réel r > 0 tel que B(a,r) C U. Ainsi, si v = 0, pour tout

teR, at+tveU;etsiv#0p, pour tout ¢ € | — rom, mopls (@ + tv) — al| = [¢]]Jv]| <r, donc,
a+tv € Bla,r) CU.
Par suite, 'ensemble {t € R | a + tv € U} contient un intervalle ouvert contenant 0. O

Dans toute la suite de cette partie, U désigne un ouvert non vide de F.
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b. Définition et propriétés de la dérivée suivant un vecteur

Le lemme précédent nous assure que la définition suivante a bien du sens :
Définition 26.

Soit f : U — F une fonction, a € U et v € E.

On dit que f est dérivable en a suivant v si la fonction ¢t — f(a+tv), définie sur un voisinage

1
de 0 dans R, est dérivable en 0 i.e. si ¢t — n (f(a+tv) — f(a)) admet une limite en 0. Dans ce
cas, on note :

Dy f(a) = lim & (F(a+t0) ~ f(a)),

et D, f(a) est appelée la dérivée de f en a selon v.

Définition-Proposition 27.| Développement a l’ordre 1

Soit f : U — F une fonction, a € U et v € E.
La fonction f est dérivable en a suivant v si, et seulement si, il existe £ € E tel que :

fla+tv) = fla) +tL+ t_o)()(t).
Et dans ce cas, on a £ = D, f(a) et 'égalité :

fla+tv) = f(a) +t.Dyf(a) + tgo(t)

est appelé développement de f en a suivant le vecteur v 4 ’ordre 1.

La fonction f est dérivable en a suivant v si, et seulement si, la fonction ¢ : t — f(a + tv) est

dérivable en 0 si, et seulement si, celle-ci possede un développement & l'ordre 1 (en tant que

fonction de la variable réelle) i.e. il existe £ € E tel que o(t) = ¢(0) + .0 + . oo(t) avec, dans ce
—

cas, £ = ¢'(0).
D’ot le résultat car ¢(0) = f(a) et ¢'(0) = limy—o 3 (o(t) — ©(0)) = limy—,0 1 (f(a + tv) — f(a)).
O
Exemple 28.
Soit f: R? — R telle que f : (z,y) — x2 + 5zy>. Alors

D11y f(%0,%0) = 2w0 + 5yp + 15z0yg.
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On a, pour t € R*, en posant a = (xo,y0) et v =(1,1) :

fla+tw)— fla) = (zo+1t)*+5(xo +1t)(yo +1)° — (x5 + Szoys)
= 224 2xot + 22 + 5(zo + t) (¥ + 3yt + 3yot® + t3) — (22 + Bxoyd)
= t(2xo + 5y + 15x0y3) + t2(3woyo + ot + 3y5 + 3yit + t2)

Ainsi,

| =

(f(d|+ tv) — f(a)) = (2x0 + 5yp + 1520y2) + t(3zoyo + Tot + 3y2 + 3yat + t2) —= 2mp + 5yp + 15x0y2.

Par suite, f est dérivable en (z,yo) selon le vecteur (1,1) et on a :

D(1,1)f (20, y0) = 20 + 5y8 + 15m0y(2).

Exercice 21.

Soit f: M, (R) — M, (R) tel que f(M) = M? et A,V € M,(R).
Déterminer la dérivée de f en A suivant V.

Soit A,V € M,(R). Pour t € R*, on a :

(A+tV)? - A?
= A2 1 tAV +tVA+12V2 — A?
t(AV +VA) + 2V

fA+1V) = f(4)

fA+1V) = f(4)

d'on :
1
T (FA+V) = f(A) = AV + VA1V — AV + VA

—

donc f est dérivable en A suivant V et on a :

Dy f(A) = AV + VA.

Proposition 50.

Soit G un espace vectoriel normé, f: U — F, L € L(F,G),a€ U et v € E.
Si f est dérivable en a suivant v, alors L o f est dérivable en a suivant v et on a :

Dy(Lo f)(a) = L(Dy f(a))-
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On suppose f est dérivable en a suivant w.

On applique la proposition 36 & la fonction ¢ : ¢ — f(a + tv) définie sur un voisinage de 0
dans R car U est un ouvert, et dérivable en 0 car f est dérivable en a suivant v, de dérivée
©'(0) = Dy, f(a). Ainsi Lo p : t — Lo f(a+ tv) est dérivable en 0, d’ott L o f est dérivable en a
suivant v et on a :

Dy(Lo f)(a) = (L o)'(0) = L(¢'(0)) = L(Dy f(a)).

2. Dérivées partielles

Définition 28.| Dérivée partielle en un point

Soit B = (eq,...,ep) une base de E, f : U - F et a € U.
Pour j € [1,p], on dit que f admet une j-éme dérivée partielle en a dans la base B si f
admet une dérivée en a suivant e;. Dans ce cas, on note :

0;f(a) = D¢, f(a) ou encore %(a) = D, f(a).

Définition 29.| Application dérivée partielle

Soit B = (e1,...,ep) une base de Eet f: U — F.
Si f admet une dérivée partielle en tout point x de U dans la base B, alors on appelle j-éme

dérivée partielle de f dans la base B I'application g—f de U dans F telle que :
;

of . of

().

Remarque 16.

Pour E = R? par exemple, et f: (z,y,2) — f(z,y, 2) on notera

of of 9f

ox’ Oy’ Oz

les dérivées partielles suivant les vecteurs de la base canonique.

Exemple 29.

Pour f: (z,y,2) — (22y, 223 + ye?®) admet des dérivées partielles en tout point de R? et on a :
Y Y

é _ 2x g _ 2 2x 2 _ 2
axf(xvyaz> - (21‘:%2?/6 )a ayf(xay?z) - (Z‘ , € )a azf(x?yvz) - (0732 )
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Exercice 22.

Calculer les dérivées partielles de f : R* — R suivant les vecteurs de la base canonique ot :

Ty + 2
f(xayazvt): 1—|—t2
9 y 9 i
%f(x,y,z,t)— 1+¢2 aiyf(‘raywzat)_m’
) 19 _ 2ay+2)
azf(xayazat)* 1+t27 8tf(x,y,z’t)7 (1+t2)2 :

Exercice 23.

- 5 (x, 0,0
On consideére la fonction f: (x,y) — {‘”2“/2 ] (@,9) # ( )

0 sinon
Montrer que f n’est pas continue en (0,0) mais qu’elle admet des dérivées partielles en (0,0)
suivant la base canonique.

Tout d’abord f n’est pas continue en (0,0) : en effet, on a :
Z 1 1
f(A/n,1/n) = & = 5 —— —#0= f(0,0)
n2

et (1/n,1/n) —— (0,0).

n——+oo
Ainsi, f n’est pas continue en (0,0) (on peut montrer également qu’elle n’est pas prolongeable par
continuité : on aurait pu prendre n’importe quelle valeur pour f(0,0), f n’aurait pas été continue en
(0,0)).
Malgré cela, on va montrer que f possede des dérivées partielles dans la base canonique (e1, e2)
de R2.

On a,
2(F((0,0) + tex) — £(0,0)) = T(7(1,0) — £(0,0)) =0 —— 0

Donc, par définition, f admet une dérivée partielle en (0,0) suivant e; et on a :
2f(OO)—D f(0,0)=0
a.’E 9 - el ) — Y.
Par un calcul similaire, on trouve que f admet une dérivée partielle en (0,0) suivant ey et que :
2f(OO)—D £(0,0)=0
8y bl - €2 bl - °

Ainsi, f admet des dérivées partielles en (0,0) dans la base canonique de R?... alors qu’elle n’est
pas continue en (0, 0)...
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Remarque 17.

Attention ! Contrairement au cas des fonctions de R dans R, une fonction peut admettre des

dérivées partielles égales en un point mais ne pas étre continue en ce point! (voire la fonction
précédente)

Proposition 51.

Soit B = (e1,...,ep) une base de E, f: U - F, L € L(F,G), j € [l,p] et a € U.
Si f admet une j-eme dérivée partielle en a dans la base B, alors L o f également et on a :

5’(533‘11")(@) _1 (%{(@) :

On applique la proposition 50 & u = e;. O
3. Matrice jacobienne

Rappel :

Etant donné une fonction f: U — F et C = (€1,...,&4) une base de F, on a la décomposition,
pour chaque =z € U,

ou les fonctions f; : U — R sont les applications composantes de f dans la base C.

Exemple : Soit f : R? — R? telle que :

f(z,y,2) = (z + 9°, 2zy2).

Dans la base canonique de R?, les applications composantes de f sont :

filz,y,2) =2 +y° et fa(z,y, 2) = 2zyz.

Définition 30.| Matrice jacobienne

Soit f : U — F une fonction, B,C des bases de E, F' respectivement et a € U. On suppose que
f admet des dérivées partielles en a dans la base B.

On appelle matrice jacobienne de f en a dans les bases B et C la matrice notée Jy¢(a) €

92



M, »(R) telle que :

o1 22!
o 87:1(11) 87%@)
nw=(gkw) = ;
125<s o) 9
a—i’i(a) 83{2(@

Exemple 30.

Application de passage des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes

L’application ¢ : R} x R — R? définie, pour (r,0) € R% X R, par :
o(r,0) = (rcos(#),rsin(h)),
admet pour matrice jacobienne en (r,#) dans la base canonique de R? :

)= (i) )

Exercice 24.

Calculer la matrice jacobienne dans les bases canoniques :
L f:(z,y) = (z+y,2%) en (z,y) puis en (0,0);

cos(zy)
14227

z?’ewy) en (z,y,z) puis en (—1,7,0);

2. g:(z,y,2) — (

3. h:(x,y,2,t) — (zy,yz, zt, tx) en (x,y, z,t) puis en (1,1,1,1).

1. On a, pour tout (z,y) € R?, en posant fi(z,y) =z +y et fo(z,y) = 2%y :

9f

- _ Oz (‘Ta y) 7(I7y) _ 1 1 one —
)= (%’f(x,y) aQ(ﬂW)) - (2@ WQ) <m0 J150) (

11
0 0

2. On a, pour tout (z,y,2) € R3, en posant g;(z,y,z) = C‘l’ifjg) et go(x,y,2) = 23 :

391(x 991 991

Y, 2) (z,y,2) (z,y,2)

Jelenina) = (e‘?gi ’ o S
oz

9g
H(xﬁ%z) T;(xaz%z) (aj,y,z)
__ysin(zy)  wsin(zy) 2z cos(zy)
— 1422 1422 (1422)2
yz3e™ xz3e* 322%™
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donc
0 0 O
Jg(—1,m,0) = (O 0 O)

3. On a, pour tout (z,y,2,t) € R* en posant hi(z,y,2,t) = zy, ha(z,y,2,t) = yz,
hs(x,y, z,t) = zt et hy(z,y,2,t) =t :

Ohy Ohy Ohy Ohy

Oz oy 0z ot y =z 0 0

8h2 3h2 8h2 8h2 0 0
J ( t) _ ox oy 0z ot _ Y
r\T;Y,2,0) = | 6hs Ohs Ohs Ohs | — 0 0 t 2z

ox oy 0z ot

Ohy Ohs Ohy  Oha t 0 0 =z

ox oy 0z ot

donc

O O
OO = =
O = = O
_= =0 O

Exercice 25.

Donner la matrice jacobienne de I’application S de passage des coordonnées sphériques vers les
coordonnées cartésiennes dans la base canonique de R? au point (7,6, ¢)

L’application S de passage des coordonnées sphériques vers les coordonnées cartésiennes dans la
base canonique de R? est l'application S : R} x R x R — R? définie, pour (1,6, ) € R xR xR,
par :

S(r,0,¢) = (rsin(f) cos(p), rsin(f) sin(p), r cos(6)).

Sa matrice jacobienne en (r, 6, ) dans la base canonique de R3 est donc :

Bk (r,0,0) Gt (r,6,0) %*Z;(n 0,¢)
Jsrbe) = | Fnoe) Fnoe) Harno.e)
Ga(r0,0) Gp(r0,0) 52(r,6,0)
sin(f) cos(yp) rcos(f) cos(p) —rsin(f)sin(p)
= | sin(d)sin(p) rcos(f)sin(p)  rsin(f) cos(p)
cos(f —rsin(d) 0
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