le 11 Septembre 2023

Mathématiques spéciales
Corrigé du devoir surveillé n°1

Exercice 1.

Calculer les intégrales suivantes :
1

33 1 1
dt b —d
a)é (t _ 1)2 )A 62;8 + et x

Remarque : pour la seconde intégrale, on pourra utiliser un changement de variable

a) On a :
1

/:Su—lwd’f: [—H

b) On effectue le changement de variable u = e® qui est bien licite car exp est C'! strictement

33_ i+1_§
32 1 32

2

croissante sur [0,1] :
1 e e
1 1 1 1
:/ ﬁdxz/ix—duz/idu.
0 € +e® 1 ur4u  w 1 u?(u+1)

Or, par décomposition en éléments simples, on obtient :

1111
w2(u+1) w2 u u+l

1 ‘ 1
I= —E—ln(u)—l—ln(l—l-u) =1H(1+€)—g—1n(2)-
1

d’ou :

Exercice 2.
On consideére la fonction f : x — arctan(x).

a 'ordre 4.

1. (a) Donner le développement limité en 0 de x — T 22
T

(b) En déduire le développement limité en 0 de f & 'ordre 5
(c) Calculer la limite suivante :
o fle) -

2—0 sin(x) —

2. Montrer que f est une fonction concave sur R et convexe sur R_

3. En déduire I'inégalité suivante, pour tout = € [0,1] :

T 3
Zxéf(x)éz(x—

Vi
)+g

al-



1
1. (a) Ona —— =1— 22+ 2* + o(z*) au voisinage de 0.

1+ 22
(b) On sait que, pour tout réel z, f'(z) = 1522 donc en intégrant le DL précédent, on
T
obtient, au voisinage de 0 :
o1 z3 2P
— f(0) = ——dt=x— — + — %).
1@ =10 = [ gt ==+ % +o6")
Sachant que f(0) =0, on a donc :
x> 2b
flx)=2— £l + = + o(z®).
¢) pour z au voisinage de 0, d’apres ce qui précede, on a f(z) —z = —2 1 o(23) et on
3
sait que sin(z) — z = f% + o(z3).
Ainsi : s
J@-z  T5 _,
sin(z) — x -z

— 1
Il en résulte que lim M = —.
z—0sin(z) —x 2

2. La fonction f est C*° sur R et pour tout z € R, on a :

2z

f(z) = A+ 2)e

Donc f” est positive sur R_ et négative sur Ry, d’ou le résultat.

3. Comme f est concave sur R, son graphe est au dessus de ses cordes et en dessous de ses
tangentes.

En particulier, il est au dessus de la corde entre les points d’abscisses 0 et 7/4 qui est
d’équation Tz (car f(0) =0 et f(1) = m/4); et il est en dessous de sa tangente en % qui

est d’équation

YA T B e
car f’(%) =3/4 et f(%) =7/6.
Exercice 3.
On consideére la fonction f(x) = _
Cx(z41)
b
1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout = € [1,2], on a : f(x) = a + 1
x
S|
2. Déduire de la question précédente la valeur de l'intégrale J = / —duz.
1 z(z+1)
2
In(1+t¢
3. Calculer l'intégrale I = / % dt.
1



1. Soit z € [1,2]. On a

Ainsi, on a

2. On en déduit que 'on

J:/12x<

z+1)

11t

o b (a+bz+a
r z+1  z(zx+1) °
fay =24 r tout = € [1,2]
)=+ -q Ppourtoutz ,
1 b
:(LhL )x+a7 pour tout z € [1, 2]
z(zx+1) x(zx+1)
1= (a+b)x+a, pourtoutx € [L,2]
a=1 et a+b=0
a=1 et b=-1.
a

1

dz =

271 1
i (e
1 \z z+1

2

In(2) — (In(3) — In(2))

21n(2) — In(3).

3. Par la méthode d’intégration par parties, on a

N

2 In(1 4 t)

12

D)
Vo W
= {u(t)v(t)]j - /12 w(t)v'(t)dt
- [ 2]
= —ln;?’) +1n(2) +J
=3In(2) — 3In(3)

2

2
1
dt = / In(1+¢)dt avec u(t) = —
1 7 e — t

1



Exercice 4.

Montrer que, pour tous n € N* et ay,...,a, € R} :

La fonction f : x +— y/x sur R est concave car elle est deux fois dérivable sur cet intervalle et
pour tout x € R, f"(x) = —ﬁ < 0. Ainsi, d’apres I'inégalité de Jensen, on a, pour n € N*,

at,..,anp ERY et Ay = ... =\, = % (et donc de somme égale a 1) :

/ (Z Az"%‘) > ZAif(ai)-

et

n

> Aif(ai)

=1




