Mathématiques spéciales le 28 Septembre 2023

Corrigé du devoir surveillé n°2

1. Intégration

Exercice 1.

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

—+00 5 1
1./ et dt 2./ _da
0 0 (1775)\/7?

o0 3

t—sint

3. / %dt en fonction de la valeur de o € R
0

. . . o . — 2 . . . N . .
1. Ici, on ne connait pas de primitive de e=* qui s’exprime facilement & ’aide des fonctions

usuelles (en fait, c’est méme impossible). On doit donc comparer. Commengons par remar-
quer que t —» e~ est continue sur [0, +00[. Le probléme de convergence de l'intégrale ne
se pose donc qu’au voisinage de +oo. Mais il est facile de voir que

— 2 . —
lim z%¢e ™ = lim we * =0.
T—r 400 uU—+00

oC da

Autrement dit, e = o(1/z?%). Ainsi, puisque f1+ 25 converge, il en est de méme de

+ .2
foooe " da.
1

2. En 1, la fonction est équivalente a 1=, fonction de signe constant dont I'intégrale est

divergente (en 1). Ainsi, 'intégrale fol Wdt diverge.

3. La fonction ¢ — % est continue sur |0, +oo[. En +o0o, elle est équivalente a ta%l Ainsi,

I'intégrale est convergente au voisinage de 400 si et seulement si o > 2. Au voisinage de 0,
il faut faire un développement limité du sinus pour trouver un équivalent du numérateur.

On a
3
t—sint=t—t+ E—Fo(t?’)
et donc la fonction est équivalente a w%g. L’intégrale est convergente en 0 si et seulement
si @« —3 < 1, donc si et seulement si @ < 4. On en déduit que l'intégrale entre 0 et +o00 est
convergente si et seulement si a €]2, 4].



Exercice 2. E34 2015

. +®gin x .
1. Montrer que l'intégrale Td:: existe. On admet alors que :

0
+00 2
sin.xr m
f dr==.
0 X 2

2. (a) Montrer que pour tout o strictement positif et pour tout x réel, 'application

1 —cosat

t— Te'*” est prolongeable par continuité en 0,

1 —cosat
S

(b) Montrer que : Ya > 0, ¥z € R, l'application ¢t — v “#2 ainsi prolongée est

intégrable sur R.

3. Onnote, Va>0,vzeR

+00q _
I zf 1 Lmutc""”’dt.

= t2

(a) Montrer que I est réelle.

+o0
- oy cos Bx
(b) Soit A > 0et B > 0. On admet |'existence de I'intégrale = dz.
A
Montrer que :
/’L”"msfmm: csAB _ ”“sintdt-
A T A AB t

] — cos Bx

p dx pour B > 0 puis pour B quelconque

(e) Endéduire le calcul de l'intégrale f
0
(d) En déduire le calcul de l'intégrale I .

Correction.

. sinx
1. La fonction z —

est continue sur ]0, +oo].
i

Sur ]0,1] On a lim et
e 2—0

=1
;

sinx
donc la fonction x — —— est prolongeable par continuité en 0
95

sinx

dx

1
donc intégrable sur [0, 1] d’ou lexistence de /
0 x

Sur [1,4o00[ Soit A > 1

On effectue une intégration par parties avec des fonctions de classe C! sur le segment [1, 4] :

A . A A P
_ A
On obtient (1):/ sing [ cosw] _/ +C(;S:Ed$=COS(1)—COS _/ coszac dz
1 z z 1 1 z A 1 T




2.

cos A

Or lim
A—+4o0

. Ccos T
et la fonction z —

et Vo € [1,400],

=0(2)
>

CcOS T < 1
2 ‘_F

est continue sur [1, 00|

1
Or la fonction x — — est intégrable sur [1, +oo[ car 2 > 1
x

Par comparaison & une fonction positive =
+oo
d’otu 'existence de / ——dx
1

—+oo
Par passage a la limite dans (1) (avec (2)) on obtient 'existence de /
1

En conclusion

COS T

2

COST
x2

—+oo
L’intégrale /
1

sin x .
—— dx existe
T

(a) Quand t — 0, on a at —> 0
donc cos(at) =1 — # + w(t?)

ainsi 1 — cos(at) = # + w(t?) ~ # car a # 0

donc

1-— t
cos(a )e

—utx o2 t? 1

est intégrable sur [1, +oo]

sin x

dx

T

$2 2t2
1 — cos(at 2
donc lim Me—m’? -
t—0 t2 2
, L. 1 —cos(at) _, o
donc | I'application t Te ‘" est prolongeable par continuité en 0
1 — cos(at
(b) L’application ¢ — %e*m ainsi prolongée est continue sur R.
1 — cos(at 1 cos(at 2
Sur [1, 400 on a pour ¢t > 1, %e*m < wkﬂt” < 2
. e o 1 —cos(at) _,
Comme en 1., on obtient l'intégrabilité de ¢t — —F Y gur [1, +oof
1 — cos(at
Sur | — oo, —1] de fagon analogue t — %eﬂm est intégrable sur | — oo, —1]
1 — cos(at)

Le prolongement par continuité de ¢ —

t2

e~ est intégrable sur R




3.

(a)

OnaleC.
= teo /1 —cos(at) oo 1 — cos(at)
S e P E
t2 t2
On effectue le changement de variable affine u = —t; —du = dt (C! , bijectif, stricte-
ment décroissante)

- 1 —cos(— oo~ t
ainsi I = —/ Meﬂw du = / Meﬂm dt=1

— 00 — 00

o (—up? o B
Ce qui prouve que | I est réelle
On effectue un changement de variable affine t = Bz ; % = dx a partir d’une intégrale
convergente
Ainsi / o Ls(fx) de = / " Beos(t) CZS“) g / el o
A x AB t B ap 12

On effectue ensuite une intégration par parties (sous réserves d’existences) avec des
fonctions de classe C'*

+oo t——+oo +o0 o

B t t

ainsi / cosBa) 4, _ p [_COSU} 5 / Fsin(t)
A T t li—aB AB t

Comme l'intégrale de gauche existe bien ainsi que l’expression entre crochets

+o0o . 3 +oo L:
/ cos(Bx) do — cos(AB) B/ sin(t) &
A z? A AB

on peut conclure a ’existence

On suppose B > 0.

+o00 1 1 T—+00 1
SoitA>0.0na/ de:{—] = —
A B x|, A
+00 400 o:
1-— B 1— AB t
donc / 7602( 2) dr = 7&8( ) + B/ sin(?) dt
1— AB
Par un calcul asymptotique comme en 2(a), on a }limo % =0
—
+oo ;
sin (¢
a l'aide de 1 on a lim sin(?) dt =2
u—0 [, t 2
+oo
1-— B
et donc par passage a la limite on obtient / M dr = Bg
0 X
—+oo +oo
1-— B 1-— -B
i< ona [ 1B g, [TRIZO R0 g, _pT
0 z 0 g 2
+oo
1— B
siB:O,ona/ dezo
0 x
+oo
1— B B
donc | dans le cas général on a / COZ( %) dz = | Bl
0 X 2
+o0o
1-— t
Comme [ est réelle, on a I = Re(I) = / % cos(tx) dt
— 0o
+° cos(tx) — cos(tx) cos(at)

dt

puis par parité I = 2 / 5
68 t

En utilisant la formule 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b)
t°° 2 cos(tx) — cos(t(x + ) — cos(t(x — )
2

+oo 1 _
Pour utiliser : VB € R, / 1+S(Bt) dt = @
0

dt

on obtient I = /

— 00



o berit T — /+oo (1 —cos(t(x +a))) + (1 — cos(t(x —a))) — 2(1 — cos(tz)) a
—00 t

donc | I = /m “%;(af)e—m g o lEral+ |x2— of = 2Ja|

— 00

2. Normes et distances

Exercice 3.

Z1
Soit n € N*. On munit M, 1(R) de la norme || - ||, c’est-a-dire, pour X = | 1 | € M, (R),

s

Tn

[ Xlloo = max [z;].
1<i<n

On pose, pour A € M, (R) :

4 =sop {522 1 x @) 0,03

1. (a) Justifier, pour tout A € M, (R), 'existence de || A4]|.
(b) Montrer que pour tout A € M, (R),

[A[] = sup {[AX |o | X € M1 (R) et [[X]loo =1}

(¢) Montrer que || - || est une norme sur M, (R).
2. (a) Montrer que pour tout A € M, (R) et pour tout X € M, 1(R)

[AX loo < [IA[l11 X oo
(b) En déduire que pour tous 4, B € M, (R),
|AB| < [|A]l.|[B]

3. Montrer que, pour tout A = (a;j)1<i<n € Mp(R) :

n
Al = max (> |a;|
j=1

1<ign

1. (a) Soit A € M, (R), on pose A = { LAX oo | X € M,,1(R) ~ {Oml}}.

(RS
Tout d’abord, l’ensemble A est bien défini car pour tout X € M, 1(R) ~ {01},
I X|loc # 0 par I'axiome de séparation de la norme || - ||oo-



I’ensemble A est une partie de R et elle est non vide car, en notant A; la premieére

1
0
colonnede Aet By = | . | € Mp1(R)~{0,1},0na:
0
[AE ||
A =——F7—¢cA
T
De plus, pour tout X = | @ | € M, 1(R) \{0,,1},0ona:
Ty
n
IAX ||oe = max. Zaikxk
== k=1
n
< 75|
< gﬁﬁ}2hm\lu\
L <X
n
< i .
< (mxz |> IX]e

. n
Par suite, en posant C' = maxi<;<n Zk:l |aik|, on a :

[AXT|oo
— < C.
[ X oo

Ainsi, A est majorée par C.
Il en résulte que A est une partie non vide et majorée de R, donc elle possede une
borne supérieure ; ce qui justifie I'existence de ||A]|.

(b) Soit A € M,(R). On note B = sup {||[AX || | X € M,,1(R) et || X|loc =1}. Alors,
comme pour tout X € M, 1(R) tel que [|[X|[cc = 1, on a [|AX||ec = HHA)?(Hlb’

B C A. De plus, B est non vide (méme démonstration que pour A), donc B admet

une borne supérieure car un sous-ensemble d’un ensemble majoré est majoré. Notons

provisoirement s4 la borne supérieure de B.

Toujours en conséquence de Uinclusion B C A, on a s4 < ||A||. Montrons I'inégalité

dans Pautre sens. Soit X € M, 1(R) \ {0,,1}. On pose Y = ﬁ Alors ||[Y]|eo =1

on a

et on a, par homogénéité de la norme || - || :
[AX |oo
= [|4Y [l < 54
[ X oo ~

Ainsi, A est majoré par s et |A|| étant le plus petit de ses majorants, on obtient
sa = ||A]l.
Par suite, ||A]| = sa4. ¢

(c) Montrons que || - || est une norme sur M, (R). Soit A, B € M, (R) et A € R.



[AX o0

— (Positivité). On a ||A|| = sup > 0.
x#0,1 [ X |l
————
>0
— (Séparation). On suppose ||A|| = 0. Alors, pour tout X € M, 1(R), AX = 0,1
lAX || o

car < [[A|| = 0. Par suite, A = 0,; en effet, considérons (Ej;);c[1,n]

1XToo
est la base canonique de M, 1(R); la j-iéme colonne de A notée A; vérifie alors

Aj = AE; = 0,1 ; donc toutes les colonnes de A sont nulles, d’ott A est nulle.

— (Homogénéité). On a, par les propriétés de la borne supérieure et par homogénéité
de la norme || - ||co :
[AA[[ = sup [[AAX][loc =[A]. sup [[AAX||oo = |AL[IA].
[X[[oo=1 = [ X[loe=1
=[ALIAX [loo
— (Inégalité Triangulaire). On a, par les propriétés de la borne supérieure et par
inégalité triangulaire de la norme || - || :

|A+Bll= sup |[(A+B)X|w < sup [[AX[ot sup [BX|loc = [l Al+]B].
IXlloo=1 S~ || X[lo0=1 1X | o=1
<IAX [loo | BX [l oo

D’ou || - || est une norme sur M, (R).
2. (a) Soit A € M, (R). L’inégalité est bien vérifiée si X = 0,,1. Soit X € M, 1(R) avec
X #0,:.0na:
[ AX]|oo [AY o0

< sup = [14]
[Xlloo ™ y0,1 [Vl

d'otl [AX [leo < [|A]l-[[ X [loo-
(b) Soit A, B € M,,(R). Pour tout X € M, 1(R), on a, d’apres la question précédente :

I(AB)X[oo = [[A(BX)[[cc < [|A[|-|BX oo < [JA]l-IBI]-[| X [|oo

Par suite, pour tout X # 0, 1, on a :
= < IAllLIB]

et ainsi, ||A]|.||B|| est un majorant de {% | X € M, 1(R) ~{0,,1}}; or sa borne

supérieure ||AB|| est le plus petit de ses majorants, donc :

[AB| < [|A[l.|B]

3. Soit A = (aij)lgi,jgn & Mn(R) On note C = maxigi<n (Z?:l \a”|)

La majoration des éléments de A obtenu & la question 1.a) et le fait que ||A|| soit le plus
petit majorant de A nous donne :

4] < C.

Prouvons l'inégalité dans I’autre sens.
C' étant un maximum, celui-ci est atteint, disons pour un certain iy € [1,n], et donc
> i1 laioj| = C. On pose, pour j € [1,7] :

1 si Qi 5 Z 0
By =
J —1 sinon.



T
et X = | 1 |.Alors || X =1 et pour tout j € [1,n], aj,;x; = |a,;|-
x7l
Y1
Posons Y = AX avec Y = | : |. Alors, pour tout i € [1,n] :

Yn

n n

il = > aga;| < ez < C
— — -
= o=t <lai;|

et

n

n
Yio = ) Gin3®j = D |ios]| = C-
j=1

J=1

Par suite, y;, = |yi,| est le maximum des |y;| et X étant de norme 1, on obtient :
Al = [AX oo = [V ]|oo = C.

Il en resulte que :

n

IA| = C = max E |ai;]
1<isn =
7=

Exercice 4. Bonus (facultatif)

Soit E = Fp([—1,1],R) V'espace vectoriel des fonctions bornées de [—1,1] dans R muni de la
norme infinie : || flloc = sup;e(_q,17[f(t)]. On pose F' = C([—1,1],R) I'ensemble des fonctions
continues de [—1, 1] dans R.

1. Justifier que F' C E.
2. Déterminer la distance d(f, F') ou :
1 si z €]0, 1]

f:iz—<0 six=0
-1 sizel-1,0]

1. Un fonction continue sur un segment est bornée (et atteint ses bornes) donc F' C E.

2. On remarque tout d’abord que d(f,0) = ||f|lcc = 1. Donc d(f,F) < 1. Montrons que
d(f,F) > 1.

Soit g € F.
Pour tout z €]0,1], on a |f(z) — g(z)| = |1 — g(x)|, donc, par continuité de g en 0, on a :

£ = gl 2 11 = (&)l —= [1 = gO).



De la méme maniere, on obtient :
If = gllec 2 | =1=g(@)| ——= -1 —-9(0)| = [1 + g(0)].
z—0
Par suite, par inégalité triangulaire
21 = glle 2 11 = g(O)| + [1 + g(0) = [1 — g(0) + 1+ g(0)| =2

En simplifiant par 2, on obtient donc que 1 est un minorant de D = {d(f,g) | g € F}; or
d(f, F) étant le plus grand des minorants de D, on a :

d(f, F) > 1.
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