Mathématiques spéciales le 16 Octobre 2023

Corrigé du devoir surveillé n°3

Exercice 1.

Soit (A, +, x) un anneau commutatif et B une partie de A.
On appelle annulateur de B et on note Ann(B), ’ensemble :

Am(B)={ze€ A|Vbe B, zb=04}.

Démontrer que Ann(B) est un idéal de A.

e Montrons que Ann(B) est un sous-groupe de (4, +).

— Ann(B) est inclus dans A car il est défini comme un ensemble d’éléments de A vérifiant
une propriété.

— On a, pour tout b € B, 04.b =04 donc 04 € Ann(DB).
— Soit 2,y € Ann(B). On a, pour tout b € B, par distributivité dans 'anneau A :

(x—y)b=axb—yb=04 —04 =04

donc z — y appartient & Ann(B).
Par suite, Ann(B) est un sous-groupe de (A4, +).

e Soit a € A et € Anun(B). On a, pour tout b € B, par associativité de - :
(ax)b = a(xb) = als =04
donc ax appartient & Ann(B).

Il en résulte que Ann(B) est un idéal de A.

Exercice 2. Centrale MP 2006

On considére I'espace vectoriel réel C2([0, 1], IR) des fonctions de classe C? de [0, 1] dans R et on
pose E = {f € C?([0,1],R) | f(0) = f’(0) = 0}. De plus, on note, pour f € C*([0,1],R) :

£l = sup [f(B), N(f) =IIf+ f"llsc et N'(f) = [ flloo + 1/l

te[0,1]

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C?([0,1], R).

2. On admet que || - || est bien une norme sur E. Montrer que N et N’ sont des fonctions
bien définies sur E et que ce sont des normes.

3. Montrer que || - || n’est ni équivalente & N, ni & N'.

4. Montrer que N et N’ sont équivalentes.



Indication : on admettra que pour g une fonction, la solution de y” + y = g avec y(0) =
y'(0) = 0 est donné par y : t — fot sin(t — z)g(z)dz (les 5/2, prouvez-le!)

. La fonction nulle 0 vérifie 0(0) = 0 et 0’(0) = 0(0) = 0. Donc 0 € E.
Soit f,g € E et A\, u € R. Comme f(0) =0 et g(0) =0, on a :

(Af +129)(0) = Af(0) + ug(0) =0

et comme f/(0) =0 et ¢’(0) = 0, on a, par linéarité de la dérivation :

(S + 1g)'(0) = (Af" + 1g")(0) = Af(0) + pg'(0) = 0
Par suite, E est un sous-espace vectoriel de C2([0, 1], R).

. En utilisant les propriétés de la norme infinie et la linéarité de la dérivation, la plupart des
axiomes de norme pour N et N’ se vérifient aisément. Seule I’axiome de spéaration pour la
norme N mérite qu’on s’y attarde :

Soit f € E tel que N(f) = 0. Alors, par séparation de la norme infinie, on a f + f” = 0.
Ainsi f est solution du probléeme de Cauchy :

y'+y=0
y(0) =0=y(0)

qui admet une unique solution : la fonction nulle. En effet, I’équation différentielle homogene
y" +y = 0 admet {Acos + Bsin | A, B € R} pour ensemble de solutions. En utilisant les
conditions initiales du probleme de Cauchy, on obtient A = B = 0.

Par suite f = 0.

. Considérons la suite (f,)n>2 telle que pour tout n > 2, f,, : x +— z™.
Pour tout n > 2, f, est C® sur R et donc en particulier C? sur [0,1], et on a f/ : x
n(n — 1)z"=2 d’ott f,(0) =0 et f/(0) = 0; par suite, f,, appartient a E.
On a de plus, pour tout n > 2 :
— || fullo = 1 (atteint pour = 1);
— N(fn) =1+n(n—1) (atteint pour z =1);
— N'(fn) =1+ n(n—1) (atteint pour z = 1);

ainsi,

N(fn) _ N(fn) == 1) ——=* 00

[fallse N fnlloo n—o0

Par suite, N et N’ ne sont pas dominées par la norme infinie et a fortiori, elles ne sont pas
équivalentes a la normes infinie.

. Soit f € E. On a, par inégalité triangulaire de la norme infinie :
N(f)=1f + s < I flloo + 1f lo = N'(£)

donc N’ domine N.
Montrons désormais que N domine N’. Pour cela, pour f € E, considérons la fonction



g = f+ f". Comparons le maximum sur [0, 1] de |f| avec celui de |g| (il s’agit de fonctions
continues sur le segment [0, 1] donc elles admettent un maximum sur [0, 1]).

Considérons I’équation différentielle y” +y = g dont f est solution. En utilisant les solutions
de I’équation homogene; en appliquant la méthode de variation de la constante puis en
utilisant les conditions initiales, on trouve f : ¢t — fot sin(t — z)g(x)dx (il y a pas mal de
boulot calculatoire quand méme pour y arriver :) ). Par suite, pour tout ¢ € [0,1] :

IF(®)] < /0 |sin(t — z)[.|g(z)|dz < t|g(x)] < |g(x)]

Dot [| fllec < llgllec = N(f).
De plus, [|f“llc = [If + F" = flloo < N(f) + [Iflloc < 2N ().
Il en résulte que :

N'(f) < Iflloo + 1]l < 3N(f)

Par suite, N et N’ sont équivalentes.

Probléme 1.

Dans tout le probléme, on note I Uintervalle [ =] — 1,1].
Nous allons munir I d’une structure de groupe un peu particuliére.

1. Montrer que : ¥(s, ) € I*, 1+ st # 0.

s+t
On pose, pour tous s et t de [ : s+ = > .
1+ st
I - R
2. (a) Soit s € I fird Etudier la fonction f : b () —st— s+

1+ st
En déduire que # est une loi de composition interne dans 1.

(b) Montrer que ({, #) est un groupe commutatif.

{e) ([0, 1], %) est-il un sous-groupe de (1, #)7

£
e+ 1

(d) Soit z un réel strictement positil (fixé). On considére 'ensemble H, = { avec n € Z}.

=1
-7
™ +1

Alnsi, on a la caractérisation : (s e H,) & (Ine Z|s =

Montrer que {H,,#) est un sous-groupe de (1, ).

3. Soit s € [, avee s £ (.
Dans cette question, on désire expliciter s # s % s- -+ % s, que I'on notera s,
' £ 2

n fois
On prendra la convention s = 0.

- va - Pn : P
(a) Montrer que, pour tout n € M, sl peut g'éerire 22 avee les suites (Prdnzo €t (gn)n=g définies
I - ! -

=0 [ 1l = Pn t St
P et pour tout n € M, Prst =P ot 56:
qo =1 Unt1 = 5Pn 1 n

par :



4. Montrer que la fonetion th (tangente hyperbolique) définie par thix) =

(b) Exprimer sgai1 en fonetion de poir et pn puis exprimer payo en fonetion de p, 1 et pa.

[c) En déduire lexpression générale de p, puis celle de g,.

(d) Exprimer sl”. On observera que cette formule vaut aussi pour s = 0.

shix) |

réalise un

! Toehix) e 41

isomorphisme de (E, ) vers (1, %).

5. Exploiter ces résultats pour exprimer th{naz) en fonction de thix).
Application : exprimer th{2x), th(3x), th(3x), th{de), th(5z) en fonction de thiz).

1. Soit s,t € T =] —1,1[. Alors |st| = |s|.|t] < 1 car |s| < 1 et |t| < 1. Par suite, —1 < st < 1,
donc en particulier, st # —1. Ainsi, 1+ st # 0.

2.

2)

Soit s € I. On peut, comme le propose I’énoncé, étudier la fonction f qui est définie
et dérivable - quotient de fonctions affines - sur [—1, 1] (elle est bien définie en —1 et 1
car en reprenant la question précédente avec [¢| < 1, on obtient la méme conclusion).
On trouve alors que f est strictement croissante; f(—1) = —1 et f(1) = 1. Ainsi, pour
tout t € I,ona sxt= f(t) € I.

On pouvait également remarquer que pour s,t € I, s <1 ett—1<0, donc (t —1)s >
(t —1). Aprés développement, on trouwve s+t < 1+ st. Comme 1+ st > 0 (d’apreés le
raisonnement de la q1, on a 0 <1+ st < 2), sxt = fi;t < 1. De plus, de 1 + st < 2
et s+t >—2, on tire sxt = lsj';t > _72 =—-1. Dousxtel.

Il en résulte que pour tout s,t € I, sxt € I et donc, * est une opération interne sur

I.

D’apres la question précédente, * est une opération interne sur I. Montrons qu’elle
est associative, qu’elle possede un élement neutre et que tout élément de I possede un
symétrique pour .

— Associativité : Soit s,t,u € I. On a :

t
(sxt)*xu = f:st*u

s+t
1+st +tu

s+t
1+ 50

On multiplie dénominateur et numérateur par 1 + st

s+t+u+ stu
1+ st+ su—+tu

On repart du bas pour arriver au méme endroit :)

t+u
s+ 1.

—
1+S1+ZZ
i1+ u
1+tu

= sx*(t*u)

= S8



— Element neutre : Soit s € I. On a :

donc 0 est un élement neutre pour .

— Symétrique : Soit s € I. Pour t = —s, on a :
“t s+t §=8
S = =] =
1+st 1-—s2

Donc s admet un symétrique pour * et ce symétrique est —s.
11 en résulte que (I, *) est un groupe.
De plus, pour tout s,t € I, on a, par commutativité de 4+ et x dans R :
s+t t+s

t: = :t
ox 1+ st 1+ts s

Ainsi (I, ) est un groupe commutatif.

Pour l’anecdote, 'opération * représente la loi de composition des vitesses en relativité
- en considérant ici la vitesse de lumiere ¢ égale a 1; on pourrait montrer les mémes

4 2z u+v
résultats que précédemment pour I =] — ¢, c| et uxv = 1L
2
c¢) pour s = 3 € [0,1], son symétrique —s = —1 ¢ [0, 1[. Donc [0, 1[ n’est pas un sous-

groupe de I car il n’est pas stable par passage au symétrique.

d) Soit z € R%. Il faut tout d’abord vérifier que H, est bien inclus dans I. Soit s € H,.

Alors il existe n € Z tel que s = i:;i Comme z > 0, 1 < 2" 4+ 1 et ainsi —2 <

2 .
—M—H<O,orona
-1 2
zn+1 "+ 1
dou —1<s<1lie sel. Ainsi, H, C I.

Montrons que H, est un sous-groupe de (I, ).

— H,, est non vide car pour n =0€ Z, 0 = iz_ﬁ € H,.

— Soit s,t € H,. Montrons que s * (—t) € H,. Il existe n,m € Z tels que s = i:;}
ett=2"Letona:

agRR]l
271 2™
_ "1z 1
S * (_t) - 1— " —1 xm—1
z™4+1 ™41

On multiplie dénominateur et numérateur par (2" + 1)(z™ + 1)

(z"=1)(z™+1) = (2™ = 1)(z™ + 1)
@+ D@+ )~ @ -~ DE 1)

_ 2z" —2z™
~ 2xn 4 2g™m
On factorise puis simplifie par 22™ # 0
n—m _ ]
= QciengcarnmeZ
o™+ 1



Il en résulte que H, est un sous-groupe de (I, *). On peut également montrer grice au

2.z a 2 1
calcul précédent que le sous-groupe H, est monogéne et engendré par %—&-1

3. Soit s € I \ {0}.

a)

On montre le résultat par récurrence sur N.
— Initialisation :on a sl% =0 = % = 2—3. Donc la propriété est vraie au rang n = 0.

— Hérédité : Soit n € N. On suppose que sl = z—". Alors, on a :
P L R )
On applique 'hypothése de récurrence

Pn
Qn+8

1482
n

On multiplie numérateur et dénominateur par ¢,

Dn + 8qn _ Pn+41
Qn + SPn dn+1

Ce qui acheve le raisonnement par récurrence.
Soit n € N. On a sq, = pp4+1 — pn donc :
$qn+1 = 5°Dn + 500 = 5°Pn + Pny1 — Pn = Pn1 — (1 — 5°)pn,
et ainsi,
Prt+2 = Pnt1 + 8Gn+1 = Pnt1 + Pnr1 — (1 — 52)pn =2ppy1 — (1 - Sz)pw

L’expression précédente nous donne la suite (p,)nen sous forme de suite récurrente
double. Son équation caractéristique est 72 — 2r + (1 — s?) = 0 qui posséde deux
racines réelles distinctes (car s # 0) : rx = 1 £ s. Ainsi, 'expression explicite de la
suite est, pour n € N,

pn=A1—-35)"+B(l+s)" ou A,BeR.

Oronapyg=0et pi =py+ sqg = s donc A = —% et B = % Par suite, pour tout
n €N,
A+s)" -1 —9"

Pn = 9 )
puis,
_ Pnt+1 = Pn (1+8)n+(1 _S)n
G = =
S 2
Soit n € N. Il en résulte de la question précédente que
sl _ P _ (I+s)"=(1—s)"
m (A+s)"+(1—s)"
ou encore, pour r = %f;,

n
g T =1
" +1
relation toujours vérifiée si s = 0 (car dans ce cas x = 1).

On remarque également que cette relation est ausst vérifiée pour tout n € Z en utilisant
la question 2.d)



4. Soit z € R. Alors on a, en posant a = ¢?* > 0, th(z) = Zi—;% € H, C I d’apres la question

2.d). Par suite, th est bien une application de R dans I.
Pour z,y € R, on a :

ezx—l + ezy—l
2T 41 02y +1
th(z) x th(y) = = —22171?62;;1

1+ 2741 e2v+1
On multiplie dénominateur et numérateur par (e** + 1)(e?¥ + 1)

(% = 1) +1) + (e — (e +1)
(@ F (1) + (2 — (e — 1)

2 ety
- 5 x e2(z+y) +1
th(z) x th(y) = th(x+y)

Donc th est un morphisme de groupe de (R, +) dans (I, ).

De plus, th est continue, strictement croissante sur R et d’image I donc elle est bijective de
R dans I (charge au lecteur de montrer tout cela).

Il en résulte que th est un isomorphisme de groupes.

. Comme th est un morphisme, on a, pour tout n € Net x € R :

th(ne) = th(z) % ... * th(z) = (th(z)) = 8 ﬁigiiz - 8 = EE%;:

n termes

Par suite, en utilisant la formule du bindéme de Newton et en simplifiant par 2, on trouve :

ZL(n 1)/2] (zlﬁrl)th(x)%ﬂ

e = i (33 thiz)>
o th(2z) = Zat
e th(3z) = W‘W%
o th(4z) = %;
o th(sz) = Bk 00

Probléme 2.

Soit o un complexe. On note Z[a] = {a + ba | (a,b) € Z?}.

1. Montrer que Z[«] est un sous-anneau de C si, et seulement si, « est racine d’un polyndéme
unitaire de degré égal a 2 et a coefficients dans Z.

Dans la suite, on considére un entier naturel n qui n’est pas le carré d’un entier.

2. Déduire de la question précédente que Z[/n] est un anneau. Est-il intégre ?



. Montrer que 'application ¢ : Z? — Z[/n] définie par :

¢ (a,b) = a+by/n,
est bijective.

. Pour = a + by/n € Z[y/n] on note & = a — by/n.

Montrer que lapplication f : Z[\/n] — Z[\/n] telle que f : z — & est un isomorphisme
d’anneaux qui vérifie de plus f2? = Id.

. Pour z € Z[\/n], on pose N(z) = xi.
Montrer que :

a) pour tout z € Z[\/n], N(z) =0< 2 =0;
b) pour tous z,y € Z[v/n], N(zy) = N(z)N(y).
. Montrer que z est inversible dans Z[\/n] si, et seulement si, |N(z)| = 1.

. Dans cette question on pose n = 7.
a) Montrer que 8 4+ 3+/7 est inversible et donner son inverse.

b) Montrer qu’il existe une infinité d’éléments inversibles dans Z[v/7].

. On revient au cas général sur n.
On note G 'ensemble des ¢léments inversibles de Z[y/n] et GT I'ensemble des éléments
inversibles positifs de Z[y/n].

a) Montrer que (G, x) est un groupe.
b) Soit z = a + by/n € G. Montrer que

x>1le(a>1letb>0).

¢) Montrer que VM > 1, GN[1, M] est fini.

d) Montrer que (G, x) est monogene.



