Mathématiques spéciales le 04 Décembre 2023

Corrigé du devoir surveillé n°5

Exercice 1. FE3A4 2021

Dans tout I'exercice, n est un entier naturel non nul.

1
Soit ¢ lapplication qui & tout polynéme P de R, [X] associe p(P) = / P(t) dt.
0

1. Démontrer que B= (1,X —1,X(X —1),..., X" }(X — 1)) est une base de R,,[X].

2. Généralités sur .
2.1. Démontrer que ¢ est une forme linéaire sur R, [X].
2.2. Déterminer Im(¢) et la dimension du noyau de ¢.

3. On considére alors I'application ¥ qui & tout polyndme P de R, [X] associe le polynome
Q tel que :

VzreR, Qz)= /O " Pyt

3.1. Justifier que I'application 1 est linéaire.
3.2. Démontrer que Im(¢)) = Vect(X, X2,..., X" 1),
3.3. Démontrer que : P € Ker(y) < ¢(P) € Vect(X (X —1),..., X™"(X - 1)).
3.4. Donner alors une base de Ker(y).
4. On note H = L(R,[X],R).
4.1. Donner la dimension de H.

4.2. Pour k € [0,n], soit 1y, la forme linéaire sur R, [X] qui & tout polynéme P de R, [X]
P®)(0)

T
Démontrer que la famille (¢, ..., %,) est une base de H.

associe

4.3. Déterminer les composantes de ¢ dans cette base.

1. On a deg(1) =0, deg(X —1) =1,...,deg(X*(X — 1)) = k + 1,deg(X" 1(X — 1)) = n.
La famille B = (1, X — 1, X(X —1),..., X" }(X — 1)) est constituée de polyndomes de
R, [X]. Cette famille de polynémes est échelonnée en degré donc est libre.

B est une famille libre de cardinal n + 1 dans R,,[X] qui est de dimension n + 1, donc c’est
une base de R, [X].

Done B = (1, X ~ 1, X(X —1),..., X" (X — 1)) est une base de R, [X].

2. Généralités sur ¢.

2.1. Pour P € R, [X], on a ¢(P) € R.
Soit (A1, A2) € R? et (P, P2) € R,[X]?. Par linéarité de l'intégrale :

1 1 1
(,0(/\1P1+>\2P2) = / (/\1P1+)\2P2)(t)dt =)\ / P (t)dt+>\2/ Pg(t)dt = )\1(,0(P1)~F>\2§0(P2).
0 0 0



2.2.

. 3.1

3.2.

3.3.

3.4.

Donc ¢ est linéaire. Ainsi ¢ € L(R,[X],R) et ‘ ¢ est une forme linéaire sur R, [X]. ‘

¢ € L(R,[X],R) donc Im(yp) est un sous-espace vectoriel de R. Puisque R est de
1

dimension 1, Im(p) est de dimension 0 ou 1. On a ¢(1) = / 1dt =1 # 0 donc ¢ est
0

non nulle, rg(p) # 0 donc rg(¢) = 1. Im(¢p) est de dimension 1 donc
Par le théoréeme du rang : dim(Ker(yp)) = dim(R,[X]) —rg(¢) = (n+1) — 1 = n.
’ dim(Ker(¢)) =n ‘ et Ker(p) est un hyperplan de R, [X].

Soit (A1, A2) € R? et (P, P2) € R,,[X]%. Par linéarité de l'intégrale :

Va € R,w()\lpl-l-)qu)({l;) = / ()\1P1+)\2P2)(t)dt = )\1/ Pl(t)dt+)\2/ Pg(t)dt = )\1()0(P1)(£L')+)\QQP(P2
0 0 0

Donc (A Py + AaPs) = A1o(Py) + Aap(Py). Ainsi

Soit k € [0,n]. On a :

T th+1 L phtl
vz € R, ¢(Xk)(x):/ tkdt:[ } .
0 0

k+1 kE+1
1
On en déduit que ¥(X*) = mX’“H. Puisque (1, X, ..., X* ... X™) est une base
de R, [X], on a :
1 1 1
I = Vect(1(1), (X)), ..., p(X*),...,9(X") = Vect|X,-X?...,—XM1 . ——x"H
() = Vect(B(L), X, o- By ) = Vet (X 5% g X

Vect (X, X2, ... XML Xty

Dou | Im(¢) = Vect (X, X?,..., X*1, . X"H).
Soit P € Ry, [X].

P € Ker(yp) p(P)=0

1
P(t)dt =0
0
U(P)(1)=0
1 est racine du polynéme 1 (P)
< (X —1) divise le polynéme ¢(P).

=
=
54
=

Montrons I’équivalence demandée.

Si (P) € Vect (X(X —1),...,X™"(X —1)), alors (X — 1) divise ¢(P) donc

P € Ker(yp).

Réciproquement, si P € Ker(y), alors (X — 1) divise ¢ (P). De plus, ¥(P)(0) =0

donc X divise ¢(P). On en déduit que X (X — 1) divise (P) avec ¥(P) € R,+1[X],

donc ¢(P) € X(X — )R, —1[X].

Ainsi ¢(P) € Vect (X(X —1),...,X"(X —1)).

Finalement, on a montré que : ’ PeKer(p) < ¢(P)eVect(X(X-1),...,.X"(X-1)). ‘
Pour 1 < k <n, on pose Ry(X) = (k+ 1)X* — kX+~1.

On remarque que deg(Rx) = k donc la famille (Rg)1<k<n est une famille de R, [X],
échelonnée en degré donc libre. De plus

Xk+1 Xk
$(Ri) = (b DY(XF) —kp(X*Y) = (bt 1) g —h T = X=X = XF (X -1,



Donc ¥(Ry) € Vect (X(X —1),...,X™(X —1)). D’aprés la question 3.3., Ry €
Ker(y).

D’apres la question 2.2.; Ker(y) est de dimension n.

(Rk)1<k<n est une famille libre de cardinal n dans Ker(y) qui est de dimension n,
donc une base de Ker(yp).

(Ri)1<k<n = ((k < 1)Xk — ka_l)lgkgn est une base de Ker(yp).

4. 41. On a dimH = dimL(R,[X],R) = dim(R,[X]) x dim(R) = (n + 1) x 1. Donc
|dim(H) =n+1.|

4.2. Pour (k,¢) € [0,n]?, calculons ¢ (X*?). On pose P(X) = X*.

(k)
Sik<t—1: P®O(X) = Ll-1)...(0—k+1)XF y(P) = Pk'(()):o
PU%'(O)
Sik=1¢: PO(X) = 0. Ye(P) = — T
. P*i(0)
Sik>¢+1: PH(X) = 0. Yp(P) = =0

Ainsi wk(Xf):(Sk,g:{ 0 :;k‘#g '

Montrons que la famille (¢ )o<r<n est libre. Soit (A\x)o<r<n € R"T! tel que Z At =

k=0
0. Soit £ € [0, n].

0= <Z Akﬂ%) Z Mok (XE) =D Mo = Ao
k=0

k=0

On a V¢ € [0,n], Ay = 0 donc la famille est libre.
La famille (¢x)o<k<n est une famille libre de cardinal n+1 dans H qui est de dimension

n + 1, donc c’est une base de H. ‘ (%o, .., %y,) est une base de H. ‘

4.3. ¢ est une forme linéaire sur R,,[X] donc ¢ € H.

Soient (Ag)o<k<n € R™! les coordonnées de ¢ dans la base (o,...,%,) de H :
©= Z)\k@/}k. Soit ¢ € [0,n].
k=0

1 n
p(X) = /0 tdt = = (Z Ak¢k> Z Mo (XE) = Mbie = Ae.
k=0

1

1
D Ve e [0 A¢ = ——. Alinsi
onc V¢ € [0,n], A insi | ¢ P

£+1

Y.

I
NE

x>~
Il

0




Exercice 2.

Soit n € N*. On note E = M, (R) Pensemble des matrices carrés a coefficients réels de taille
n X n et on consideére 'ensemble O, (R) des matrices orthogonales de F i.e.

On(R)={M € E|'MM =1,}.

Le but de cet exercice est d’étudier la compacité et la connexité par arcs de O, (R).

Partie A : Compacité

1. On munit 'espace vectoriel E de la norme || - || associée au produit scalaire canonique sur
FE c’est-a dire, pour A= (aij)lgi,jgn; B= (bij)lgi,jgn € E,

(A|B) =Tr("AB) et [|A]|l = /(A]A).
a. Soit A = (a;j)1<i,j<n € E. Montrer que :

Zzaii-

i=1 k=1

1Al =

b. Montrer que O, (R) est une partie bornée de (E, || - ||).

c. En déduire que O, (R) est une partie bornée de £ muni d’une norme quelconque.

2. Dans cette question, on cherche & montrer que O, (R) est une partie compacte de E muni
d’une norme quelconque.

a. Montrer que l'application D : F — E x E définie par :
D:Mw~— (M,M)

est continue sur F.

b. Montrer que 'application ¢ : E x F — E définie par :
¢©:(M,N)—"™MN

est une application bilinéaire continue sur £ x F.

c. En utilisant les questions 2.a et 2.b, montrer que 'application f : E — E telle que
f:Mw— MM

est une application continue sur E.
d. En déduire que O, (R) est une partie fermée de E.

3. Déduire des questions 1. et 2. que O,,(R) est une partie compacte de F (et ce pour n’importe
quelle norme sur E).

Partie B : Application de la compacité
Soit A € M, (R). On considére l'application fa : M, (R) — R définie, pour M € M, (R), par

fa(M) = Tr("MA)
1. Montrer qu'il existe My, Ng € Oy (R) telles que, pour tout M € O,(R),

fa(Mo) < fa(M) < fa(No).



2. Montrer que, pour tout M € O, (R), —n < fr, (M) < n et que ces inégalités sont optimales.
Partie C : Connexité par arcs
1. Soit M € O,(R). Quelle(s) valeur(s) peut prendre det(M)? Donner des exemples de

matrices de O, (R) pour chacune des valeurs trouvées (on prendra des exemples avec des
matrices de taille n X n avec n € N* quelconque!).

2. En déduire que O, (R) n’est pas connexe par arcs. On rappelle que Uapplication det : E — R
est continue sur E (pour n’importe quelle norme).

Partie A : Compacité
1. a. Soit A= (aij)lgi,jgn € F.Ona:

tAA = (Z akiak]) 5
k=1

1<i,j<n

donc
n n

1A)? = Te('A4) =Y > " a.

i=1 k=1

b. Pour tout M € O, (R), on a :

1Ml =/ Te(MM) = /Tr(I) =

Par suite, O, (R) est borné dans (E, | - ||).
2. a. Pour tous M, N € E et tous \,p € K, on a :
D(AM + uN) = (AM + puN,A\M + puN) = A(M, M) + u(N,N) = AD(M) + pD(N).

donc D est une application linéaire de E dans E2. Or E est un espace vectoriel normé
de dimension finie (égale & n?), donc, D étant linéaire, elle est continue (et ce pour
n’importe quelle norme).

Si on avait oublié argument précédent, on pouvait montrer que, pour tout M € FE,
on a (en notant || - | gz la norme produit sur F) :

ID(M)]|| g2 = (M, M)|| g2 = max(||M]|oo, [[M|oo) = [|M oo

Ainsi, D est une application linéaire continue sur E.

b. Pour tous A, M, N € E et tous \,u € K, on a :
©(AM + uN, A) =AM + uNA = XM A + 'NA = A\p(M, A) + pp(N, A)
et

W(A,AM + uN) — "AAM + uN) = NAM + p'AN = Ap(A, M) + pp(A, N),



donc ¢ est une application bilinéaire. Or E est un espace vectoriel normé de dimension
finie (égale & n?), donc, ¢ étant bilinéaire sur E x E, elle est continue (et ce pour
n’importe quelle norme).

Si on avait oublié I'argument précédent, on pouvait montrer que, pour tous A =
(@ij)i<ij<n, B = (bij)i<ij<n € E, ona:

lp(4,B)lls = ['AB|l

n

5 kg

k=1 1<6,5<n || o0
n

E akiby;
k=1

= max

1<i,j<n
n
< max |0 agi] b
s || o= ~— =~

<
< (kz—l ”A”OO”Boo)
le(A4,B)lloc < nllA]loollBlloo-

Donc ¢ est une application bilinéaire continue sur E2.

c. On remarque que :
f=¢oD
donc f est une application continue sur E comme composée d’applications continues.
d. On a :

On(R) = {ME E | MM:I’I’L} = {MEE | f(M) :]n} :f_l({ln})
Or f est continue sur E et {I,} est un fermé de E donc O,(R) est un fermé de F
comme image réciproque d’un fermé par une application continue.

3. E est une espace vectoriel de dimension finie égale & n? donc toutes les normes sont équiva-
lentes sur E. Ainsi, d’apres la questions 1.b., O, (R) est bornée dans E pour toute norme et
d’apres la question 2.d, O, (R) est fermé dans E pour toute norme. De plus, en dimension
finie les fermés bornés sont compacts, donc il en résulte que O,,(R) est une partie compacte
de E.

Partie C : Connexité par arcs

1. Soit M € O, (R). On a, pour tout A, B € E, det(‘A) = det(A) et det(AB) = det(A)det(B),
donc, on obtient :

det(M)? = det("M)det(M) = det('M M) = det(I,,) = 1.
Ainsi, det(M) € {£1}.

De plus, on det(I,) =1 et ‘ -1 O1p-1

= —1 et ces deux matrices sont orthogonales.
Op—1,1  Tn—1

2. D’apres la question précédente, det(O,(R)) = {—1,1}. Or 'image directe d’une partie
connexe par arcs par une application continue est connexe par arcs, donc, comme det est
continue sur F et {—1,1} n’est pas connexe par arcs, O, (R) n’est as connexe par arcs.



Probléme 1. E3A 2006

Notations

Soit a,b € R avec a < 0 < b. On note I = [a,b].
CP(I) désigne I'espace vectoriel réel des fonctions continues de I dans R ; C*(I) Pespace vectoriel
réel des fonctions de classe C! de I et on note, pour f € CO(I) :

11l = suplf@)] £l = / Pt et || f]l> = / () 2dt.

Partie I

1. Soit f dans C°(I) et ¢ un réel strictement positif. On considere I’équation différentielle :
(B) ¥ +ey=f

Résoudre 1’équation différentielle homogene associée a (F) puis vérifier que la fonction
notée (f), dérivable sur I, définie par :

Ve () = e [ " et (),

0
est solution de (E) et que ¢(f)(0) = 0.
On admettra que @(f) est Vunique solution de (E) qui s’annule en 0.

2. Exprimer (p(f))’ en fonction de f et ¢(f) et démontrer que ¢(f) est de classe C*! sur I.

3. Calculer ¢(f) pour :

a. f:tr e .

b. f:t— K ou K est un réel.

c. f:twt on pourra penser a effectuer une intégration par parties.
4. Prouver que I'application ¢ : f — o(f) est linéaire sur C°(I).

Partie 11

1. Démontrer qu’il existe des réels positifs M; et My tels que :
Ve COD), |1 fllh < Ml fll2 < Mz flloo-
2. Démontrer qu’il existe un réel positif My tel que :

Vf e CoD), le(f)lleo < Mollflloc-

3. Démontrer qu’il existe un réel A positif tel que :

vf e CoI),Yx € I, |o(f)(@)] < Allf]s-
4. Démontrer qu’il existe un réel B positif tel que :

Vf e CUI)Va € I, |p(f) ()] < BlIfll2.

En déduire :

3K € RY,Vf € C°UD), lo(f)ll2 < K| £]l2.

5. L’application ¢ de C°([a, b]) dans lui-méme est-elle continue
a. lorsque C°([a,b]) est muni de la norme || - [|oo ?

([a,
(

b. lorsque C°([a,b
[a,b]) est muni de la norme || - || ?

]) est muni de la norme || - [|; ?
c. lorsque C°



/ _
. Le probleme de Cauchy { yy_é_Oiy—_Of , associé a une équation différentielle linéaire scalaire

d’ordre 1 résolue en ¢/, & coefficients continus sur I, admet une solution unique sur I qu’on
peut calculer, par exemple, par la méthode de variation de la constante.

On peut aussi remarquer que g :  — @(f)(x).e“* est dérivable sur I et que
Vz eI, g'(z) = e (cp(f)(z) + o(f) (z) = e f(z).

Comme ¢g(0) =0: Ve eI, g(x) = / e f(t) dt; ce qui montre la formule annoncée.
0

. o(f) = f —cp(f) est continue, donc ¢(f) est de classe C* sur I.
La linéarité découle de la formule du I1 et de la linéarité de 'intégrale. On peut aussi la
démontrer a ’aide du principe de superposition.

(a) On a, pour tout x € I :

(b) On a, pour tout = € I :
@ = [ Kottt ==L = E )
0 ¢

(¢) On a, pour tout x € T :

o(f)(z) =e™* /Or tetdt = e_“(xﬁ — i(ec‘” —1)) = 1(3; e n le—cz)

c c? c c c

N——
=<l J5 <t

c @

. Par linéarité de l'intégrale, f est linéaire sur C°.

Partie II

1. Vuen cours : Vf € CO(D), ||fllx £ Vb —allfll2 et [fllz < Vb —alflloo-

. Soit x € I.

> —CT * C 1 —CT
et < e [ el @ < e [Tt Sl = 1= e <

N

max(|1 — e |, |1 — e~
{ L e
max(|1 — e~ |1 — e~
Done ()l < 22U L= 0y gy
e < e / CUfR)] dt < e /[ O] de < e /[ REOIEE

O f 1.

Par intégration, on en déduit que [Jo(f)[1 < (b — ).~ || f|1.

. En combinant les questions II 1 et 4, on obtient |o(f)(z)| < Vb — a e~ || f||2.

On en déduit que [|[o(f)]l2 < Vb — a.v/b—a e“C=D| f|o.

. Comme ¢ est une application linéaire, les inégalités établies aux questions 2, 3 et 4 assurent

que Papplication ¢ de C°([a,b]) dans lui-méme est continue lorsque C°([a, b]) est muni de
la norme || - ||oo, de la norme || - ||; ou de la norme || - ||2.



