Mathématiques spéciales le 08 Janvier 2024

Corrigé du devoir surveillé n°6

1. Exercice pour tous

Exercice 1. CCinP 201/

Soit m un entier supérieur a 2 et E un espace vectoriel sur R de dimension n. On appelle
projecteur de E, tout endomorphisme p de E vérifiant pop = p.
I1.1. Soit p un projecteur de E.

II.1.a Démontrer que les sous-espaces vectoriels Ker(p) et Im(p) sont supplémentaires
dans F.

I1.1.b En déduire que la trace de p (notée Tr(p)) est égale au rang de p (noté rg(p)).

II.1.c Un endomorphisme u de E vérifiant Tr(u) = rg(u) est-il nécessairement un projec-
teur de £/'?

I1.2. Donner un exemple de deux matrices A et B de M3(R) de rang 1 telles que A soit
diagonalisable et B ne soit pas diagonalisable. Justifier la réponse.

I1.3. Soit u un endomorphisme de E de rang 1.

I1.3.a Démontrer qu’il existe une base B = (e, - - ,e,) de E telle que la matrice Matg(u)
de u dans B soit de la forme :

0 --- 0 a
0 -+ 0 ay

Matg(u) = | . R € M,(R) ouay,- - ,a, sont n nombres réels.
0 --- 0 a,

I1.3.b Démontrer que u est diagonalisable si, et seulement si, la trace de u est non nulle.

I1.3.c On suppose que Tr(u) = rg(u) = 1. Démontrer que u est un projecteur.

11 -1
I1.3.d Soit la matrice A= | 1 1 —1 | € M3(R). Démontrer que A est la matrice
1 1 -1

d'un projecteur de R? dont on déterminera I'image et le noyau.

I1.1.
II.1.a Soit € E. Alors on a © = x — p(z) + p(z) . En effet, il est clair que p(z) € Im(p)
—_———

€Ker(p) €Im(p)
et

donc z — p(z) € Ker(p).
Par suite, on a F = Ker(p) + Im(p).

De plus, pour z € Ker(p) NIm(p), on a, pour y un antécédent de = par p (y existe car



11.2.

I1.3.

z € Im(p)) :
z = p(y) = *(y) = p(p(y)) = p(z) = Op.
Par suite, Ker(p) N Im(p) = {OE} donc Ker(p) et Im(p) sont en somme directe.

Il en résulte que Ker(p) et Im(p) sont supplémentaires dans E.

On aurait pu également utiliser le lemme de décomposition des noyaux en remarquant que X (X — 1)

est un polynome annulateur de p et que Ker(p — Idg) = Im(p).

I1.1.b Notons (ey,...,e,) une base de Im(p), ou r = rg(p) et (er41,...,e,) une base de

Ker(p).
Alors e = (e1,...,€e,) est une base de E et d’apres le lemme, la matrice de p dans la
) I _ X »
base e se décompose par blocs selon mat(p, e) = " Or,n—r , ou 0, , désigne
Onfr,r Or,r

la matrice nulle & p lignes et g colonnes.
Ainsi Tr(p) = Tr(mat(p,e)) = r = rg(p).
I1.1.c Prenons f une base de E et considérons ’endomorphisme u de E défini par :
3 0 0
mat(u, f) = M = 0 -1 22 (on a bien n > 2).
0p—2,2 ‘ 0p—2,n—2
Alors Tr(u) = 2 = rg(u), mais M? # M, donc u n’est pas un projecteur. Ainsi un
endomorphisme u de E vérifiant Tr(u) = rg(u) n’est pas nécessairement un projecteur

de E.
1 00
A= 0 0 0 | estdiagonale, donc diagonalisable, et son rang vaut 1
0 0 0
010
Posons B=| 0 0 0 |. Ainsi B est aussi de rang 1.
0 0 0

Si B était diagonalisable, comme chip = X2, B serait semblable & la matrice nulle, donc
on aurait B = 0 ce qui est faux. Ainsi B n’est pas diagonalisable.

II.3.a D’apres la formule du rang, dim(Ker(u)) = n — 1, donc il existe une base de Ker(u)
de la forme (e1,--- ,e,—1). On peut la compléter en une base 3 = (el, -+ yen) de E.

Pour tout i € {1,...,n — 1}, u(e;) = 0, donc en posant u(ey,) Zalel,

0 0 aq

0 0 as
on a bien Matg(u) = .

0 --- 0 a,

I1.3.b Supposons d’abord que Tr(u) = 0. Alors a,, = 0 et la matrice de u étant triangulaire
supérieure, chi, (X) = X", donc Sp(u) = {0}. Alors si u était diagonalisable, il existe-
rait une base dans laquelle la matrice de u serait nulle, ce qui est faux car rg(u) = 1.
Ainsi u n’est pas diagonalisable.

Supposons maintenant que Tr(u) # 0. Alors a,, # 0 et chi, (X) = X" (X —a,), donc
il existe un vecteur propre f, associé a a,. Les sous-espaces propres étant en somme
directe, on sait alors que (eq,...,e,_1, frn) est une base de vecteurs propres de E, donc
u est diagonalisable.



I1.3.c Avec les notations de la question précédente, a,, =1 # 0

et mat(u, (e1,...,en—1, fn)) = = M. On a M? = M, donc u est

un projecteur.

I1.3.d Les trois colonnes de A étant 2 & 2 colinéaires et non nulles, rg(A) =1 et Im(A) =

1
Vect | 1
1
De plus Tr(A) = 1, donc d’apres la question précédente, A est une matrice de projec-
teur.
Par la formule du rang, dim(Ker(A)) = 2, or on vérifie que A annule les deux vecteurs
1 1 1 1
indépendants [ —1 | et | 0 |, donc Ker(A4) = Vect -1 1,10
0 1 0 1

2. Un probleme ET UN SEUL, AU CHOIX

CCinP

Probléme 1.

Notations pour I’ensemble du sujet :
K désigne R ou C.
On désigne, pour n entier naturel, n > 2 :

- M, (K) le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n & coefficients dans K.

- D, (R) le sous-espace vectoriel des matrices diagonales de M, (R).

PROBLEME - Théoreme de décomposition de Dunford

On admet le théoréme suivant que ’on pourra utiliser librement :

Si A est une matrice de M,,(K) telle que son polynéme caractéristique x , soit
scindé sur K, alors
il existe un unique couple (D, N) de matrices de M, (K) vérifiant les quatre pro-
priétés :
(1) A=D+ N;
(2)
(3) N est nilpotente;
(4) DN = ND.
De plus, D et N sont des polynémes en A et x4, = xp.
Le couple (D, N) s’appelle la décomposition de Dunford de A.

D est diagonalisable dans M, (K) (pas nécessairement diagonale) ;




Q2.

Q3.

Q4.

Q5.

Q6.

Q7.
Qs.

Qo.

Q1o0.

Partie I - Quelques exemples

Donner le couple de la décomposition de Dunford d’une matrice A de M, (K) lorsque A
est diagonalisable, puis lorsque la matrice A de M,,(K) est nilpotente.

Justifier qu'une matrice trigonalisable vérifie ’hypothése du théoréme, admettant ainsi
une décomposition de Dunford.

Le couple de matrices <(1 0> , <0 1)) est-il la décomposition de Dunford de la matrice

0 2 0 0
I 1y,
0 2)°

Donner un exemple d’une matrice de Ms(R) n’admettant pas de décomposition de Dunford
dans Ms(R).

Soit la matrice A= 3 -1 6

-2 0 =5
Calculer son polynéme minimal x 4, puis donner le couple (D, N) de la décomposition de
Dunford de A (on utilisera le fait que x4 = xp)-

Application
—+oo
1
Pour A € M, (K), exp(4) = Z EA’“ est I’exponentielle de la matrice A.
k=0 """

Déduire de la question précédente I’exponentielle de la matrice A définie en Q4.

On pourra utiliser sans démonstration que si M et N sont deux matrices de M, (K) qui
commutent,

exp(M + N) = (exp M)(exp N).

Soit A € M, (K) telle que A%(A — I,,) = 0.

Justifier que le polynéme X (X — 1) est annulateur de la matrice A2.

Démontrer que le couple (D, N) de la décomposition de Dunford de la matrice A est donné
par :

D=A%2et N =A— A%

Partie II - Un exemple par deux méthodes

3 -1 1
Soit la matrice A=(2 0 1
1 -1 2

On note u ’'endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice A.

On notera Id 'application identité de R3.

La matrice A est-elle diagonalisable dans M3(R) ?

Démontrer qu’on a la somme directe : R? = Ker(u — Id) @ Ker(u — 21d)2.

Déterminer une base (e, ez, e3) de R3 telle que :

Ker(u —Id) = Vect{e; }, Ker(u — 2Id) = Vect{es}, Ker(u — 2Id)? = Vect{ez, e3}.

Ecrire la matrice B de u dans la base (e1, 2, e3) de R3.

Déterminer le couple de la décomposition de Dunford de la matrice B et en déduire le

couple (on calculera ces matrices) de la décomposition de Dunford de la matrice A.
1

(X —1)(X —2)?

Décomposer en éléments simples la fraction et en déduire deux polynoémes
U et V tels que :

(X = D)U(X) + (X —2)*V(X) =1 avec deg(U) < 2 et deg(V) < 1.



Q11.

Q12.

Q13.

Q14.

Q15.

Q16.
Q17.

Q18.

Q19.
Q20.

On pose les endomorphismes : p =V (u) o (u — 2Id)? et ¢ = U(u) o (u — Id).

Calculer p(z) + q(x) pour tout = vecteur de R3.

Démontrer que p est le projecteur sur Ker(u — Id) parallélement & Ker(u — 2Id)? et q est
le projecteur sur Ker(u — 2Id)? parallelement & Ker(u — Id).

On pose d = p + 2q. Ecrire la matrice de d dans la base (e, e2, e3) de R? (de la question
Q8).

Déterminer le couple de la décomposition de Dunford de la matrice A en exprimant D et
N comme polyndémes de la matrice A (sous forme développée).

Partie III - Une preuve de 'unicité de la décomposition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.

Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. On note
A1, A2,...,Ap les valeurs propres de u et pour tout 1 < ¢ < p, Ej,(u) le sous-espace
propre de u associé a la valeur propre ;.

Démontrer que tout sous-espace propre de u est stable par v.

En déduire qu’il existe une base commune de diagonalisation pour u et v.

Pour tout 1 < ¢ < p, on pourra noter v; I’endomorphisme induit par v sur Ey, (u).

Soient A et B deux matrices diagonalisables de M, (K) qui commutent. Démontrer que la
matrice A — B est diagonalisable.

Soient A et B deux matrices nilpotentes de M, (K) qui commutent, démontrer que la
matrice A — B est nilpotente.

Déterminer les matrices de M, (K) qui sont & la fois diagonalisables et nilpotentes.

Dans cette question, on admet, pour toute matrice carrée A de M, (K) & polynéme carac-
téristique scindé, existence d’un couple (D, N) vérifiant les conditions (1), (2), (3), (4) et
tel que D et N soient des polynomes en A.

Etablir 'unicité du couple (D, N) dans la décomposition de Dunford.

Partie IV - Non continuité de ’application A — D

On note D 'ensemble des matrices de M, (C) qui sont diagonalisables.

D est-il un espace vectoriel ?

Si P est une matrice inversible de M, (C), justifier que 'application de M,,(C) vers M, (C),
M +— PMP~! est continue.

Démontrer que D est dense dans M, (C).

Si (D, N) est le couple de la décomposition de Dunford d’une matrice A, on note ¢ l'ap-
plication de M,,(C) dans D qui a la matrice A associe la matrice D.

Justifier que ¢ est I’application identité sur D et en déduire que 'application ¢ n’est pas
continue.

Q1. PROBLEME - Théoréme de décomposition de Dunford



Partie I - Quelques exemples

Q2. Soit A € M, (K).

. ’ Si A est diagonalisable, (D, N) = (A4,0) ‘ est la décomposition de Dunford de A .
En effet, D = A est diagonalisable, N = 0 est nilpotente, DN = ND = 0et A =
A+0=D+N.

. ’ Si A est nilpotente, (D, N) = (0, A) ‘ est la décomposition de Dunford de A .
En effet, D = 0 est diagonalisable, N = A est nilpotente, DN = ND = 0et A =
0+A=D+N.

o Soit A une matrice trigonalisable dans M, (K). Alors il existe P € GL, (K) inversible
et T € M, (K) triangulaire supérieure, telles que P~*AP = T'. Les matrices A et T
sont semblables donc ont méme polynoéme caractéristique : x 4, = xp-

Notons (A1,...,A,) € K" les coefficients diagonaux de la matrice T'.
n

Puisque T est triangulaire, x,(X) = H(X — \i) est scindé sur K. Donc x 4 = xp est
i=1

scindé sur K.

’ Une matrice trigonalisable dans M, (K) vérifie ’hypothése du théoreme ‘ donc admet

une décomposition de Dunford.

(1 1\ ., (10 , (01
. PosonsA—(O 2>’D_(O 2) etN—(O 0).

D’ est diagonalisable (car diagonale), N’ est nilpotente (car (N')? =0), A= D'+ N/,
cependant D’ et N’ ne commutent pas :

ov =5 6 8- )#ve-0 )6 -6 )

1 0 0 1 .- , - 1 1
Non, <<O 2) , <0 0)) n’est pas la décomposition de Dunford de <O 2) car

1 1
0 2
possede deux valeurs propres distinctes 1 et 2, donc est diagonalisable dans Ms(R),
donc (D, N) = (A, 0) est la décomposition de Dunford de A.

0 1
-1 0

€ My(R)

ces deux matrices ne commutent pas. De plus, la matrice A =

Q3. Soit la matrice A = ( ) € M>(R). Son polynéme caractéristique y ,(X) = X2 + 1

n’est pas scindé sur R.

Supposons par absurde que A admet une décomposition de Dunford (D, N). D’apres le

théoréme, on a de plus x4 = Xp-

Puisque D est diagonalisable, D est semblable a une matrice diagonale (?)1 ;\) ) avec
2

(A1,A2) € R2. Son polynéme caractéristique vaut y 4(X) = xp(X) = (X — A\)(X — A\2).
Donc x 4 est scindé sur R, ce qui est absurde.

La matrice A = (_01 (1)) € M>(R) n’admet pas de décomposition de Dunford dans Ms(R).
3 0 8
Q4. Soit A= 3 -1 6 | € M3(R). Calculons son polynéme caractéristique, en dévelop-
-2 0 =5



pant par rapport a la deuxieme colonne :

X-3 0 -8 s s
Xa(X)=det(XIs—A) = -3 X4+1 -6 = (X+1) 9 X 45
2 0 X+5

= (X+1)(X%2+2X+1) = (X +1)3.

Ainsi | x4(X) = (X — 1)%.|

X 4 est scindé sur R donc d’apres le théoreme de ’énoncé, A admet une décomposition de
Dunford. Soit (D, N) le couple de sa décomposition de Dunford.

D est diagonalisable et xp(X) = x4 (X) = (X +1)3 donc Sp(D) = {—1}. D est semblable
a la matrice diagonale avec des —1 sur sa diagonale, donc D est semblable a —I5.

Ainsi 3P € GL3(R), P~'DP = —I5, doa D = P(—I35)P~! = —I3. On a , d’oit

4 0 8
N=A-D=A+L=(3 0 6
—2 0 —4

On vérifie que (D, N) est la décomposition de Dunford de A (sur K=R ou C) :
e (1) A=D+N.
e (2) D = —I5 est diagonale donc diagonalisable.

e (3) Par le théoréeme de Cayley-Hamilton, A) =0=(A+I3)% = N3 donc N est bien
yley XA
nilpotente. De plus :

W~
o
[0
W
o
o0

N*=[3 0 6 3

|
[N}
=S
|
.
|
[N}
o O
=
N
Il
o

Donc N est nilpotente d’indice 2.
e (4) D = —I3 est scalaire donc commute avec N : DN = ND = —N.

4 0 8 3 0 8
Ainsi| | D=-I3;N=| 3 0 6 est la décomposition de Dunfordde A= 3 -1 6
-2 0 —4 -2 0 =5

Q5. On a montré que A =D + N ou (D, N) est la décomposition de Dunford de A.
o Puisque D et N commutent, exp(A) = exp(D + N) = exp(D) exp(N).

e D= —1I3doncVk € N, D¥ = (—1)*I3. On reconnait le développement en série entiére
de expen —1 :

Lo (RS :
exp(D) = Z ED = o Is =e ' Is.
k=0 k=0
 Puisque N est nilpotente d’indice 2, on a Vk > 2, N¥ = 0 et exp(N) est une somme
finie :
+oo 4 1 1 5 0 8
_ k_ k _ _
exp(N)—ZHN _ZHN =I,+N=|(3 1 6
k=0 k=0 -2 0 -3



e On conclut que

5 0 8
exp(A) =exp(D)exp(N)=e ' [ 3 1 6
-2 0 -3

Q6. Soit A € M, (K) telle que A%(A — I,,) = 0.
Posons P(X) = X(X —1). P(A4%) = A%2(A2 - 1,) = A2(A-I1,)(A+1,) =0(A+1,) =0.

Donc ‘ le polynéme X (X — 1) annule la matrice A2

Le polynome X (X — 1) est scindé & racines simples sur K et annule A2, donc
‘ A? est diagonalisable dans M,, (K). ‘

Posons D = A% et N = A — A2. Vérifions que (D, N) est la décomposition de Dunford de
A

(1) A= D + N par construction.
e (2) D = A? est diagonalisable.
(

3) N2=(A—-A%)2=A%(1,— A)? = A?(A-1,)(A-1I,)=0car A2(A-1,) =0.
N2 =0 donc N est nilpotente.
e (4) D et N sont des polynomes en A donc commutent : DN = ND = A% — A%,

Donc ‘ (D = A%, N = A — A?) est la décomposition de Dunford de la matrice A. ‘

Partie II - Un exemple par deux méthodes

3 -1 1
Q7. Soit A = (2 0 1| € M3(R). Calculons son polynoéme caractéristique. On effectue
1 -1 2
CQ — CQ P 03.
X-3 1 -1 X -3 0 -1
XA(X)=det(XI3—A) = | -2 X -1 = | -2 Xx-1 -1
—1 1 X-2 -1 X—-1 X-2
X-3 0 -1
- (X-1) -2 1 -1 | = (X—1)((X—3)(X—1)+1)
—1 1 X-2
= (X -1)(X2%2-4X +4) = (X -1)(X —2)2

Ainsi ‘XA(X) =(X-1)(X - 2)2.‘ Donc Sp(A) = {1,2}. On a dim(Ker(A — I5)) = 1.
Calculons dim(Ker(A — 213)).

1 -1 1
A-2I;=|2 -2 1
1 -1 0

La matrice (A — 313) est de rang 2. Par le théoréme du rang, dim(Ker(4 — 313)) =1 < 2.
La dimension du sous-espace propre associé a 2 est strictement inférieure a la multiplicité

de 2 en tant que valeur propre dans x 4, donc ‘ A n’est pas diagonalisable dans M3(R). ‘

Soit u I’endomorphisme de R? canoniquement associé a A. Par le théoréme de Cayley-
Hamilton, ¥, annule u, or x,(X) = (X — 1)(X — 2)2. Les polynémes (X — 1) et (X — 2)?



sont premiers entre eux.

Par le lemme de décomposition des noyaux, ‘ R? = Ker(x, (u)) = Ker(u — Id) @ Ker(u — 2Id)>.

Q8. Calculons les noyaux des endomorphismes demandés.

2 -1 1 0
A-I3 = [2 -1 1 Ker(A—1I3) = Vect|1
1 -1 1 1
1 -1 1 1
A—2I; = [2 —2 1 Ker(A—2I;) = Vect |1
1 -1 0 0
0 0 0 1 0
(A-2;2 = [-1 1 0|. Ker(A-2I)? = Vect|[1],[0
-1 1 0 0 1
Posons alors
0 1 0 010
€1 = 1 , €0 = 1 , €3 = 0 5 P = 1 1 0
1 0 1 1 01
P est la matrice de la famille (eq, ez, e3) dans la base canonique. Or det(P) = —1 # 0

donc la famille(eq, eq, e3) est libre
P € GL3(R) est alors la matrice de

et de cardinal 3 = dim(IR?), donc c’est une base de R3.
passage de la base canonique de R3 & la base (eq, 2, €3).

De plus | Ker(u — Id) = Vect(ey), Ker(u — 2Id) = Vect(ey), Ker(u — 2Id)? = Vect(ez, e3). ‘

Par construction, on a u(e1) = e1 et u(ez) = 2e5. De plus

0 1
u(eg) =Aes=A|[0] = | 1] =ea+ 2es.
1 2
Ecrivons la matrice de u dans la base (e, ez, e3) de R3 :
1 00
B = Mat(c, cyeq)(u) =0 2 1
0 0 2
Q9. ¢ Puisque A et B représentent la matrice du méme endomorphisme u dans la base

canonique et dans la base 3, on a la formule de changement de base P~'!AP = B i.e.
A = PBP~!. De plus on obtient I'inverse de P en remarquant que :

1 0 0 -1 1 0
0] =—e1+ex+e3, | 1| =€ —e3, | 0] =es. Pl = 1 0 0
0 0 1 1 -1 1
e Montrons que :
1 00 0 0 O 1 00
Di=(0 2 0)],Ny=1|0 0 1 est la décomposition de Dunford de B= [0 2 1
0 0 2 0 0 O 0 0 2

En effet : B = Dy + Ny; Dy

est diagonale donc diagonalisable; N2 = 0 donc Nj est

nilpotente ; D; et Ny commutent car D1 Ny, = N1 D = 2N;.




e On pose ‘ D=PDPlet N=PN,P L ‘ Alors (D, N) est la décomposition de Dun-
ford de A :

x (1) A=PBP~'=P(D;+ N)P~' =PD,P~' + PN\P"' =D+ N.

* (2) D PD; P! est semblable & la matrice diagonale D; donc D est diagonalisable.
x (3) N2 = (PN, P71)?2 = PN?P~! =0 donc N est nilpotente.

* (4)

D et N commutent car D; et N7 commutent :

DN = (PD;P~Y)(PN,P~') = P(D,N,)P~* = P(N,D;)P~! = (PN, P~*)(PD,P™') =

Donc (D, N) est la décomposition de Dunford de A. Calculons ces matrices :

0 1 0 1 0 0 -1 1 0 2 0 0
D=prPD;P =11 0|0 2 0 1 0 0o]=[|1 1 0
1 0 1 0 0 2 1 -1 1 1 -1 2
Puis :
0 1 0 0 0 O -1 1 0 1 -1 1
N=PN,P'=(1 1 0|0 0 1 1 0 0]=[1 -1 1
1 0 1 0 0 O 1 -1 1 0O 0 O
2 0 0 -1 1
Finalement D=1 1 0],N= 1 1 est la décomposition de Dunford de A.
1 -1 2 0
n décompose la fraction en éléments simples. ex1ste a c) € tels que
Q10. On dé P la f 1 ples. 11 ,b,¢) R? tel q
1 __@ bX+c¢  (a+b)X?+(c—b—4a)X +4a—c
(X-1)(X-22 X-1 (X-2)2 (X —1)(X —2)2 '

Par identification des coefficients,

at+b = 0. a = 1.
c—b—4a = 0. & b = -1
4a—c = 1. c = 3.
Donc
1 1 —X+3

X-D(X-2° X—-1 (X-2°2

On en déduit par multiplication par (X —1)(X —2)2: 1= (X—-2)2+ (=X +3)(X —1).
Posons ‘U(X):—X-l—?), V(X)zl.‘ On a deg(U) =1 < 2, deg(V) = 0 < 1 et
|(X - 1)U + (X -2?V(X)=1]

Ql11l. « Onposep="V(u)o (u—2Id)% et ¢ =U(u)o (u—1d).

On a obtenu a la question Q10 la relation U(X)(X — 1) + V(X)(X —2)? = 1. On
évalue cette égalité en 'endomorphisme w :

p+q=U(u) o (u—1Id)+ V(u)o (u—2Id)? = 1(u) = Id.

10



o Posons F' = Ker(u — Id) et G = Ker(u — 21d)?.
)

Soit x € F. Alors (u — Id)(x) = 0, donc :

x
x

Q

(
p(

Donc‘Vx eF plx)==x q(z)=0
Soit z € G. Alors (u —1Id)?(z) = 0, donc :

p(z) =
)

Donc‘V:c € G, p(x) =0, q(z) == ‘

) = o ) =0.
) = p(x)+q(z) =Td(z) = 2.

V(u)o .
= p(z)+q(z) =1d(z) = .

Puisque £ = F & G, tout x € E s’écrit de maniére unique x = zp + g avec rp € F

et zg € G. On obtient :

p(x) = plzr)+plzg) = zrp+0=2zp.
q(x) = q(zr)+4q(zy) = 0+z6 =10

On a montré que | p est le projecteur sur F = Ker(u — Id) parallelement & G = Ker(u — 21d)? ‘

et | ¢ est le projecteur sur G = Ker(u — 2Id)? parallélement & F = Ker(u — Id).

Q12. On pose d = p + 2q.
Puisque e; € Ker(u —1Id), on a p(ey) = e; et g(e;) = 0. D’ou d(e1) = p(er) + 2q(e1) = ey.
Puisque e3 € Ker(u—2Id)?, on a p(ez) = 0 et g(e2) = ea. D’olt d(ea) = p(ea) +2q(e2) = 2e,.
De méme, es € Ker(u — 2Id)? donc d(e3) = 2e3.

On obtient la matrice de d dans la base (eg, es,e3) de R? :

d(el) = e€. 1
d(ea) = 2es. = |Mat(e, eye5)(d) = | 0
d(eg) S 263. 0

o N O

0
0
2

(On retrouve la matrice D; de la décomposition de Dunford de B.) Or

b
q

d

= V(u)o(u—21d)? = (X —2)%(u)
= U(u)o(u—1d) (=X +3)(X —1))(u)

— p+2g = ((X274X+4)+2(7X2+4X73)>(u)

(X2 —4X +4)(u)

(X2 +4X -3
(X% +4X -2

Donc d = (—X? +4X — 2)(u) et D = (—X? +4X — 2)(A) = —A% 4+ 44 — 2]. Enfin

N:

A—D=A%_—3A+2I

Donc ‘ (D= —A?4+4A -2, N = A?> — 3A + 2I) est la décomposition de Dunford de A.
Effectuons les calculs :

3 -1 1

A= [2 0 1 D = —A%24+4A-2]
1 -1 2
8 —4 4

A2 = |7 -3 4 N = A2-3A+2I
3 -3 4

On retrouve le méme résultat qu’a la question Q9.
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Q13.

Ql4.

Q15.

Partie III - Une preuve de 'unicité de la décomposition

e Soient u et v deux endomorphismes de E qui commutent.
Soit A € Sp(u) une valeur propre de u et Ey(u) le sous-espace propre associé. Soit
x € Ex(u). Alors u(xz) = Az. Puisque u et v commutent :

u(v(z)) = v(u(x)) = v(Az) = dv(x).

D’ou v(z) € Ex(u). On a montré que Vo € Ex(u),v(z) € Ex(u). Donc E)(u) est stable
par v.
’ Tout sous-espace propre de u est stable par v. ‘

e Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de £ qui commutent.

On note Sp(u) = {A1,...,Ap} les valeurs propres de u deux & deux distinctes.
Pour i € [|1, p|], Ex,(u) est stable par v. Notons v; Pendomorphisme induit par v sur
E,\i (u)

Puisque v est diagonalisable, il existe un polynéme P scindé a racines simples qui
annule v, alors P annule également v; donc v; est diagonalisable. Soit B; une base de
E, (u) formée de vecteurs propres de v;, alors ce sont des vecteurs propres de v. De
plus B; est aussi formée de vecteurs propres de u car Vz € Ej, (u), u(z) = \jz.
Puisque u est diagonalisable, E se décompose en somme directe des sous-espaces
propres de u :

B; est une base de Ey, (u) donc B = By U...UB, est une base de E, formée de vecteurs
propres de u et de v.
’Il existe une base B commune de diagonalisation de u et v. ‘

Soient A et B deux matrices diagonalisables de M, (K) qui commutent.

D’apres la question Q13, il existe une base commune B de diagonalisation pour les
endomorphismes associés. Donc il existe une matrice inversible P € GL,(K), qui est la
matrice de passage de la base canonique de K" & la base B, telle que P~'AP = D; et
P~!BP = D, soient deux matrices diagonales.

Alors P~Y(A — B)P = P7'AP — P"'BP = D; — D, est diagonale, donc A — B est
diagonalisable.

‘ Si A et B sont deux matrices diagonalisables de M,,(K) qui commutent, alors A — B est diagonalisable.

Soient A et B deux matrices nilpotentes de M, (K) qui commutent.

On suppose que A est nilpotente d’indice p et que B est nilpotente d’indice g. On a AP =0
et BY = 0.

Puisque A et B commutent, on peut appliquer la formule du bindome de Newton :

-1 PE (g1 k 1k 1k
(A— B)p+q _ Z . A (_1)p+q Brta )
k=0

Si k > p, alors Ak =0.
Sinon,ona k<p—1,doncp+q—1—£k>q, dou BPTi-1-k = .

On en déduit que tous les termes de la somme sont nuls, donc ‘ (A-BPtil =0|et A-B

est nilpotente, d’indice de nilpotence inférieur ou égal a p + ¢ — 1.

Si A et B sont deux matrices nilpotentes de M, (K) qui commutent, alors A — B est nilpotente.
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Q16. Soit A € M, (K) a la fois diagonalisable et nilpotente.
Puisque A est nilpotente, 0 est la seule valeur propre de A. Puisque A est diagonalisable
avec Sp(A) = {0}, A est semblable & la matrice diagonale D € M, (C) comprenant des 0
sur la diagonale. Donc D = 0 et A est semblable donc égale a la matrice nulle. Ainsi A = 0.
Réciproquement, la matrice nulle est diagonalisable et nilpotente.

‘ La seule matrice de M, (K) a la fois diagonalisable et nilpotente est la matrice nulle.

Q17. Soit A € M, (K). On admet l'existence de la décomposition de Dunford. Montrons 'unicité.
o Soient (D, N) et (D', N’) deux couples qui conviennent. A =D + N = D’ + N’| avec
D, D’ diagonalisables, N, N’ nilpotentes, DN = ND, D'N’ = N'D’. De plus D et N

sont des polynomes en A.

e D' commute avec N’, donc avec A = D’ + N’. Alors D’ commute avec tout polyndme
en A, donc D’ commute avec D.

e De méme, N’ commute avec D’, donc avec A = D'+ N’. Alors N’ commute avec tout
polynéme en A, donc N’ commute avec N.

e OnaD—-D'=N'—N.

e D et D' sont diagonalisables et commutent. D’aprés la question Q14, D — D’ est
diagonalisable.

e N et N/ sont nilpotents et commutent. D’aprées la question Q15, N/ — N est nilpotente.

e D—D'=N'— N est ala fois diagonalisable et nilpotente. D’apres la question Q16,
cette matrice est la matrice nulle.

e On en déduit que D — D' =N'— N =0,dou D=D"et N=N".
Il y a unicité du couple (D, N) dans la décomposition de Dunford. ‘

Partie IV - Non continuité de ’application A — D

Q18. « Soit D l’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C). On considére les matrices
suivantes A et B de M, (C) :

-1 1 0 0 0 1 0 0

0 0 ... ... 0 0 0 0
A = Diag(1,0,...,0), B=| . |, c=4+B=

0 ... ... ... 0 0 ... ... ... 0

La matrice A est diagonale donc diagonalisable.

On a xp(X) = (X +1)X" 1, Sp(B) = {0,—1}, dim(Ker(B + I,,)) = 1. Puisque B
est de rang 1, on a dim(Ker(B)) = n — 1 par le théoréme du rang, donc dim(Ker(B +
I,)) + dim(Ker(B)) = (n — 1) + 1 = n donc B est diagonalisable.

La matrice C' vérifie x(X) = X™ donc C"™ = 0. La matrice C est nilpotente non
nulle, donc non diagonalisable.

Finalement, A et B sont dans D mais C = A+ B ¢ D. Donc D n’est pas stable par

combinaison linéaire et ‘ D n’est pas un espace vectoriel. ‘
M, (C) x M,(C) — M,(C)
(A,B) — AB
sur M,,(C) x M,,(C) avec M,,(C) de dimension finie, donc est une application continue.
Mn(C) — M,(C)
M +— PMP!

e Le produit matriciel est une application bilinéaire

Donc pour P € GL,(C), | application est continue.

13



Q19. Montrons que ensemble D des matrices diagonalisables est dense dans M, (C).

Q20.

Soit A € M,,(C). Montrons qu'il existe une suite (Bj)ren de matrices diagonalisables dans
M,,(C) qui converge vers A.

A € M,(C) est trigonalisable donc il existe P € GL,(C) inversible et T' € T, (C) triangu-
laire supérieure, telles que P~'AP = T. Notons

dy ti k tig

dg d + —

= ) . Onpose Vk>1, Ty= >k
0 dn

On a i lir_{l Ty, = T. Posons By, = PTP~!. Par continuité du produit matriciel,
— 400

lim B, = lim (PTxP ') =P ( lim Tk) Pl=pPTPl=A
k— 400 k— 400 k— 400

Montrons que pour k assez grand, la matrice T est diagonalisable. Notons Vk > 1, Vi €
(|1, nl], )\Ek) = @l =F % Les valeurs propres de Ty, sont Sp(T)) = {)\gk), cey )\gk)}. Montrons

que pour k assez grand, ces valeurs propres de T} sont distinctes. Soient i < j deux entiers
de [|1, n|].

] k k J i
Sidi=d;: NP =AY = (d+3) - (di+ )= >0
Sid; # d; : AP A" = dj“‘l - di‘i‘i Zd]—di-l—j ! — dj —d; #0.
’ ' k k k—+o00
Si d; # dj, 'équation
J—i j—i
] + 2 0 < i d

" . . . gt
possede soit aucune solution si —

1 —d ¢ N*, soit une unique solution. On en déduit que
j — Qi

j—i
max —
1<i<j<n, tels que d;j—d;#0 dj = dl

k> N = ) Vi, §) € [[1,nl]% i # 5 = A% 2 AW,

Ainsi pour k > N + 1, la matrice T} possede n valeurs propres distinctes donc est diagona-
lisable dans M, (C).
Puisque By et Ty sont semblables, By est aussi diagonalisable pour k¥ > N + 1.

Donc A = . lim By est limite d’une suite de matrices diagonalisable.
—+00

L’ensemble D des matrices diagonalisables est dense dans M, (C). ‘

Pour A € M, (C), son polynéme caractéristique x 4 est scindé sur C donc A admet une
M,(C) — D

A — D~
D’apres la question Q2, la décomposition de Dunford de A diagonalisable est (D, N) =
(4,0).

unique décomposition de Dunford (D, N). On note ¢ :

14



Donc ‘ VAeD,p(A)=A ‘ ie. ’  est Papplication identité sur D. ‘

Supposons par I’absurde que ¢ soit continue sur M, (C).

Soit A € M, (C). D’apres la question Q19, D est dense dans M,,(C), donc il existe une
suite (Bj)r>0 de matrices diagonalisables qui converge vers A. Puisque By € D, on a
¢(Bx) = By. Par continuité de ¢ :

A)= i By)= lim By=A4A

p(d) = lm o(Bi)= lm B=4,

donc VA € M,,(C), p(A) = A et ¢ est Papplication identité sur M, (C). Montrons que ceci
est absurde.

Soit N € M, (C) une matrice nilpotente non nulle. Par exemple, la matrice suivante est
nilpotente (car x (X) = X™) et non nulle :

0 1 0
N = 0 O
0 ... ... 0

D’apres la question Q2, ¢(N) =0 # N. Donc ¢ ne peut pas étre application identité sur
M, (C).

On a montré que ‘ © n’est pas continue sur M, (C). ‘
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‘ Centrale-Supélec

Probléme 2.

Notations et définitions

Dans tout le probleme, K désigne R ou C, N désigne ’ensemble des entiers naturels et n est un
entier naturel.

On note K, [X] le sous-espace vectoriel de K[X] des polyndémes de degré inférieur ou égal a
n a coefficients dans K et, pour n > 1, M, (K) la K-algeébre des matrices carrées de taille n
a coefficients dans K. La matrice unité est notée I,, et on désigne par GL,(K) le groupe des
matrices inversibles de M, (K).

Pour toute matrice A de M,,(K), on note ‘A la transposée de la matrice A, rg(A) son rang,
Tr(A) sa trace, x4, = det(X1I,, — A) son polyndme caractéristique, m4 son polynéme minimal et
sp(A) l'ensemble de ses valeurs propres dans K.

Dans tout le probleme, E désigne un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie n
supérieure ou égale & 2, et L(E) est l'algebre des endomorphismes de E. On note f un
endomorphisme de F.

On note fO =1Idg et Vk € N, fF+l = fFo f.
Si @ € K[X] avec Q(X) = agp + a1 X + -+ + anX™, Q(f) désigne I'endomorphisme

apldg + a1 f + -+ + am f™. On note K[f] la sous-algebre commutative de £(E) constituée des
endomorphismes Q(f) quand @ décrit K[X].

De méme, on utilise les notations suivantes, similaires a celles des matrices, pour un endomor-

phisme f de E : rg(f), Tr(f), x;, 7r et sp(f).
Enfin, on dit que f est cyclique si et seulement §’il existe un vecteur xy dans E tel que

(20, f(20), ..., f"1(x0)) soit une base de E.

I. Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

L.A.
Soit M € M,,(K).

1. Montrer que M et M ont méme spectre.

2. Montrer que ‘M est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable.
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I.B.
3.

9.
10.
11.

Matrices compagnons

Soit (ag,a1,...,a,-1) € K" et Q(X) = X"+a,_1 X" 1+-.-+ap. On considere la matrice

0O ... ... ... 0 —ap

1 0 ... ... 0 —a

0o 1 . R
Co = .

: . 1 0 —an_o

0 . ‘e O 1 —Qnp—1

Déterminer en fonction de @) le polynéme caractéristique de Cg.
La matrice Cg est appelée matrice compagnon du polynéme Q.

Soit A une valeur propre de tCQ. Déterminer la dimension et une base du sous-espace
propre associé.

. Endomorphismes cycliques

. Montrer que f est cyclique si et seulement s’il existe une base B de E dans laquelle la

matrice de f est de la forme Cg (matrice compagnon), olt ) est un polynéme unitaire de
degré n.

. Soit f un endomorphisme cyclique. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si x f

est scindé sur K et a toutes ses racines simples.

Montrer que si f est cyclique, alors (Id, f, f2,..., f"~1) est libre dans £L(E) et le polynome
minimal de f est de degré n.

. Application a une démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton

. Soit x un vecteur non nul de . Montrer qu’il existe un entier p strictement positif tel que

la famille
(z, f(x), f2(z),..., fP71(z)) soit libre et qu’il existe (ag, a1, ..., p—1) € KP tel que :

a0 +arf(z) + -+ ap_1 fP7Hx) + fP(z) =0

Justifier que Vect(z, f(z), f3(z),..., fP~1(z)) est stable par f.
Montrer que X? + ap,lXp’l + -+ + o divise le polynéme x;-.

Démontrer que x; (f) est 'endomorphisme nul.

II. Etude des endomorphismes cycliques

II.A. Endomorphismes cycliques nilpotents

Dans cette sous-partie, on suppose que f est un endomorphisme nilpotent de E. On note r le
plus petit entier naturel tel que f™ = 0.

12.

Montrer que f est cyclique si et seulement si 7 = n. Préciser alors la matrice compagnon.
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II.B.

Dans cette sous partie I1.B, on suppose K = C.
On suppose que (Id, f, f2,..., f*~1) est libre et on se propose de montrer que f est cyclique.
On factorise le polyndéme caractéristique de f sous la forme

Xy (X) = [T =)™
k=1

ou les A\, sont les p valeurs propres deux a deux distinctes de f et les my de N* leurs ordres de
multiplicité respectifs.

Pour k € [1,p], on pose Fy, = Ker((f — A\ Idg)™*).
13. Montrer que les sous-espaces vectoriels Fy, sont stables et que £ = Fy @ --- © Fj.

Pour k € [1,p], on note py, 'endomorphisme induit par f — A\;Id sur le sous-espace vectoriel F,

. F — Fy
ok x> f(x) — Mgz

14. Justifier que ¢y, est un endomorphisme nilpotent de Fj.
On note vy, le plus petit entier naturel tel que ¢* = 0.
15. Pourquoi a-t-on vy < dim(Fy)?
16. Montrer, avec ’hypothese proposée, que pour tout k € [[1, p], on a vy = my.

17. Expliciter la dimension de Fj pour k € [1,p], puis en déduire l'existence d’une base B =
(u1,...,up) de E dans laquelle f a une matrice diagonale par blocs, ces blocs appartenant
a M, (C) et étant de la forme

M O .. ... .00
1 A :
0 1 M\

M O
0 0 1 M\

On pose To = U1 + Uy +1 + ** + Uy ooty +1-
18. Déterminer les polynémes @ € C[X] tels que Q(f)(z¢) = 0.
19. Justifier que f est cyclique.

ITII. Endomorphismes commutants, décomposition de Fro-
benius

On appelle commutant de f I'ensemble C(f) ={g € L(E)| fog=go f}.
20. Montrer que C(f) est une sous-algebre de L(E).

18



III.A. Commutant d’un endomorphisme cyclique

On suppose que f est cyclique et on choisit un vecteur ¢ dans E tel que (zo, f(zo), ..., f" " (z0))
est une base de F.

Soit g € C(f), un endomorphisme qui commute avec f.
21. Justifier 'existence de Ag, A1,..., A\,_1 de K tels que

9(x0) = 3" A" (o)
k=0

22. Montrer alors que g € K[f].
23. Etablir que g € C(f) si et seulement s’il existe un polynéme R € K,,_1[X] tel que g = R(f).

II1.B. Décomposition de Frobenius

On se propose de démontrer le théoreme de décomposition de Frobenius : toute matrice est
semblable & une matrice diagonale par blocs, ces blocs étant des matrices compagnons.

24. Montrer que si la réunion d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels Fy,..., F,. de E est
un sous-espace vectoriel, alors I'un des sous-espaces F; contient tous les autres.

On note d le degré de ;.
25. Justifier 'existence d'un vecteur z; de E tel que (1, f(x1),..., f4(x1)) est libre.
Pour tout x non nul de E, on pourra remarquer que I, = {P € K[X] | P(f)(x) = 0} est
un idéal de K[X] engendré par un polynéme unitaire wy , diviseur de s et considérer les
sous-espaces vectoriels Ker(my »(f)).
On pose e; = z1, e3 = f(21), =, €q = 47 (1) et By = Vect(ey, ez, ..., eq)-
26. Montrer que E; est stable par f et que F1 = {P(f)(x1) | P € K[X]}.
On note v 'endomorphisme induit par f sur le sous-espace vectoriel Eq,

E1 — E1
(I
z = f(z)
27. Justifier que 17 est cyclique.
On compléte, si nécessaire, (e1,ea,...,€e4) en une base (e1,es,...,e,) de E. Soit ® la d-ieme

forme coordonnée qui a tout vecteur x de E associe sa coordonnée suivant e4. On note F' = {x €
E|VieN, &(fi(x)) =0}.

28. Montrer que F est stable par f et que E; et F' sont en somme directe.
Soit W I’application linéaire de E dans K¢ définie, pour tout « € F, par

V(x) = (2(f'(2)))oziza—1 = (2(x), ®(f(2)), ..., D(f ! (2)))
29. Montrer que ¥ induit un isomorphisme entre E; et K.
30. Montrer que E = E; ¢ F.
31. En déduire qu'il existe r sous-espaces vectoriels de E, notés Fr,..., E,., tous stables par
f, tels que :
— pour tout 1 <4 < r, 'endomorphisme ; induit par f sur le sous-espace vectoriel F;
est cyclique;
— si on note P; le polyndéme minimal de 1;, alors P;;; divise P; pour tout entier 7 tel
que 1 < <r—1.
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III.C. Commutant d’un endomorphisme quelconque

32. Montrer que la dimension de C(f) est supérieure ou égale a n.

33. On suppose que f est un endomorphisme tel que lalgebre C(f) est égale & K[f]. Montrer
que f est cyclique.

I. Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

I.A.
1. Ona xy; = det(XI, — M) = det (t(XIn - M)) = det(X I, — 'M) = x,, donc

VAEK, A€sp(M) < x(A) =0 xy,(A) =0 A esp (M)

Ainsi sp(M) = sp (tM) et donc ‘ M et 'M ont méme spectre‘

2. <« : On suppose que M est diagonalisable. ce qui nous fournit P € GL,,(K) et D € M, (K)
diagonale telles que M = PDP~!

donc ‘M ="(P~1)'D'P = (P) "' D'P
d’ott 'M est diagonalisable

= : On suppose que M est diagonalisable.
Pour montrer que M est diagonalisable, on utilise I'implication précédente en remar-
quant que M = t(t]w)

On a bien montré que ‘ M est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable

I.B. Matrices compagnons

3. On montre que Xco = @ par récurrence sur deg(Q) =n > 2

Initialisation : On suppose que deg(Q) = 2 ainsi Q = X2 + a1 X + ag et Cp =

((1) _Z?) € My(K)

Onaxc, = X2 —Tr(Cp)X +det(Cq) = X%+ a1 X + ap ce qui prouve I'initialisation
Hérédité : Soit U'entier n > 2. On suppose la propriété vraie pour tout polynéme unitaire

de degré n.

On considere Q(X) = X" +a, X" + -+ + ag ot les a; € K. On a en développant

par rapport a la premieére ligne :

X ... ... ... 0 ag
-1 X ... ... 0 a1 -X ... ... 0 ay
0 -1 as -1 T, : as
XCQ = . = X +
-1 X Ap—1
: -1 X an,
0 ... ... 0 -1 X+a, 0 =1 X+an|y,

[n+1]
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(_1>n+2a0
: .o =1 X
o ... ... 0 =1 [l

Jenote R= X" +a, X ' 4+ 4 a1 et ona x¢o, = Xxc, + ao(~1)*"*?
Par hypothese, on a x, = R donc Xco = XR+ap=0@Q

Conclusion : On a montré par récurrence que la propriété était vraie pour tout polynéme
unitaire de degré > 2

En particulier ’ Q est le polynéme caractéristique de Cg ‘

0 1 0o ... 0
0 0 1
4. Ona '(Cq) = 0
0 0 1
—ap —ai; ... —Aan—1
On a x(, = X¢, = @ ainsi QN =0.
T
T2
Soit X = [ | € M1 (K),
B
T = Az Ty = Axy
T3 = Ao z3 = Ny
NC) X =X\X —{: =
T = Alp_1 Tp = A" 1y
—Aox] —...— Gp_1Tn = \Tn, (—ap — a1 — ... — a1 A" D = A"y

Vi € [2,n], z; = X loy

Notez bien que le "ainsi” concerne toute ’équivalence !

Ainsi ((Co) X = \X — {

1
A
Comme ) est racine de @, alors | dim (E,\ (tCQ)) =1, E, (tCQ) = vect(X)) ot X =
)\n.—l
1.C. Endomorphismes cycliques
5. = : On suppose que f est cyclique.
Ceci nous fournit o € E tel que B = (z¢, f(20), ..., f" (x0)) soit une base de E

n—1
11 existe alors (Ao, A1, ..., An—1) € K™ tel que f™(zo) = Z Nif¥(x0)
i=0
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n—1
Je pose alors Q = X™ + Z HXK[X]
=0
de sorte que @ est unitaire de degré n et Mg(f) = Cq
< : On suppose qu’il existe une base B = (eg, e1,...e,—1) de E dans laquelle la matrice
de f est de la forme Cg, ou @ est un polyndme unitaire de degré n
Ainsi Vi € [0,n — 2], f(e;) = eit1
donc (e, f(eo), f2(eq), ..., f" (eg)) est une base de E et donc f est cyclique

f est cyclique si et seulement s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est de la
forme Cg ot @) est un polynéme unitaire de degré n

6. < : On suppose que x 7 est scindé sur K et a toutes ses racines simples.
Ainsi [sp(f)| = deg(x;) =dim E
donc f est diagonalisable d’apres le cours

< : On suppose que f est diagonalisable. Comme f est cyclique,
ceci nous fournit B une base de E et Q € K[X] unitaire de degré n tel que Mg(f) = Cg
d’apres 5.
Ainsi Cg est diagonalisable et il en est de méme pour 1fC’Q d’apres 2
Ainsi K" = @ Ex(Cq) doin= Y  dim(E,(Cq))
Aesp(f) Aesp(Cq)

or on a Y\ € sp ('CQ) , dim (EA (tCQ)) = 1 d’apres 4 donc |sp (tC’Q)’ =n
or d’apres 1 : sp (Cq) =sp (Cq) = sp (f)
donc f admet n valeurs propres distinctes dans K
donc x; est scindé sur K et a toutes ses racines simples

Ainsi| f est diagonalisable si et seulement si y 7 est scindé sur K et a toutes ses racines simples

7. On suppose que f est cyclique.

Soit (Ao, ..., An—1) € K™ tel que »  Aif* = O (p). Montrons Vi € [0,n — 1], A; =0

i=0
Comme f est cyclique, ceci nous fournit x € E tel que B = (x, f(z),..., f* (z)) soit une
base de E

doncZAf z) = Opg)(z) = Op

ainsi Vl 6 [0,n — 1], A\; =0 car B est libre
Alors ‘ (Id, f, f2,..., f* 1) est libre dans L(E) ‘

Je note d le degré de my. D’aprés le cours on a d = dim (K[f]).
Or (Id, £, f2,..., f*~1) est libre dans K[f] donc d > n
de plus d’apres Cayley-Hamilton, on a x; est annulateur de f

d’ou 7y | Xy or ce sont des polynémes non nuls ainsi on a d = deg (mf) < deg (Xf) =n

ainsi n = d d’ou ‘ le polynéme minimal de f est de degré n ‘

On ne se sert pas de cette question pour montrer le théoreme de Cayley-Hamilton dans le paragraphe I.D qui suit.
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I.D. Application a une démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton

8.

10.

11.

On note N, = {m € N* | (fi(x))0<i<m_1 libre}.
On sait que 1 € N, car x # 0 et que Vm >n, m ¢ N, car dimFE =n
Ainsi N, est une partie de N* non vide majorée par n — 1

donc N, admet un plus grand élément p € N*.

Ainsi la famille (f(z)) est libre et la famille (f%(z)) est lie

0<i<p—-1 0<i<p

On a bien lexistence de p € N* et de (ag,a1,...,0p-1) € KP tels que la famille

(z, f(z), f2(z),..., fF71(2)) est libre et apx + a1 f(x) + -+ + ap_1 fPH(x) + fP(x) =0

On a f(Vect(z, f(2), f*(2),..., [P~ (x))) = Vect(f(x), [*(x), f*(x),..., f*(x)) car [ li-
or fP(z) = —apr — o f(z) + -+ — ap_1fP~(x) € Vect(z, f(z), f3(z),..., fP~1(z))

d’ou f (Vect(z, f(z), f2(x),..., P~ (z))) C Vect(z, f(z), f2(z),..., [P~ (z))

Ainsi ‘Vect(a:, f(@), f2(x),..., fP~(z)) est stable par f‘

Je note alors f 'endomorphisme induit par f sur Vect(z, f(z), f2(2),..., fP~1(z))
D’aprés ce qui précede B = (m, f(x), f2(x),..., fP~1(x)) est une base de
Veet(z, f(z), f2(z), ..., fP~1(2))

On remarque que MB(f) =Cg ennotant Q = g+ a1 X + -+ + a1 XP~1 + XP

d’ou X = Q or Xf‘Xf car f induit par f

On a montré que | XP + a,, 1 XP~1 + ... + aq divise le polynéme x
P f

En reprenant les notations précédentes, on a Q(f)(z) = 0 et il existe P € K[X] tel que
PQ = Xt

Ainsi x;(f) = P(f) e Q(f) donc x(f)(z) = P(f) [Q(f)(z)] = P(f)(0) = 0 car P(f) linéaire
On a ainsi montré que : Vo € E, x(f)(z) =0

or x(f) € L(E) d’ott | x;(f) est 'endomorphisme nul

II. Etude des endomorphismes cycliques

II.A. Endomorphismes cycliques nilpotents

12.

= : On suppose f cyclique alors deg (7y) = n d’apres 7
De plus d’apres le cours, x; = X™ car f nilpotente
or ms|x 7 selon Cayley-Hamilton et 77 est unitaire par définition
donc 7y = X"
ainsi f* =0et Vi € [0,n—1], f: #0
d'our=n
< : On suppose que r =n donc f* =0et f7~1 £0
Ceci nous fournit x € E tel que f*~1(z) # 0

n—1

Soit Ag, ..., A\p_1 € K tels que Z \ifi(z) = 0.
i=0
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On montre que Vi € [0,n — 1], \; =0
On suppose, par I’absurde, que la propriété est fausse
Je note alors j le minimum de {7 € [0,n — 1] | A\; # 0}

n—1 n—1
Ainsi 0 = froi <Z)\¢fi(x)> = I N @)] = N e) +
i=0 1=j

n—1
> A (a)
i=j

Or Vi > p, fi(z) =0donc \;f" 1(z) =0et \; #0

d’ott f*~1(x) = 0 ce qui est absurde

Ainsi (z, f(z),..., f*!(z)) est une famille libre composée de n vecteurs de E et
dimFE =n

donc (z, f(x),..., f*1(x)) est une base de E

donc f est cyclique.

On a montré que ‘ f est cyclique si et seulement si r =n

On remarque que la matrice compagnon associée est unique car les coefficients de cette
matrices sont donnés par ceux du polynéme caractéristique.
On sait que si f est cyclique et nilpotente, alors x F=X"

0 0 0

1 0 0 0

0 1 -0
ainsi | la matrice compagnon de f dans ce cas est | . | ) ) . .| eM,(R)

1 0 0

0 0 1 0

11.B.

13. Pour k € [1,p], (f — AIdg)™ et f commutent car C[f] est une algébre commutative

14.

donc ‘ Fy, = Ker((f — A\gIdg)™*) est stable par f‘
P

On a x;(X) = H(X — A)™* et les polynomes (X — A\;)™* sont deux & deux premiers
k=1

entre eux
Alors selon le lemme de décomposition des noyaux, on a

Ker (x(f)) = Ker((f — MIdg)™ ) @ --- @ Ker((f — Apldg)™) =F1 & --- @ F,

de plus selon Cayley-Hamilton, x(f) = 0 et donc Ker (x(f)) = £

o[ E=F1 @ 0F|

Soit « € Fy. On a (f — A\Id)™*(x) =0

Pour tout y € Fy, on a (f — A\ Id)(y) = i (y) € Fy,

ainsi pour tout p € N, (f — ApId)P(x) = ¢} (z) par récurrence immédiate sur p

donc ;" (xz) = 0, comme c'est vrai pour tout x € Fj, on conclut que

‘ @ est un endomorphisme nilpotent de Fj ‘
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15.

16.

17.

D’apres le cours, I'indice de nilpotence de ¢, endomorphisme de F}, est majoré par dim F},
ainsi | v < dim(F})

P
Je note P = H (X — X\)". Soit k € [1,p]. Soit = € F.
i=1

On a P(f) = H (X = X)" ()| o (f — \pId)™

ik
done P(f)(z) = | [T (X = 2)"(N)| (ef (@) = | [TX = 2)"()| (0 =0
i=1 i=1
ik i#£k

donc P(f) coincide avec ’endomorphisme nul sur chaque Fy et E = Fy & --- & F, d’apres
13

donc P(f) =0
Je note d le degré de P comme P est unitaire alors (Id, f, f2,..., f%) est lide
donc d > n car (Id, f, f2,..., " 1) est libre

p p
ordzg Vid’otlngg v;
i=0 i=0

On remarque & l'aide de la question 14 que v < my, pour tout k € [[1, p]
P P
donc n < Zuk < ka =n
k=0 i=0

ainsi les inégalités sont des égalités et ‘pour tout k € [1,p], on a vy = my ‘

Comme F = Fy @ --- @& F, d’aprés 13 et Vk € [1, p], vp < dim Fy, d’apres 15
p P
on a donc avec la question précédente n = Z v < Z dim(Fy) =n
k=1 k=1

Comme a la question précédente, on obtient : ‘Vk‘ € [1,p], vk = my = dim (F}) ‘

¢k est un endomorphisme nilpotent de F, d’indice v, = my, = dim (F})
donc selon 12, ¢y, est nilpotent et cyclique.

0 O 0
1 0
. . 0 1 0 °6 :
ceci nous fournit une base By de Fj tel que Mg, (pr) = €
.0 0
0 0 1 0

M, (C)
En notant fi '’endomorphisme induit par f sur Fj,
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18.

D P (|

1 A

on a alors Mg, (fx) = 0 1 A € M, (C)
o ° - A 0
0o ... ... 0 1 A

En concaténant les bases By pour k allant de 1 a p
On obtient une base B adaptée a la décomposition en somme directe £ = F1 @ --- @ F,

ainsi‘ B = (uy,...,uy) est une base de F dans laquelle f a une matrice diagonale par blocs de formes voulues

Remarque : pour la suite on peut démontrer que pour une telle base on a nécessairement :

Vi e [1,p], (f — \eId)™ (w4 +my_,+1) = 0 puis

Vk € [[17]9]]7 Vi € Hl,mk]], Umy 4 4mp_1+1i S Fk

On peut aussi supposer que 1’on travaille avec la base choisie.

Pour &k € [1,p], on a Uy 4. pmy_,+1 € F

ainsi Vi € N, f*(Umy+...amy_,+1) € Fi car Fy stable par f

puis pour tout P € C[X],on a P(f)(Um,+-+my_,+1) € F), car F}, est stable par combinaison
linéaire.

P
Et ainsi P(f)(zo) = ZP(f)(um1+...+mk71+1) est la décomposition de P(f)(xzo) sur Fy @
k=1

- ®F,

Soit @ € C[X]. On a donc Q(f)(xo) =0 <= Vk € [1,p], Q(f)(ex) =0

Je note e = Umy 4. tmy_,+1 €t on a By = (ex, pr(ex), .. -, (p?kil(ek)) est une base de Fj,
On a vu que la matrice de ¢y dans cette base est Cxm,

donc m,, = X™* car ¢y, est cyclique et nilpotent et dim(F) = my, selon 12
Vk € H1>pﬂ7 (f - )‘kId)mk (um1+"'+mk—1+1) =0 plliS

Vk € [[1,])]]7 Vi € Hl,mk]], Umy 4 4mp_1+1i S Fk

Par ailleurs on montre facilement que
VP € C[X], P(¢xr) =0 < P(vr)(er) =0

car P(py) commute avec tout ¢ et que (¢4 (ex)) est une base de Fy.

0<i<my
Par ailleurs on a Q(pr) = 0 <= X™*|Q (nilpotent et cyclique)

done Q(f)(ex) = 0 <= Q(¢r + Akldr, )(ex) = 0 <= X™*|Q(X + Ax)
ainsi Q(f)(ex) = 0 <= (X — Ap)™*[Q(X)

donc comme les (X — Ag)™* sont deux & deux premiers entre eux,

P
on a finalement | Q(f)(zo) = 0 < H (X = X\p)™|Q
k=1
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19.

n—1 n—1

Soit ()\Z)0<7<n 1 € K" tel que Z)\ fi(zo) = 0 Je note Q = Z)\iXi de sorte que
=0 =0
Q(f)(xo

P
ainsi H (X — Xg)™|Q d’aprés la question précédente or deg(Q) < n —1 < n =

P
deg <H (X =)™ )
k=1
donc @ est le polynéme nul et ainsi Vi € [0,n — 1], \; =0
donc ( i )0<i<n_1 est une famille libre de n vecteurs de E et n = dim E

( )0 <i<n-1 est une base de F ce qui justifie que | f est cyclique

H

IT1I. Endomorphismes commutants, décomposition de Frobe-

nius

20.

L’application g — f o g — go f est un endomorphisme de £(F) dont le noyau est C(f)
Ainsi C(f) est un sous-espace vectoriel de L(FE)

De plus, soit g et h € C(f). Ona (goh)o f=gofoh=fo(goh)
ainsi C(f) est stable par o et il est clair que Id € C(f)
Ainsi ‘ C(f) est une sous-algebre de L(E) ‘

ITI.A. Commutant d’un endomorphisme cyclique

21.

22.

23.

On a g(z0) € E et (xq, f(z0),..., f"*(x0)) est une base de E.

d’oti | Pexistence de Ag, A1, ..., A1 de K tels que g(zg) Z )\kf Zo)

n—1

Il suffit d’établir que les applications linéaires g et Z)\k f* coincident sur la base

k=0
(x07f(m0)7""fn_l(xo))' )
On montre par récurrence immédiate que Vi € N, g € C ( ]”)
Soit i € [0,n — 1]. En utilisant 21 et le fait que l’algébre K[f] est commutative

n—1

9 (f(@0)) = f* (g(z0)) = f* <Z_: )\kfk(l‘o)> = Z Aef* (f(w0))
k=0 k=0
donc g = nz_:/\kfk et | g € K[f]

k=0
On vient d’établir le sens direct (avec un polyndéme de degré < n — 1)
La réciproque vient du fait que K[f] est une algebre commutative et que K,,_1[X] C K[X]
et f € K[f].

On conclut que

‘g € C(f) si et seulement s'il existe un polynéme R € K,,_1[X] tel que g = R(f) ‘
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II1.B. Décomposition de Frobenius

24.

25.

On suppose que G = F; U --- U F,. est un sous espace de E.
Par ’absurde, je suppose qu’aucun des sous-espaces F; ne contient tous les autres.
Ainsi r > 2 et G # {0}.

Méthode 1 : Quitte a réduire le nombre, on peut supposer qu’aucun F; n’est inclus dans
la réunion des autres. Cela nous fournit x; € F; qui n’est dans aucun des F; pour i > 2.

Sinon, F; # G et on peut aussi trouver y € G \ F.

Pour tout scalaire A\, on a y + Az1 € Fy (car sinon y € F}) et ainsi y + Az € Fo U--- U F,.
La droite affine y+Kz; est donc incluse dans FyU- - -UF. et contient une infinité d’éléments
car K est infini et ¢t € K — y 4tz est injective car x; # 0

Ceci nous fournit j € [2,r] et A # X\ dans K tel que y + Az1 € F; et y + Nzy € F}

donc x; € F; (par combinaison linéaire) ce qui est absurde

Méthode 2 : Comme G est un K—espace vectoriel de dimension finie, on peut munir G
d’une norme.

De plus les notions topologiques sur G sont indépendantes du choix de la norme car dim G <
+00.

Comme les F; sont des sous-espaces de G de dimensions finies, ce sont des fermés de G.
Soit i € [1,r]. Comme F; # G, cela nous fournit e € G \ F;.

Soit © € F;. On a alors : Vp € N*, x + %e ¢ F;

Pour toute boule B, centré en z, il existe pg € N*, z+ pioe € B, car (LE + p%)e) . converge
vers x

Ainsi relativement a G, les F; sont des fermés d’intérieurs vides.

Donc pour i € [1,r], Q; = G \ F; un ouvert dense dans G

1
On pose V; = ﬂ 55
j=1
On montre par récurrence finie que les V; (1 <1 < r) sont des ouverts non vides de G
Pour l'initialisation c’est évident car Vi = €1 est dense dans G.
Pour I’hérédité, on suppose pour ¢ < r que V; est un ouvert non vide
on a Vii1 = V;[\ Q41 est un ouvert (intersection de deux ouverts) et non vide car V; # ()
et ;11 dense
T
donc V. # D et V. =G\ U F; | =0 ce qui est absurde

gl

Ainsi ‘ I'un des sous-espaces F; contient tous les autres‘

Remarque : Pour r = 2, il existe une preuve classique purement algébrique. Pour le cas
général, la preuve doit utiliser le fait que K est infini.

En effet, si je prend K = Z/2Z, E = K2, F; = Vect ((1,0)), F» = Vect ((0,1)) et F3 =
Vect ((1,1)).

On a E = Fy | F>|J F5 et pourtant aucun des sous-espaces F; ne contient tous les autres.
Soit « € E On considére 'application ¢, : P € K[X]| — P(f)(x) € E.

Comme I, = {P € K[X] | P(f)(x) = 0} est le noyau de I’application linéaire ¢,
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26.

27.

28.

I, un sous groupe de (K[X], +)

Pour Pe I, et Q € K[X],ona QP €I,

car (QP)(f)(z) = (Q(f) o P(f)) (z) = Q(S) (P(f)(z)) = 0 car Q(f) € L(E)

d’ou I, est un idéal de K[X| comme 7y € I, cet idéal est non réduit a {0}

ce qui nous fournit 7y, € K[X] unitaire (donc non nul) tel que I, = (77 ,) = {7 P | P €
K[XT}

On remarque que : Vo € E, 7y |7y

N
Si on écrit 7y = H P décomposition en facteurs irréductibles, ot N € N*, les P; sont
k=1
irréductibles unitaires et distincts deux a deux et enfin les o; € N*.
N
Alors le nombre de diviseurs unitaires de 7y est H (a; +1)
k=1
N
Ainsi Pensemble {ry, | x € E} est fini de cardinal noté r ou r € [1, H (o +1)]
k=1

i e [1,]}

On peut donc choisir uy,...u, € E, tel que {nf, |z € E} = {nf.,

,
Ainsi E = U Ker(mf.q,(f)) car Vo € E, z € Ker(mf (f))
i=1
La question 24 nous fournit ig € [1,7] tel que Ker(my v, (f)) = £
On note z1 = u;, et on a Ker(myq, (f)) =FE
On remarque que 7f ., (f) = Op(g) donc 7wy 4,
Or Tf 4, |mf et ce sont des polynémes unitaires
donc 7f ., = 7y Finalement

VP € K[X], P(f)(z1) = 0 <= ms|P

en faisant comme en 19, on montre que ‘ (1, f(21), ..., f4 1 (21)) est libre‘

En faisant comme en 9, on montre que ‘ E; est stable par f ‘

De plus, on a By = {P(f)(z1) | P € Kg_1[X]} C {P(f)(z1) | P € K[X]}

Soit P € K[X]. Comme 7y # 0,

le théoréme de la division euclidienne nous fournit Q et R € K[X] tels que
P=Qry+R
deg(R) < d = deg(my)

On a alors P(f)(z1) = [Q(f) oms(f)] (x1) + R(f)(z1) = R(f)(z1) € {T(f)(z1) | T €

Ka-1[X]}

On conclut que ‘ E,={P(f)(z1)| P € K[X]}‘

D’apres ce qui précede B = (eq, eq, ..., eq) est une base de Ej.

De plus on a Mg(¢)1) = Cr, matrice compagnon du 7y polynéme unitaire de degré d =

alors d’apres 5, |17 est cyclique

Pour i € N, on note F; = Ker (<I> o fi) ainsi F' = ﬂ F; est bien un sous-espace de F
i€N
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29.

30.

De plus, on a pour i > 1, f(F;) C F;_; donc

f(F)Cf<ﬂFz>C mf(Fz)C ﬂFi—le

1EN* 1EN* iEN*

d’ou | F' est stable par f ‘
Soit u € B4 N F.

d
Comme u € Fq, cela nous fournit Aq,..., A\g € K tels que u = Z Akek
k=1
d—1
or &(z) = N\g et ®(f(z)) =0caru e F, donc \y =0 d’ott u = Z)\kek
k=1
d—1 d—2
puis f(u) = Z Akers1 et done A\g_1 =0 et f(u) = Z Ak€ht1
k=1 k=1
En réitérant le procédé, on trouve A\g_o =... = A1 =0
donc u =10

L’autre inclusion étant évidente, on a E; N F = {0} d’ou ‘ E; et F sont en somme directe

Je note ¥, Papplication linéaire induite par ¥ entre E; et K.

Soit z € Ker(¥y).

Onaze€ B et &(z)=d(f(z)) = =(f¢ (z)) =0.

En faisant comme a la question précédente, on obtient z = 0

L’autre inclusion étant évidente, on a Ker(¥;) = {0}

Ainsi ¥, est une application linéaire injective entre E; et K¢ or dim(FE;) = d = dim(K%)
En utilisant le théoréme du rang, on obtient que W, est surjective puis bijective

Ainsi ‘ VU induit un isomorphisme entre F; et K¢ ‘

De la question précédente, on montre que ¥ est surjective de E vers K% et que
Ker(¥)( E1 = {0}.
Ainsi dim (F) = d = rg (V) et dim(FE) = dim (Ker(¥)) + rg(¥) = dim (Ker(¥)) + dim (F4)
donc F = E; @ Ker(¥)

d—1
On a Ker¥ = ﬂ F; (les F; sont introduits en 28) on a donc F' C Ker¥

i=0
Soit x € Ker(¥). Montrons que z € F'
Soit i € N. 11 suffit d’établir que ®(fi(x)) =0
Le théoréme de la division euclidienne nous fournit @ et R € K[X] tel que deg(R) < d et
Xi= Q?Tf + R.

d—1
On peut écrire R = Z apX*. On a comme en 26 et car ® est linéaire
k=0
_ d—1
O(fi(x)) = ®(0)+ @ (R(f)(2) =0+ D> ar® (f*(x)) =0
k=0

ainsi F' O Ker¥ d’ou F = Ker¥

on conclut que | E = F; ® F
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31. Préambule : Avant de commencer la construction par récurrence, on remarque que
dans ce qui précede le polyndme minimal de f est celui de v; et donc que
Vo € F,my, (f)(x) =0

Initialisation : On prend Ey, F' et 17 comme ci dessus.
On a F; stable par F' et ¥ cyclique.
On pose P, = my = my,, G1 = F de sorte que £1 ® Gy = E
On aVz e Gy, Pi(f)(z)=0
Hérédité : Soit k € N*.
On suppose avoir 'existence de k sous-espaces vectoriels de F/, notés E1, ..., E; et Gy,
tous stables par f, tels que
— E=E1®---® Ep ®Gg;
— pour tout 1 < ¢ < k, Pendomorphisme vy, induit par f sur le sous-espace vectoriel
FE; est cyclique;
— si on note P; le polynéme minimal de 1;, alors P;y; divise P; pour tout entier @
telque 1 <i<k—1
— Vzx € Gk, Pk(f)(x) =0
Si dim G = 0, on s’arréte et on pose r = k
Sinon, on applique 24 & 30 a I’endomorphisme induit par f sur Gy,
On obtient alors Fi11, Giy1 sous espaces stables par f et le polyndéme Py tels que

— E=E1® - ®E;11P®Gryr;

— l’endomorphisme 91 induit par f sur le sous-espace vectoriel Ey1 est cyclique;
— si on note Py le polynéme minimal de ¥y, alors Py divise Py

— Vz € Git1, Prya(f)(x) =0

On a ainsi la construction voulue au rang k.

Conclusion : Cette construction algorithmique s’arréte car a chaque étape dim(Ey) <
1 et donc r < dim(F). car (dimGy), est une suite & valeurs dans N strictement
décroissante.

On obtient ainsi le résultat voulu.

On en déduit qu’il existe r sous-espaces vectoriels de E, notés Fi, ..., E,., tous stables par f, tels que :
— E:El@...@ET;

— pour tout 1 <4 < r, 'endomorphisme 1; induit par f sur le sous-espace vectoriel F; est cyclique;

— si on note P; le polynéme minimal de v;, alors P;;1 divise P; pour tout entier ¢ tel que 1 <4 <r —1.

IT1.C. Commutant d’un endomorphisme quelconque

32. Je reprends les notations de la questions précédente pour la décomposition de Frobenius de
f.
Je note A Dapplication telle que pour (gi,...,9,)L(E1) X --- x L(E;), on a A(g1,...,9r)
-

défini sur E par A(g1,...,9-)(x) =g1(x1) + - g-(x,) ot x = ka et les zy, € Ej,
k=1
Ainsi définie, A est linéaire de L(F;) X - -+ x L(E,) a valeurs dans L(F)
De plus on montre facilement que A est injective et que A (C(¢1) x --- x C(¢,)) € C(f)
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33.

Ainsi dim (C()) > dim (C(#r) x -+ x C()) = dim (C(#1)) + - - + dim (C(4))
or pour i € [1,7], en notant n; = dim E; on a C(;) = Vect(¢?, 4}, ..., M) d’apres 23
du ITI.A

Comme 1; est cyclique alors (9,9}, . .. ,1/)17”_1) est libre d’apres 7
donc dim (C'(v;)) = n; = dim (E;) d’ou

dim (C(¢1))+: - -+dim (C(¢,)) = dim (F4 )+ - -+dim (F,) = dim (Ey @ -+ - @ E,) = dim(E) = n

Ainsi ‘ la dimension de C(f) est supérieure ou égale a n ‘

On note d = deg (m5). D’apres le cours, on a dim (K[f]) =d

or K[f] = C(f) et dim C(f) > n donc d > n.

Or on a m¢|x ¢ comme conséquence de Cayley-Hamilton ainsi d < n
donc d =n

Or en reprenant les notations précédentes, on a dim(E;) =d=mn
Donc E; = E et i1 = f or 91 est cyclique

ainsi | f est cyclique
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