Mathématiques spéciales le 08 Janvier 2024

Corrigé du devoir surveillé n°7

1. Exercice pour tous

Exercice 1. E3A 2019

On rappelle les formules de trigonométrie que 'on pourra utiliser sans les redémontrer :

2 cos(p) cos(q) = cos(p +q) + cos(p —q) et 2 sin(p) cos(q) = sin(p + q) +sin(p — q)

Soit « un réel non nul fixeé.

Pour tout entier naturel n, on définit la fonction u,, de R vers R par :

a™ cos(nx
VeeR, u,(x)= %
n!

1. Déterminer 'ensemble de définition % de la fonction C' : z — E ().
nz0

2. Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions E Uy, sur 4.
nz=0

3. Donner pour tout € % une expression de C(x) a 'aide des fonctions usuelles.

4. Pour tout entier naturel n, on note :

™ ™
Jy = f sin(nz)C(x)dx et I, = / cos(nz) C(x)dx
— —
4.1 Calculer J,, puis I,,.
4.2 Déterminer lim J, et lim I,.
n——+oo n—+oo
. . a™ cos?(nx)
5. On pose enfin, lorsque cela existe, S(x) = Z .
n!

nz0

Déterminer I'ensemble de définition de la fonction S et donner une expression de S(x) a I'aide des fonctions usuelles.

a™ cos (nx al® . . . .
Q1l: Onau,(z)= # donc |uy, (2)] < # terme général de la série exponentielle qui
n! n!
converge pour toute valeur de o donc > |uy, ()| converge. On en déduit que D = R.
n n
N 3 RS o « s .
Q2 : D’apres ce qui précede, ||un ||, < 4 et > % converge donc la série de fonction > uy,
n/ n!
converge normalement donc uniformément sur R.



aeinT (aeim)"

+oo .
Q3 : Posons v, (z) = = . On a Y v,(x) = exp(ae’®) et Vn € N,

n! n! n=0

Re (v, (x)) = uy, (2) done Jri:zun (z) = Re (JFZO:O Up (a:)) = Re (exp (ae'@)). Or exp (ae’®) =

n=0

exp (e cos (x) + iasin (z)) = e® 3@ eiasin(@) donc C () = e*°(®) cos (asin (z)).

Q4.1: On a J, = [7_sin(nz)C (z)dx et x — sin(nz)C (z) est impaire car C' est paire

+oo +oo
donc J, = 0. On a I, = [ cos(nz) 3 ug(z)de = [* 3 cos(nz)ui (z)de. On
= k=0
pose wy () = cos(nx)uy(x). On a |wgl, < |[ukll,, donc la série de fonctions
> wy, converge normalement donc uniformément sur R et les fonctions wy sont conti-

a™ cos (nx) cos (kx)

nues. On en déduit que I, = f wy, (z) dz. Or, wy (x) = = =
le(cos(k+n)(x)+cos(k—n (3:) ) donc [ wi (z)de =0sik#net [T w,(z)dr =
o " 1d :ﬂdonclnfa T
2n! /- n! n!
Q4.2 : On a J, =0 donc hm J,=0et lim I, =0 (car ) arn converge).
n—-+oo n—-+oo n'
1+ cos (2z) a™cos? (nz) o™ a"cos(n x 2x) too o e
) 2 _ & .
: Onacos® (nx) = ; donc . = + . .Or . S0l = 2
+oo 2 n 2
et Z M = C(2z) donc la série ) M converge et S(ﬁc) = % +
n! n!

e” COS(?I) cos (asin (2z)).



2. Un probleme ET UN SEUL, AU CHOIX

CCinP

Probléme 1. CCinP 201/

Premiére partie : convergence de séries par transformation d’Abel

1. On considére une suite de réels (a,), une suite de complexes (b,) et on note pour tout
n n
entier naturel n : S,, = Zakbk et B, = Z bi.
k=0 k=0

En remarquant que, pou; k>1,bp = By 7ka_1’ démontrer que, pour tout entier naturel

n—1
n non nul, S, = Z(ak — ag+1)Br + an B, (transformation d’Abel).
k=0
2. On suppose que la suite (B,) est bornée et que la suite (ay) est décroissante de limite

nulle.

(a) Démontrer que la série g (ar — ag+1) converge.
k>0

(b) En déduire que la série Z anby, converge.
n>0
(¢) En appliquant le résultat précédent au cas ou b, = (—1)", donner une démonstration
du théoreme des séries alternées, apres ’avoir énoncé.

3. Exemple.
Dans cette question, 6 est un réel différent de 2kw (k € Z) et o € R.
n
(a) Calculer pour n entier naturel non nul, Z e
k=1

ik0

in6
(b) Discuter en fonction du réel « la nature de la série Z
n>1

P

sin(nz)

4. Soit la série de fonction Z U, ol pour z réel et n entier naturel non nul, u,(x) = NG

n>1
Démontrer que cette série de fonctions converge simplement en tout point de R.
On pourra utiliser sans démonstration le fait qu’une série de complexes Z U, converge si
et seulement si , les deux séries ayant pour termes généraux les parties réelles et parties
imaginaires (c’est-a-dire ZRe(un) et Zlm(un) ) convergent.
sin(nx)
vn

o0
On notera U sa fonction somme : pour tout réel z, U(x) = Z
n=1

Deuxieme partie : convergence uniforme de séries

5. On considére une suite de réels (a,,) et (f,,) une suite de fonctions définies sur une partie
A de C et a valeurs dans C.

On pose, pour tout z € A et pour tout entier naturel n, F,(z) = ka(z)



On suppose que la suite (a,,) est décroissante de limite nulle et qu’il existe M € R, tel que
pour tout z € A et tout n € N, |F,,(2)| < M (on dira que la suite (F,) est uniformément
bornée)

(a)

(b)

Démontrer que la suite (a,, F;,) converge uniformément sur A et que la série de fonc-
tions g (ar — ag+1)Fr converge normalement sur A.

k>0
A Taide d’une transformation d’Abel, en déduire que la série de fonctions g Gn fn
converge uniformément sur A.

6. Exemple.
Pour z réel et n entier naturel non nul, w,(z) = NG

(a)

sin(nz)

i

NI

4 x
Démontrer que pour tout x € R, 1 — e'* = —2isin (5) e

Démontrer que la série de fonctions Z u,, converge uniformément sur tout intervalle
n>1

[a,27 — a] ou a €]0, 7.

En déduire que la fonction U est continue sur U'intervalle 0, 27].

Pour p entier naturel, on consideére la série de fonctions E vp ou pour x réel et n

n>1
sin(nx) sin(px)
vn '

Démontrer que, pour tout entier naturel p, la série de fonctions E v, converge uni-

entier naturel non nul, v, (z) =

formément sur I'intervalle [0, 7].
On pourra, par exemple, utiliser sans démonstration, que :

2 . (T
pour tout z € [0, 7], — < sin (§> )
T

Troisieme partie : convergence uniforme d’une série entiere

7. Si E a,z" est une série entiere de la variable complexe de rayon R < 0, rappeler le
n>0
résultat du cours concernant la convergence uniforme de cette série.

8. On considere la série de la variable complexe Z

(a)

Z’I’L
—— de rayon 1.
n>1 \/ﬁ
On note D = {z € C, |z| < 1}.
Démontrer que la série de la variable réelle Z

"
n>1 \/ﬁ
n

sur | — 1, 1] ( en particulier la série E 7 ne converge pas uniformément sur D).
n
n>1

ne converge pas uniformément

On pourra confondre un point de R? et son affixe.

pour « € ]07 5 [, on note D, l'ensemble des complexes z, tels que |z| < 1 et dont la
partie réelle vérifie Re(z) < cosa.

Représenter hermétiquement 1’ensemble D, dans un repere orthonormé du plan.

Démontrer que D, est une partie fermée de C.
On pourra écrire :

Dy = {(z,y) e R* 2* +¢y* <1} n{(x,y) € R?, 2 < cosa}



et démontrer que D, est une partie ouverte de R2.
En déduire que D,, est une partie compacte de C.

n
(d) On note pour z € C et n entier naturel, F,,(z) = Z 2.
k=0

Démontrer que pour tout z € D, et tout entier naturel n, si z = Re(z) :

(e) Démontrer que la série entiere E T converge uniformément sur tous les compacts
n

D, (pour a € ]0, % ).

Partie 1 : convergence de séries par transformée d’Abel

1.

2.

3.

Soit n € N*.
Sn = ZZ:O akbk = aobo + ZZ:l ak(Bk - Bk—l) = aobo + ZZ:l akBk — ZZ:l akBk_l.
Dans la derniére somme, on effectue le changement d’indice j = k — 1.
S, = agby + 2221 ar B — Z;L;Ol aj+1Bj = agbg + Zz;ll (ak = ak+1)Bk 4+ an B, — a1 By
= agbo + 7y (ar — aps1) By, — (ap — a1)Bo + an By — arbo = S7—¢ (ar — ag+1) B + anBn
(a) Par théoreme, la suite (a,) étant convergente, la série >, ., ar — ax41 est également
convergente (c’est méme une CNS).

(b) Vérifions que la suite (S,) des sommes partielles est convergente.
D’apres la question précédente, Vn € N*, S, = ZZ;& (ar, — ak41)Br + anBy,.
Le second terme (a,,By,) tend vers 0 car produit d’une suite convergente vers 0 et d’une
suite bornée.
Le premier terme est une somme partielle de la série de TG (ay — ag+1) X Bkg.
Notons M > 0 un majorant de la suite (|By]).
Alors Vk € N, |(ag — ak+1)Bk| < |ag — ars1| X M = (a, — ag+1) X M car (ay) est une
suite décroissante.
Ainsi, (ay — ag+1)By est dominée par une le TG d’une série absolument convergente.
Donc (ax — agt1) X By est lui méme le TG d’une série AC ce qui termine la démons-
tration de cette question.

(c) e Soit (ak)ren une suite décroissante de limite nulle. Alors Y, (—1)*ay est une
série convergente. -

e Il suffit d’appliquer le résultat de la question précédente apres avoir justifié que la
suite (By) = (35— (—1)%) est une suite bornée.
On a Vn € N,B,, € {1,0} donc Vn € N,|B,| < 1 ce assure bien le résultat
demandé.

(a) e On demande de calculer la somme des termes d’une suite géométrique de raison
e'". Notons que, par hypothese, e'” £ 1.

. 1 —einT /2 (—2i) sin(nT/2)
B n ikt _ T — iT —
® Par théortme, 3, e = T = T Conemr/2)
i(n+1)7/2 SIF(”T/Q)
sin(7/2)



4. Soit x € R. Posons z,, =

Partie 2

5.

6.

(b)

e
e Lorsque a > 1, la série de TG

inT

— est absolument convergente donc convergente.
n

e Lorsque a < 0, le module du terme général ne tend pas vers 0 donc la série est

grossierement divergente.

Soit @ €10, 1].

On va montrer que la série est convergente par application du résultat de la ques-
tion 2b2.

Notons tout de méme que le fait que la série commence & n = 1 a la place de
n = 0 n’a pas d’incidence.

La suite (1/n) est clairement décroissante et tend vers 0.

D’apres la question précédente, Vn € N*, |ZZ:1 e”’ donc la suite

< 1
~ [sin(7/2)]
des sommes partielles qui va bien est bornée.
Conclusion : la série est convergente.
inx

ni/2°

Lorsque x € R\ 27Z, la question précédente assure la convergence de la série de TG z,, et

le rappel de 1’énoncé assure la convergence de la série de TG S(z,) =

sin(nx)

vn

Lorsque z € 27Z, u,(z) = 0 ce qui est bien le TG d’une série convergente.
Conclusion : cette série de fonction converge simplement sur R.

(a)

: convergence uniforme de séries

e On montre que la suite (a,F,) cvu vers la fonction nulle sur A.

Vz € A, |anFn(2)| < |an| X M et cette majoration par une suite (indépendante de
z) qui tend vers 0 assure que (a,Fy,) cvu vers 0 sur A.

e Notons comme précédemment, que Vk € N, |ay, — agy1| = ar — agy1 par décrois-

sance de (ap,).

Ainsi, Vz € A, |(ag — ak+1)Fn(2)] < (ag — axr1) X M et cette majoration par le
TG d’une série convergente (car la suite (a) est convergente) indépendant de z
assure que la série de fonction ) 550 (ag — ag41)Fy converge normalement sur A.

(b) Il est connu qu’une somme de suites de fonctions qui convergent uniformément définit

(a)

une suite de fonction qui converge uniformément.
o —il 5 8
Ainsi, (a,F,) cvu sur A et (ZZ:O (ag — ak+1)Fk) cvu sur A (d’apres ce qui précede).

Donc la somme converge uniformément sur A et cette somme est la suite (3 _ arfr)

d’apres la tranformation d’Abel.
Ainsi, la série }°, . cvusur A.

e On factorise 1 — e par e**/2 pour obtenir le résultat souhaité.

e La suite (1/4/n) est décroissante et de limite nulle.
Soit a € ]0, [
Soit @ € [a,2m — a]. Notons tout de suite que € # 1 car # € R\ 27Z.
Alors Y € N*, [S0_, sin(ke)| = |8 (S0_, 69)| < [, efte| = [S202/D]
’ k=1 k=1 — k=1 \Sin(x/Q)\
11
|sin(z/2)] — sin(|2[/2)’
Or z € [a,27 — a] donc (x/2) € [a/2,7 — a/2].

Par hypothése sur a, 0 < a/2 < 7/2 < m — a/2 < 7 donc les variations de la



Partie 3

(b)

fonction sin donnent 0 < sin(a/2) = sin(r — a/2) < sin(x/2) = | sin(z/2)|.
Conclusion : Vn € N*,Vz € [a,2m — a],|>_f_, sin(kz)| < sn(a/2) ce qui assure le
caractére uniformément borné de la série de fonctions qui va bien.

sin(k
Ainsi, d’aprés les questions précédentes, la série de fonctions Zkzl Hi([k:x)
converge uniformément sur le segment [a, 27 — a].

e Les fonctions étant continues sur R par les théoremes généraux, la convergence
uniforme assure la continuité de la limite sur le domaine de convergence. Ainsi, U
est continue sur tous les segments [a, 27 — a] pour a € |0, 7.

Donc U est continue sur la réunion de ces segments qui forme lintervalle ]0, 27|
tout entier.

D’apres les énoncés précédents, il suffit de démontrer que la suite des sommes partielles
> py sin(kz) sin(pz) est uniformément bornée sur [0, 7.
D’apres les calculs précédents, Vo € 0,7],4,(z) = |>r_,sin(kz)sin(pz)] =
sin(nz/2) sin(pz)
sin(x/2)

x
Pour z € |0, 7], on a d’aprés ’énoncé, 0 < = < sin(x/2) ce qui, par décroissance de la
iy

s
fonction inverse sur |0, +oo[ donne 0 < —

sinz/2) = @
Ainsi, ¥ € N*, ¥ € J0,17], A (a) < EDIT.

Or, il est bien connu que |sin(¢)| < |t| pour tout ¢ réel.
Donc Vn € N*,Vz €10, 7], A, (z) < M _

Cette inégalité est encore valable pour z = 0 car la somme est nulle.
Ainsi, la somme partielle qui va bien est uniformément bornée. De plus, (1/4/n) est
décroissante de limite nulle donc ) -, v, (x) cvu sur [0, 7].

: convergence uniforme d’une série entiére

7. La série entiere converge uniformément sur tout disque fermé de centre 0 inclus dans le
disque ouvert D(0, R) ie de la forme {z € C||z| < r} avec r € ]0, R][.

8.

(a)

(b)
(¢)

:L.TL
Supposons que la série entiére > —= cvu sur |—1, 1 et notons f la fonction limite.

Vn
k
Alors la suite de fonctions S, : z — >, _,; % converge uniformément vers f sur
]—1,1[. De plus, 1 est dans ’adhérence de |—1,1[ et la limite quand x tend vers 1~ de
1
S, (z) existe (dans R) et vaut L, =Y ;_, 7
Par conséquence du théoréme de la double limite (R est complet...), la suite (L,,) est

convergente ce qui est absurde car la série de TG —= est divergente.

vk

ne converge pas uniformément sur |—1, 1].

n

x
n>0 \/ﬁ

D,, est le disque fermé de centre 0 de rayon 1 privé d’une "calotte”...

Conclusion : la série entiére

e L’écriture proposée de D, ne pose pas de probleme. Notons également que dans
R? (en dimension finie, donc), toutes normes sont équivalentes...



()

e Posons ¢; : R? — R telle que ¢;1(z,y) = 22 + y? et 2 : R2 = R telle que
p2(z,y) = .
Par les théorémes généraux, ¢, et @9 sont clairement continue sur R2.
De plus, les ensembles |—o0, 1] et |—00, cos(«)] sont deux fermés de R.
Donc les images réciproques par ¢, et ¢, sont des fermés de R? par théorémes
(image réciproque d’'un fermé par une application continue...)
Une intersection (quelconque) de fermés est fermée donc D, = @] '(]—00,1]) N
@5 H(]—00, cos(a)]) est fermé.

e D, est un fermé d’apres ce qui précede et borné (par 1 en norme euclidienne...).
En dimension finie, un fermé borné est un compact.
Donc D, est un compact.

e 1¢ D, car cos(a) < 1 (par hypothese sur a...)

e Soit z € D, et n € N. Alors z # 1 ce qui permet d’écrire que |F,(z)| =
1 — gt N — 2" < 1+ |2|*

1x <
1-2 11— z| [1—z|

1=

Il reste a minorer le dénominateur par 1 — x.

Onall—z22=(010-2)2+9y2>(1—-2)?>0car z < cos(a) < 1.

Donc |1 —z|>|1—z|=1—2>1— cos(a) > 0 (toujours car = < cos(a) < 1...)
- 1 1

1—2 " 1—2

IN

Par passage a l'inverse,
1 — cos(a
2

<
x — 1—cos(a)

2
Ainsi, par multiplication par le réel positif 2 : |F},(z)] < -

Soit v € ]0,7/2].

La suite (1/4/n) est décroissante et tend vers 0 donc pour appliquer le résultat de la
question 3.5.b., il suffit de montrer que la suite des sommes partielles (2221 zk) est
uniformément bornée sur D,,.

2
Ceci est assuré par la majoration précédente car ——————— est indépendant de z et
1 — cos(a)
de n.
Zn
Conclusion : la série entiere ), -, —= converge uniformément sur D,.

vn



‘ Centrale-Supélec

Probléme 2. Centrale 2011

Développement asymptotique du reste
des séries de Riemann convergentes

L'objet de ce probléme est de donner une approximation de la somme des séries de Riemann convergentes

+oa +oc 1
Sla) = z — oit a est un réel strictement supérieur 4 1. Pour cela, on étudie le reste R, (a) = —-
=1 k=mn

Dans la premiére partie, on donne une premiére approximation du reste. Cette méthode se généralisant mal, on
utilise dans la deuxiéme partie une formule de Taylor pour obtenir simplement un développement asymptotique
du reste. L'incomvénient de cette méthode est qu'elle ne donne aucun controle de lerreur.

Dans la troisitfme partie, on retrouve i partir de la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin le méme dévelop-
pement asymptotique avec une expression de Uerreur assez satisfaisante. On a besoin dans cette partie d'une
étude succinete des polynimes de Bernoulli.

Dians la derniére partie, on étudie de maniére assez précise le controle de cette erreur, pour conclure que les
formules sommatoires étudiées ne sont pas nécessairement convergentes.

Rappels et notations

On note [z] la partie entiére d'un réel x.

Soit {1ty Juew €t (U Jnen dewux suites réelles. On note v, = Ofu,, ) si

AM e R, Inp e M, Ve M, n 2ng = |v,| € M|,

I Etude préliminaire

LA - Convergence des séries de Riemann

LA.1)  Soit f une fonction réelle, définie continue et décroissante sur [a, +0c[, ot a € R. Montrer, que pour

E+1 K

tout entier k € [a + 1, +o00[, on Jlf fle)de < flk) < flz) de.

k k—1

1
LA.2})  En déduire la nature de la série de Riemann z — selon la valewr de o € R,
mnzl
+oe 1
e -

=1

En cas de convergence, on pose S(a) =

) 1
I.A.3) Pour tout réel o > 1, montrer que 1 £ S{a) < 1+ T
o —



LB — Premiére élude asymplotique du resle
Dians la suite du probléme, pour tout réel o strictement supérieur & 1 et pour tout entier naturel non nul n, on
+o
1
pose R, (o) = =
k=

1 1
I.B.1) En utilisant I'encadrement de la question L A1, montrer que B, (o) = ﬁ + O(T)
(o — 1jn 1

1

1.B.2) Soit f la fonction définie sur RY par f(z) = T T

En appliquant & f la formule de Taylor
1 a 1

avec reste intégral & lordre 2, montrer que, pour tout & € B*, fik+1)— flk) = FEi g + Ay
1
o Ap est un réel verifiant 0 < 4, < %

1.B.3) En déduire que

1 1 |
Rulo) = oyper t 3w + O(“:.T)

On pourrait répéter le procédé pour obtenir un développement asymptotique plus précis de B, (o), mais la
partie suivante va donner une méthode plus rapide.

IT Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

II.A — Nombres de Bernoulli

II.A.1)  Montrer qu'il existe une suite réelle (a, ),.cn ayant la propriété suivante : pour tout entier p € B*,
pour tout intervalle non réduit 4 un point I et pour toute fonction complexe f de classe O™ sur [, la fonction
g définie sur T par g = apf + a1 f' + - + apy Frt yvarifie

—1
1 i, 1 %

I T S ¢ BRI S ) B {pt1)

q +E!y +3!y + +1D!5.rp f +r§_1 by p U

oit les by, sont des coefficients indépendants de f que I'on ne cherchera pas 4 caleuler.
prl .

IL.A.2) Montrer que ag = 1 et que pour tout p 2 1, a, = — Z % En déduire que
i=2 )

ap| = 1 pour tout

entier naturel p. Déterminer a; et as.
II.A.3) a)  Pour tout z € C tel que |z| < 1, justifier que la série z.'lp:f" est convergente.
pEN

On note (z) sa somme : p(z) = ZGPJP_
)
b Pour z € T tel que |z| < 1, caleuler le produit (e® — 1){z). En déduire que, pour tout z € T vérifiant

z 1 plz) = .
|z] = 1, on a wiz) p—

¢} Montrer que as4 =0 pour tout entier k = 1. Caleuler ay.

Les nombres b, = nla,, sont appelés nombres de Bernoulli.

II.B - Formule de Taylor
L

Soit f la fonction définie sur BY par f(z) = W,
— o)z

ol est un réel strictement supérieur i 1.

10



Dans cette question 1LDB, on fixe un entier naturel non nul p et onnote g =apf +a f' +--- + ag,_._lfi =1
Pour tout & € M*, on pose R(E) = gk + 1) — g(k) — f(E) de sorte que g(k + 1) — glk) = f'(k)+ R{k).
II.B.1)  En appliquant & g la formule de Taylor avec reste ntégral i l'ordre 2p, montrer qu’il existe un réel
A tel que, pour tout k € M*, |[R(k)| < Ak~(3+e],

II.B.2)  En déduire le développement asymptotique du reste

qirta—1

+aa
Rale) = Y g = (a0 f(0) + 000 (0) + 0 () + -+ azy2f %2 )) + O =y )
k=

On obtient ainsi une valeur approchée de S{a), donnée par
n—1

~ 1
Snzp-2(e) = 3 7 = (a0 () + a1 f () +azf"(n) + -+ azy 2 [ ) )
k=1

II.B.3)  Donner le développement asymptotique de R, (3) correspondant an cas o = J et p= 3.

ITT Polynémes de Bernoulli et formule sommatoire d'Euler-Maclaurin

On peut caleuler, pour n = 100 : §1m,4f_3) = 1,202056903150594277 . . tandis que 5{3) vaut 1,202056903159594285 . .
{constante d’Apéry). La méthode de la partie 11 semble satisfaisante, mais e fournit pas d'information préeise

1
sur le terme O (W

sommatoire d’Euler-Maclaurin.

)_ C’est pourquoi on introduit dans cette partie les polynomes de Bernoulli et la formule

IHI.A — Polynémes de Bernoulli
On définit une suite de polyndmes (A,)en = (A X)) en vérifiant les conditions suivantes

1
Ag =1, A::+l = A, et f App(t)dt =0 pour tout n € M (IIL.1)
0

Les polynomes B, = nld, sont appelés polynomes de Bernoulli.
II1.A.1) Propriétés élémentaires

a)  Montrer que la suite (A, J.cn est déterminée de facon unique par les conditions 111.1; préciser le degré
de A, ; caleuler 4y, As et Ag.

) Montrer que A, (#) = (—1)"A4,(1 — ) pour tout n € M et tout { £ .
¢} Pour tout entier n 2 2, montrer que A, (0) = A, (1) et que Aa,_;(0) = 0.

d)  On pose provisoirement ¢, = A,(0) pour tout entier naturel n. Montrer que, pour tout n € B,

Nn ;{2
Ar!{J{) =cg— + -+ cp_a—+ cp1 X + Cn
n! at
puis que, sl n 2 1,
£ Cn—2 Crn—1
S T Tl = 1)
o Tttt

&) En déduire que, pour tout n € B, on a en fait ¢, = a,.

11



III1.A.2) Fonction génératrice
a)  Montrer que la série 3 A, (#)z" converge pour tout réel ¢ € [—1,1] et tout complexe z vérifiant |z| < 1.

+ o
Sous ces conditions, on pose f(f,z) = Z Atz

n=(
b} Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que la fonction ¢ — f{t, z) est dérivable sur [, 1] et exprimer sa dérivée
en fonction de f(#, z). En déduire que, si |z| < 1 et z # 0,

toe st
ALz = ——.
Z ® e —1

=11
ze!? z z/2
) Montrer que, siz € C et |z| < 27, on a p + pg Eﬁ:fz 3"

1 1
En déduire, pour tout entier naturel n, A, (E) = (E"_l — l) [r.

III.A.3) Variations des polyndémes de Bernoulli
On établit ici une majoration des polyndmes de Bernoulli sur [0, 1].

a) Montrer que pour tout entier naturel n > 2, les variations des polynémes A, sur [0, 1] correspondent
‘h{'-matiqm-m{-nt aux quatre cas {‘i-d{ﬂmnu-; :

n = ({mod 4) n = l{mod4) n = 2{mod4) n = 3{modd)

En d’autres termes, pour n = 2, on a :

1. Sin=2modd, alors A, (0) = A,(1) =0 = A,,{%) ; de plus, la fonction A, est strictement décroissante sur
[0, % et strictement croissante sur [% 1].

2. Sin =0modd, alors 4,(0) = A,(1) < 0 < A,,{é) ; de plus, la fonction A, est strictement croissante sur
[{}, %] et strictement décroissante sur [—lf, l].

3. Sin=1lmodd, alors A, (0) = A,,{%) = A,(1)=0; de plus, A, < 0 sur J{},%[ et A, =0 sur ]%,l[.

4. Sin=3modd, alors A, (0) = A,,{%) = A,(1)=0; de plus, A, > 0sur J{},%[ et A, <0 sur ]%,l[.

b)  Powr tout n € H* et tout z € [0, 1], montrer que |As,(z)| £ |az.| et |Asnt(z)] £ %_

=

HILB - Formule sommaloire d’Euler- Maclaurin
II.B.1) Soit f e fonction complexe de classe € sur [0, 1].
a)  Montrer que pour tout entier g = 1

£(1) — f(0) = z{ 1)1+t [Acf)f‘ﬂ{f)] + (1) f,; (0 £ 1) de

i=1

b} En tenant compte des relations trouvées dans la partie précédente, montrer que pour tout entier naturel
impair g = 2p+ 1

f1) = f(0) =§(f'¢m+f'fl Z-‘lz ( FEL) = 2 0)) - f l Agp 1 () FHH) (1) e
o

II.B.2)  Scit n € H et soit f une fonction réelle de classe C°° sur [n, +oc. On suppose que f et toutes ses
dérivées sont de signe constant sur [n, +00[ et tendent vers 0 en +oc.

12



En appliquant, pour k& 2= n, le résultat précédent & fi.(#) = fik + ), montrer

P o o= =
Z Fik)=—fn) + = fm) - and,f””cju) + / A () £ () b

=1
oft on & posé A7(E) = A;(t — [f]) pour tout £ € R

Montrer que

r_=11+ut”:]|

| pto
‘/ Afy () F () If‘ £ ‘

. I .
II1.B.3) Montrer que, dans Uexpression de A,.{a) du1L.1B.2, le terme O(W) peut s'éerire sous forme

d'une intégrale.

Dans tout ce corrigé on notera D(0,1) le disque unité de C, c’est a dire :
D(0,1) ={z € C tq |[z]| < 1}. Rappelons en outre que : ¥z € D(0,1) , la série (3 z™)

oo}
converge absolument de somme : > 2" =

I Etude préliminaire
I.A— Convergence des séries de Riemann
LAY Vz e[k k+1] ;Vyelk -1k 5 flz) < f(k) < f(y)

k+1 k+1 k k
Alors : fk+ x)dx < f = f(k) = fk_l f(k)dz < fk_l f(y)dy
I.A.2) Pour « g 0, la série (Z na) diverge grossiérement.
Pour a > 1, on applique la question précédente pour a =1, et f(t) = .

Vk227ka<fk1 et Vn > 2; Zka<1+f"d§ 1+[t1 a} < o
1

oa—

n
La suite (Z k{,) est croissante majorée, alors elle converge.
k=1 n>1
Pour 0 < a < 1, on applique aussi la question précédente pour a = 1, et f(t) = L.

t
Vk>1; L pitlde of vy > 9, Zka Z%_ P _n(n+1) = 4oo.
=1 n—00

k=1

) koc -
Conclusion :
La série de Riemann (Z n%) converge si et seulement si o > 1.

n
I.A.3) D’aprés la question précédente, pour tout a > 1, et tout n € N*, 1 < S L < 2,

(oo}
On fait tendre n vers I'infini, on obtient alors : 1 < S(a) = Y- 2= < =%

I.B— Premieére étude asymptotique du reste

[e]
Dans la suite on pose : Vn € N* ; Va>1; Ry(a)= Y .

k=
. k+1 g 1 dx
IBl)Vk2n22, 2 FSFS k—lZT
. N+1 gz N 1 N dg
Pour tout entier N > n ; fn = < ol
k=n

13



N+1 N N
. Ilfa 1 zl—a
WNzen>2; [5] T < R A< (] .
k=n n—1
==t < Ry(a) < :

On fait encore tendre N vers l'infini, on obtient : =) < oDt
Dou (R, (a) — (
‘Rn(a) -

1 1
= (a—1)(n—1)o=1T = (a—I)no—1

< empmemr (= (1 = D% +1) = be(e— L+ 0(1)) = O(%)

1
a—1)n>—1

1
(a—1)no—1

Finalement : R, («) = W + O(n%)

I.B.2) Soit f la fonction définie sur R** par f(z) = W

f est de classe C* sur R*", alors d’aprés la formule de Taylor avec reste intégral appliqué a
f entreket (k+1)ona:

VN 5 f(k+1) = (k) + £ (k) + L5804 [ B prgyay,

Vk e N* f(k+1) f(k) kla_zka+1+Ak

A= [P +1—-6)2%etD gt ona: 0 < Ay < Slotl) (M1 g)2qp < alakl) pRHL gy

Skat2
a a+1)
0 < A S Qka+2 o

‘ -

(a+1)

1.B.3) D’aprés I.B. 2) VE>n>1; fk+1)— f(k) = 2= — Sz + Ap avec 0 < 4y, < S5

f(k+1)_f(k) ka+2ka+1_Ak D’ou VN>TL

N
0SSV +1) = fm) = T b +§ % e = L Ai < ),E .
On fait tendre N vers I’ 1nﬁn1 on obtlent alors -
0<—f(n)— n( )+ $Rn(a+1) < O‘(o‘;l)Rn(a—f— 2). D’aprés I.B.1) on a :
Ru(a+1) =4 ( a+1)etRn(Oé+2) R~ WZO(ﬁ)

n—o0

Dot —f(n) — Rn(@) + a5 = O(5ar) Cest & dire : Ry(a) = =t + 32w + O(5a4r)

kﬁ

IV
RN

II Formule de Taylor et nombres de Bernoulli
II.LA— Nombres de Bernoulli
IT.A.1) Soient p € N*, I un intervalle infini de R, et f: I — C une fonction de classe C*°sur I.

p—1 .
Posons : g= > a;f®.

P P p—1 o 2p—1
509 = 23T 0y =5 (z(k ) 1®

P g(j) , p k—1 p—1 k—1 o *)
> i aof '+ ¢ f + Z Z (k_li)g Y
k=2 z:O k=p+1 =0
ag = 1
k—2 v
Vk Z 2, Ap—1 — —Z:Oﬁ

1=

Soit alors (a,)nen la suite réelle définie par :

p 2p—1 k—1
L’égalité préceédente devient alors : Z gJ— =f"+ > (Z = l),> Lo
j=1 k=p+1

P l+p—1 _ .
L=+ T (8 ) s
l+p—1

On pose alors : VI € [[Lp—1]] ; bip= >, m
i=0

Ainsi existence de la suite (a,)nen est démontrée.

14



IT.A.2) Soit maintenant (a,)nen une suite répondant aux conditions de la question précedente.
D’aprés la question précédente : Vp € N* ; Vf € C>(I,C)

j2 k—1 I+p—1 . y p—1 .
ZQT—aof +Z< > T ) +Z 2wy | £ = 1 Dbp
=i =\

— I+p—1
(@ —1)f "+ Z (Z = z)') f ) 4 ; << ; (l+;i—z’)!> - bl,p) f(p+l) =0

Pour f(x) = «P, cet égalité s’écrit :

p k—1
plao = 1)#*1[;_:2 (Z:o (’fliii)!) (pf!k)!xpilC =0.

C’est un polynéme nul, alors ses coefficients sont nuls, et par suite :
k—2
a():lethZ?;ak,l:—Zﬁouencore:enposant:p:k—letizk—j:p+1—j
§=0

p+1

. _ Ap41—i | _ =11. _ 1
[a0=T1]et|p>1;0,= —y R =T s

Montrons par récurence sur p que : Vp € N ; |a,| <1
ceci est évident pour p = 0, soit p > 1 tel que : Vk € [[0,p — 1]] ; |ag| < 1.

p+1
alors : Vi € [[2,p+ 1]] ; lapt1—i| < 1. Dol : |ay| = ’ > (lp+1—1',
2’7

ILA3)a)VpeN ; |a,| <1l,alorsVpeN ; VzeC ; |apzp| < |z|p

Z <e—2<1.

Si |z| < 1 alors la série (3 |2|”) converge, et par suite la série | > a,2P | converge aussi

pEN
absolument. On note alors : p(z) = > a,2P.
PEN
o0
b) Pour tout z € C tel que : |z] < 1, les deux séries : e* — 1 = Zl%, et o(z) = Z:Napzp
n= peE

o0
sont absolument convergentes, alors (e — 1)p(2) = > d,2™ qui est la série produit de

n=1
[ee]
Cauchy des deux séries ) Zr et > ap2P.
n=1 peEN
n+1 o
Yn e N* 5 dpe1 = > "glp—an—l—z ";1"— et di=ap=1.
p=1
Pour tout z € C tel que : |z] <1, (e® — 1) (2) =2z et p(2)= Ezz_ si z#0.
Pour tout z € C tel que : [2] < 1, on pose: ¢(z) = p(z)—a1z = =5 +% = 22;2256_?)1) = 22(::5_@;
. tre—")er
P(—2) = szzz,z) = e = y(a).
P(z)=14+ Z apz* est la somme d’une série entiére paire sur D(0, 1).
—2
D’ou : Vk;EN ; aok+1 = 0.
5
a=- S =-(Fr G+ R+ =—(m-wmtn) =" -

i=2
Définition :

Les nombres b,, = nla,, sont appelés nombres de Bernoulli.
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II.B— Formule de Taylor

Soit f la fonction définie sur RY par f(z) = W, ou a > 1.
2p—1 )

On fixe un entier naturel non nul p, et on note : g= 5. a;f®
i=0

Pour tout k € N*, on pose : R(k) =g(k+1)—g(k) — f'(k).
ILB.1) Remarquons d’abord que f est de classe C* sur RY, alors g 'est aussi.
Appliquons & g la formule de Taylor avec reste intégral entre k et (k + 1)a lordre 2p

gk +1) — g(k) = Zg”“ 4 JE GO 1) () g1

2p—1 2p
gl +1) = g(k) = f'(k) + X bapfOPHD (k) + [ EHE pCr) (1)t
=1

R(k) = 2%:1171 i 2p+l) fk"'l Mf(2p+l)(t)dt

2p1 —a(—a— —a—2p— k P _a(—a a—
R(k) = 3 bl,zp[ (Co—l). CarZpitl) } + [ G malbet ) et gy
=1l

2p—1
1)...(a+2p+I—1 E+1 (k+1—t)2P 1 2
RO < 5 [ 2p] [Mlapt=] o 141 (i sl oo

2p—1
ala+1)...(a+2p+i—1 ala+l)...(a+2 k+1
RIS 3 [buay | Mgt | 4 ettt [0 bt

2p—1

RO <3 bap] [2P Pttt | 4 aleobpufoct®) (050 et

kot2ptl (2p)! % LoT2pTl

2p—1 - e .
|R(k)| < =325 < S |br2p] [a(a+1)...(lj+2p+l 1)} 1 +1()2.I.).)(! +2p)i)

2p—1
R(k)| < ka£2p<z [br2p| [+ 1).. <a+2p+11>1+‘%5;”2“)

D’ott pour A = |br.2p]| [a(a + 1).. (a+2p+1_1)]+0¢(a‘*‘1)---(a‘*‘2p)>;

(2p)!

I1.B.2) D’aprés la question précedente : Vk € N*; g(k+1) —g(k) = f (k) + R(k).
N N
YN>n>1; 3 &+ 2 R(k)=g(N+1)—g(n).
k=n k=

On fait tendre N vers Vinfini, on obtient : |Ry, () + g(n)| < ARy (o + 2p) = O(=avs=1)
Dot : Rp(a) = —g(n) + O(ssp—r). autrement dit :

2p—1
R.(a) = — Z ai fD(n) + O(sars5=). or pour p > 2; as,—1 = 0, alors pour p > 2, on a :
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2p—2
R,(a) = — Z ai f@(n) + O(sa555=). or on a déja établit cet égalité dans la premiere partie

pour p = 1, d’ou pour tout entier non nul p on a :

2p—2

R()=—Zazf ) (n) + O(e=1)

ILB.3) R, (3) = —aof(n) — arf /() — aaf () — asf "(n) — s fO(n) + O().
f) =535 5 f/) =55 5 fr0) =35 f(0) =335 fO0) =3
ap=1;a = 71 ag = a3—0 —1

12 ) 4 = 735-
- 12n6 + O(#)

n4

IIT Polynémes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin
III.A— Polynémes de Bernoulli
On définit une suite de polynomes (An)neN vérifiant :

A():l ,VTLEN ;A;H-l n et fO n+1 dt—O

Les polynomes B,, = n!A,, s’appellent les polynémes de Bernoulli.
ITI.A.1) Propriétés élémentaires

a) Ap est uniquement déterminé et deg(Ag) =0, A; = X + X et fol (t+Ndt=0=1+A

Alors A1 = X — 5 est bien déterminé et deg(A;) = 1.

Soit n > 1 tel que : Yk € [[0,n]] ; Ay existe et unique et deg(Ay) = k.

Alors A, 41 est un polynéme de degré (n +1).

An+1(X) = n+1 +fo t)dt et fo nt1(t)dt =0 = A, 11(0 +fo (Jo An(t)dt) da
Api1(X fo fo ( fo (t)dt) dz est donc un polynéme uniquement déterminé.

A2:§X2 2X+,uetf0 t t—l—,u)dt—O—f—*—&-M,alorsM——

Ag:%XS—iXQ—i—%X—FVeth 124 Lt v)dt =0=3; — &5 + 55 + v, alors v = 0.

_ . _ 1] . _ 1 1 L] . _ 1 1 1
s lAi=Xx-1]; |A=1x2-Llx+d|; |43=1x3_1x44+1x
b) Posons : Vn € N ; a,(X) = (-1)"A,(1 — X).
(an)nen est une suite de polynémes telle que :

a=1; YneN ; aj =, et folan+1 fo nt1(u)du =0. (poser :u=1-1)
Alors par unicité de I'existence de la suite (An)nEN établit a la question précedente, on déduit

que:Vn €N ; An = an c’est & dire YneN ; A,(X)=(-1)"4,(1 - X).
c) Vn >2; Ap(1) = [ An_1(t)dt = 0.
D’aprés la questlon precedente on a : Agn_l(O) = (1?2145, 1(1) = —A3,_1(0). (2n —1>2

)

Dou: ¥n>2; A,(1)=A,(0) et Az,_1(0) =0.
d) On pose : VneN cn = An(0). g =1= Ag(0) = Aog(X).

Soit n € N, tel que : A,(X) = ch% , alors : Ap,11(X) = Zcz éﬁl Z;, + A,41(0) =
i=0

n+1
Z o i
1 n+1 %)
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D’aprés la question précedente : Vn > 1 ; Apy1(1) — Ap1(0) =0= > —S5—

i (n+1—1)!
n—1 n+1C )
e) D’aprés la formule cidessus : co=1letVn>1; ¢, == m =— ) =
P ! 2o

Alors d’aprés la question II.A.2), Vn € N ; a, = ¢,.
ITI.A.2) Fonction génératrice

a)Vte[-1,1] ; VneN ; |[A,(O)| =|Da (f::ii)! <> (la_il!)! <X (nii)! ( selon I1.A.2) )
i=0 i=0 i=0

Vze D(0,1) ; Vte[-1,1] ; VneN ; |A.()|]2]" <elz]"
Dot la série (D A, (t)z™) converge absolument pour tout ¢ € [—1, 1] et tout z € D(0,1).
o0

On posera alors : f(t,2) = > A,(t)z".
n=0

b) Fixons z € D(0, 1) et posons : V¢ € [0,1] ; fo(8) = £(£,2) = 3 An(t)2™
n=0

D’aprés la question précédente, cette série converge normalement sur [0, 1].
Vn € N ; posons : g,(t) = A,(t)2" ; g, est une fonction polyndome donc de classe C! sur
[0,1], et Vn € N* ; gl (¢t) = AL (t)2"™ = zgn—_1(t), alors la série (D g/,(t)) est aussi normalement

convergente pour t € [0,1]. D’ott; f, définit une application de classe C! sur [0, 1] et
[ee]

vie[0,1] 5 £/(t) = 3 2gn-1(t) = 2f2 (1)
=il
Alors il existe une constante complexe §, telle que : V¢ € [0,1] ; f.(t) = 6,
Ve e [0,1] 5 f.(0)=0d,= > A,(0)2" = > a,z™ = %5 si 2 # 0 ( d’aprés : I1.A.3)b)
n=0 n=0

e*—1

Finalement : |Vt € [0,1] ; Vz € D(0,1)\{0} ; > A,(t)z" = ze' |
n=0

@2=1

. 2/2
c) Soit z € C* tel que : |z| < 2. 2 Pz 24 2 26;/42,1.

e*—1 (62/2)2_1 T er/21
Alors pour tout z € D(0,1)\{0};
£-(3)+ £:(0) = 2£:2(0) = X (4n(3) + 4n(0)) 2" = 23 An(0) (3)"-

n=

Alors par identification des deux séries entieres qui sont de rayon de convergence non nul, on a :
VneN ; An(%)—l—an:Zﬂ. Dou : |VneN ; An(%) = (271%1—1)an |

on

ITI.A.3) Variations des polynémes de Bernoulli

a) (i) A2 = 3X?—1X + 55 ; Ay(z) =x — 5 ; A, est strictement décroissante sur [0,3] et

strictement croissante sur [4,1]. A3(0) = A3(1) = 75 > 0> A(3) = —3a2 = 5.

(ii) Soit n € N, tel que : VE € [[2,4n + 2]]; A satisfait les conditions données & ’énoncé.
A2 est strictement décroissante sur [0,3] et strictement croissante sur 3, 1].

Agni2(0) = Agnga(1) > 0> Agnya(3).

Il existe un unique couple de réels (u,v) tel que: 0 < u < 3+ <v <1 et Agny2(u) = Agni2(v) =0.
et donc Agp12(t) > 0 sur |0, ul; Agpia(t) < 0 sur Ju,v[; Agnia(t) > 0 sur Ju, 1]

Vi€ [0,1] ; Aypis(t) = Asnia(?)

Aynys est strictement croissante sur [0, u] et sur [v, 1], et strictement décroissante sur [u, v].
D’aprés : III.A.1)c) Aant3(0) = Aants(1) =0 = agpys donc d’aprés la question précedente :

On déduit : A4n+3(0) = A4n+3(1) = A4n+3(%) =0.
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Les variations ci dessus de A4,+3 permettent alors de déduire que :

Agny3(t) <0sit €]l 1] et Agnys(t) > 0sit€]0, 3]

(iii) On refait le méme procédé en exploitant les variations de Ay,13 établits ci dessus et le
faite que Aypq3 = A}, 4 pour établir les propriétés relatives a Ay 4.

et ensuite celle de Ay, 45 par le méme procédé.

Par récurrence sur n, on obtient alors les propriétés énoncées dans le texte de ce probleme.
b) D’aprés les propriétés de la question précédente : Vn € N*; Vz € [0, 1]

(i) |A2n(z)| < max(|A2,(0)], | A2 (3)]) =
(ii) [A2nt1(2)] = |A2n+1($) A2n+1(%

lazn|
5 -

ma (|a2n‘ | 2271 T 1) a2n| - ‘a2n| .
< sup }A2n+1(y)| |33 - %‘ = sup [Aa.(y)] ‘x - %| <
y€(0,1] y€[0,1]

ou l'on a utilisé 'inégalité des accroissements finis et le (i) ci dessus.
III.B— Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

ITI.B.1) Soit f une fonction de classe C* sur [0, 1].

a) Par récurrence sur ¢ > 1, montrons que :

Vg e N f(1) = £(0) = Yo (—1)* [A;(0FD )]s + (—1)7 [ A,(0)FeD (Bt

j=1

Pour ¢g=1:
Jo Ax()f "(t)dt = [Ar()f '(8)]g — fy AL(E)f (D)t = [Av(t) ~Jo f

Jo A®F "(H)dt = [A () f 'O — (F(1) = £(0))

La propriété est établit pour ¢ = 1.
q , ,
Soit g € N* tel que : f(1) = £(0) = 3 (—1)7! [4;(0)fD ()] + (=1) [y Ag(H)F @D (B)dt.

Jj=1

Par intégration par parties on a :

fo @O f@D(b)dt = [Agy1(t) FOV(t )] fl Agy1(t) 92 (t)dt. remplagons dans 1'égalité ci
dessus on obtient :

F1) = £(0) = 55 (-1 [A; (SO @] + (—1)7 [ g (01 (0.

Jj=1

b) On applique la question précédente pour ¢ = 2p + 1.
2p+1 )
F) = £0) = X (=17 [A4;(0) 9 ()] — Jo Azpsa (8)FCPHD (t)dt.

7j=1
FO) = F0) = 52 (C1P (4,007 0) = 4;0)SO0) = [} Apsa (O 1)
) = 50 = MO+ W)+ S Y 40500 - 40790) -

Jo Avpi1 (8) FCPHD (1)t
Donc en utilisant ITI.A.1)c)

F(1) = 10) = 3 /0)+ £ () = Laz; (FEI(1) = FCP©)) = Jy Anpia )1+ ).

ITI.B.2) Soient n € N et f une fonction de classe C* sur [n, +0o0l.
On suppose que f et toutes ses dérivées sont de signe constant sur [n, +oo[ et tendent
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vers 0 en +00.
Pour tout k£ > n, on pose : fi(t) = f(k +t).
fr est C* sur [0, 1], alors d’aprés la question précédente : Vp € N* on a :

Fu(@) = f1(0) = §(f () + £/ (1)) — g (7220) = £20(0)) = Jy Azpia (S (D).

PO 1) = 1) = 36 /() +- (k1)) = S (FOD i+ 1) = FEIE) = Azpa (0P
t)dt.

Alors selon le changement de variable : u = k + t, on obtient :

Fk+1) = f(k) = 3(f'(k) + f'(k+ 1) - Zaz (FCD(k+1) = FCI(K)) — [F Agpir (u —

k)24 (u)du
e+ D) = fB) = BEW) D) - Yy (k4D - FOO() -

S A (D) FCP (2 dt

Soit N > n, et sommons 'expression précedente entre n et N.
N P ) ,

OV + 1) = fm) = £ F/0) = 317() + 3OV + 1) = Laay (PPN +1) = ) -
=n J=

N+L 4,
S A () fPTR()dt
Vj e N ; fU) garde un signe constant sur [n, +00[ et tend vers 0 en +o0, alors Vj € N*
1) est intégrable sur [n, +oo[, de plus, d’aprés III.A.3)b) et IL.A.2); Vz € [0,1]; [Agpqi1(2z)] <1
Alors : Vt € [n, 400 ; |43, () fPPD ()| < |FPPH(1)].
L’application [t — A3, (t) f(*PF2)(t)] est donc continue par morceaux intégrable sur [n, +o0cl.

D’ott Nlim frfvﬂ Az, () fPPF2(t)dt existe bien et par conséquent hm (Z f'(k )) existe
—00

aussi.
On fait alors tendre IV vers 'infini dans ’égalité ci dessus on obtient :

if: FR) = —F(n)+ L /(n) — iaajf@ ) [ AS 4 () 2P ()t

En utilisant III.A.3)b) On a : f+°° As (¢ (t)f 22 (¢ dt’ < f+°0 lazp| |f(2p+2 |dt

Puisque f(??12) garde un signe constant sur [n, 400, alors :
fn“’o |f(2p+2)(t)|dt = ‘f:w f(2p+2)(t)dt’ = |f(2p+1)(n)|, D’ou

[ A5, (0PI ()| <

% |f(2p+1)(n){ )

2p—2
ITII.B.2) On a vu dans IL.B.2) que : R, (a) = — Z aifP(n) + O(=arbr=r)

Ra(0) = —f(n) + 1 /() = 5 a:fO(n) + O(spbrer).

i=2
Alors selon la question : II.A.3)c) et pour f(t) = W qui définit bien une application de
classe C'™° sur [n, 00| qui satisfait bien les conditions de II1.A.2), I’égalité précédente s’écrit :

[e’s) —1
1706 = ~fn) + 3 '(n) = T 02,4 (m) + O(ssby=r).
=n j=
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Identifions avec I'égalité de la question précedente, le terme O(—z5=r) s’écrit sous forme :
d’une intégrale, qui est : f:oo Agpfl(t)f@p) (t)dt. On écrit alors :

p—1
Ry () = =f(n) + 3 '(n) = 3 az; F®D(n) + [ A5, (1) fOP ().

j=1

IV Compléments sur ’erreur

1

On fixe ici un réel a > 1 et on considere la fonction f définie sur R* par f(z) = Tzt

IV.A— Encadrement de ’erreur

IV.A.1) Soit g une fonction continue par morceaux croissante sur [0, 1].

fol An(t)g(t)dt = 01/2 Ap(t)g(t)dt + f11/2 A, (t)g(t)dt. On change la deuxiéme intégrale par le
changement de variable : w =1 — ¢, on obtient :

S An®g(t)dt = 7> Au(t)g(t)dt + [17* An(1 —t)g(1 — t)dt. et d’aprés TILA.1)b)
Ji < > < it = 1% A, (0)g(t) + (1) <1 — 1))t

Alors pour n impair, ceci s’écrit : fo t)dt = 1/2 An(t)(g(t) —g(1 —t))dt.
g est croissante, alors : V¢ € [0, 3] ; (g(t) g(l — t)) 0.

Sin=1 (mod 4) alors : V¢ € [0, 1]; A, () <0, d’ou : fo )g(t)dt > 0.

Sin =3 (mod 4) alors : V¢ € [0, 3]; A, (¢) >0, d’ou : fo )g(t)dt < 0.

IV.A.2) On reprend les notatlons de II.B.2) et le résultat du III B.2)
Ry(@) = —f(n) + 5.f'(n) — Zaz D (n) + [ A3, (8)F@P (1) dt.

Rn(a) = gn,Qp 2( Z Lo f+oo A;p 1 f(zp ( )

S(@) = Sp2p-2(a) + f+oo Az, ()P (t)dt.

Remlacons successwement dans cet égalité p par (2p + 1), (2p + 2), et 2p. On obtient :
(1) S(@) = Sn.ap(a) + f oo Azp+1 (t) F4P+2) (t)dt.

(i) S(a) = Spapt2(e) + f Ay s(t) fUPTD(8)dt.

(ii) S(e) = Snap—a(a) + [7°° A5, (£) f4P (¢ )dt

OO px* k+1 44
Examinons le cas ( er Al () (t) fAP+2)(¢) Z f + A ( (t) F4P+2) (1) dt
f+oo A f(4p+2 (t)d Z karl Agpia(t — k)f(4p+2 Ot = 3 fol A4p+l(u)f(4p+z)(u "
k=n

k)dt.

L)’application ¢ [u— fAPF2) (4 + k)] est continue croissante sur [0, 1] alors d’aprés la question
précedente : fol Agpr1(w) fEP+2) (u + k)dt > 0 et par conséquent : f Al () FEPD(H)dt > 0
Dot Sy, 4p(cr) < S(c).

De la méme maniére on a : fnJroo Ap, s (@) FEPTD(8)dE < 0 et f;roo A;, () F@P) (t)dt < 0.

D’ou les inégalités : Sy, ap(ar) < S(a) < Sy apta(a) et Sy ap(a) < S(a) < Sy, ap—2(a).

Soit maintenant p > 1. On va utiliser ces deux inégalités dans les deux cas suivants :

Premier cas : Si p est pair; p=2q _ _ _

0 < S(a) = Spap(e) = S(@) — Snag(a) < Spagra(a) — Spaq(e) = _a4q+2f(4q+2)(n) =
—azp2f*PH) (n).

Dot [S(@) — Sn2p(@)| < |azps2f 42 ()]
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Deuxiéme cas : Si p est impair; p = 2q — 1 B _
0 < Snapla) — S(a) = Spag—2(a) — S(a) < Spag—2(a) — Spaq(a) = a4qf(4q)(”)
a2p+2f(2p+2)(n)-

D’ou ‘S(a) - §n,2p(a)‘ < |agps2f2P2 (n)|.
IV.A.3) Dans cette question on reprend le cas de I1.B.3), on applique la question
précedente, on obtient : | S(3) — Si00,4(3)| < [asf® (100)| = 7sy | f ©)(100)] .

f(%()nz = fle) =5 f"(2) =2 fOx) = B fW(2) = =5, fO(2) = 32, fO(2) =

8
£6)(100) = —360.7.10~6, alors ‘5(3) - §100,4(3)‘ < 36071030 _ 1(-16 < 10-17,
IV.B— Séries de Fourier
Pour tout entier naturel p > 1 et tout réel x, on pose : A p(@) = Ap(£ — [£]).
IV.B.1) A, est continue sur R et 'application [z — 5= — [% ] est continue par morceaux
sur R, alors A est continue par morceaux sur R.
Ap(x +27) = Ap(% - [%]) = Ap(% +1- [% + 1}) = Ap($)~

1 2 —in

IV.B.2) Ay(n) = 5= [; APN(t)e tdt.
Vi e [0,2n] 5 [£] =0et Ap(t) = Ap( ) et Ay(n :sz Je~"tdt. On pose : & = 5=.
/Alp(n) = fol Ap(z)e™2"™%dy. Fixons n € Z*et posons : h(x) = (2_;% h est C*° sur [0, 1] et
on a :

~

Ap(n) = fol A, (z)hP*+Y) (z)dz. Appliquons maintenant la question ITLB.1).

Ay(n) = (~1)P(h(1) = h(0)) — (~1)P 35 (~1)7* [4; (RO (D))

j=1
Vu que h est ses dérivées successives sont 1-périodiques et que d’aprés II1.A.1)c)
pour tout j > 2, A;(1) = A,(0).
2p<n> = (- 1>p+1<A1<1>h’<1> — A(0)1(0)) = (~1PH(0) = (55T = Gt
fo x)dx = 0.

IV.B.3) La série de Fourier de Zp est donnée par : §p(33) = > et

(2émn)P+1 -
nez*

p+ 1> 1alors la série de Fourier de ﬁp converge normalement sur R.

IV.B.4) ag, = A2,(0), Egp est 2m-périodique de classe C! par morceaux, alors d’aprés le
théoréme de Dirichlet : > 0 e — AQ”HO);AQ”(_O).

- 2imn)3P
Pour z > 0, = proche de 0, /Tgp(x) = Agp(3%)-
Pour x < 0,  proche de 0, /Tgp(x) = Agp(5= +1).
Alors: > —2-1F AQ"(O);A%(I) = Ay,(0). ( D’aprés la question II1.A.1)b) )
n

— (27n)2p

Finalement : as, = A,(0) = (—1)P*! 225911;)21)_
IV.C— Comportement de ’erreur

IV.C.1) 1l suffit de dériver 'expression : f(z) = W 2p fois et ensuite (2p + 2) fois et
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(2p+2) _
utiliser I’égalité de IV.B.4) pour obtenir le résultat : a2‘;22§(2:)(n)(”) = (o‘+2p)i3j:fs(2§(2p+2).

IV.C.2) Ici on va examiner deux résultats, celui de IV.A.2) et celui de IV.C.1).

= azpiaf®D (n a+2p)(at2p—1)S(2p+2
S(a) — Sn,2p(a)‘ < Jagpr2 fPPT (n)] et 2a-;:7§(2p)(n)( | = ot p)in;wfs(;p)( =),

(e} o0 o0
S(2p) = Y. 4 =14 Y 4. La série > —; converge normalement pour p € [1,+oc], alors
n=1

n=2 n=2
o0 o0
lim > - =3 lim & =0et lim S(2p) = 1.
p——+oo =™ n—op—+oo™ p—r—+o0
N . g (2p+2) g 2p) (a+2p—1)S(2p+2)
Alors fixé : lim |2zl P ()] iy (o42 P Pre) — .
ors a n fixé pil | T e 1P () i 4n?725(2p) +00

Pour n fixé, plus que p est grand, plus que lapproximation de S(a) par §n,2p(a) est mauvaise.

Etant donné que S(SQ(I;:)Q ) < 1, ne choisir que des couples d’entiers tels que :

En = % |f(2p)(n)‘ est suffisament petit, comme ¢a on aura :
$(0) = 8 2p(0)] < |azpr2 f P ()] < Jazy ) ()| 22U poNSERED) <

ce qui permet d’avoir de bonnes approximations de S(«) par §n,2p(a).
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