Mathématiques spéciales le 19 Février 2024

Corrigé du devoir surveillé n°8

1. CCinP

Probléme 1. CCinP 2018
ESTIMATIONS NUMERIQUES D’YINTEGRALES
Objectifs
Le fil conducteur de ce sujet est le calcul approché d’intégrales.

La partie 1 est indépendante des autres parties. A travers 'exemple de I'intégrale de Gauss, on
utilise des suites de fonctions et on “permute limite et intégrale”.

Les parties 2 et 3 peuvent étre traitées de maniere indépendante. La partie 4 utilise des résultats
des parties 2 et 3.

Les parties 2,3 et 4 traitent de 1'utilisation de polynoémes interpolateurs pour le calcul approché
d’intégrales : on présente le principe des méthodes de quadrature, dite de Newton-Cotes, ainsi

qu’un raffinement avec la méthode de quadrature de Gauss.

Le sujet comporte aussi quelques questions notées Informatique portant sur le programme “in-
formatique pour tous”. Les algorithmes demandés doivent étre écrits en langage Python.

Notations

— Si f est une fonction réelle bornée sur [a, b] avec a < b, on pose

1flloe = sup]\f(x)l

z€la,b

— On note R, [X] 'ensemble des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal a
n. On pourra confondre les expressions “polynomes” et “fonctions polynomiales”.

1 “Permutation limite-intégrale” et intégrales de Gauss

1
2
I:/eﬂ” dz
0

1.1 Utilisation d’une série entiere

On consideére l'intégrale de Gauss

Q.1. Démontrer & ’aide d’une série entiere que

—+oo p
B (_1)n
I= nZ:O (2n + 1)n!



On pose, pour n € N,

o (=DF
n = kzzo (2k + 1)k!

Q.2. Justifier que pour tout n € N, on

T =snl < (2n +3)(n +1)!

Q.3. Informatique : écrire une fonction récursive factorielle qui prend en argument un
entier n et renvoie 'entier n!.

Q.4. Informatique : en déduire un script qui détermine un entier N tel que |I — sy | < 1076,

1.2 Utilisation d’une autre suite de fonctions

Pour tout n € N*, on définit sur [0, +o00[ la fonction f, par :

o =(1-2)

Q.5. Déterminer, en détaillant, la limite simple de la suite de fonctions (fy,)nen--

Q.6. Soit n € N*. Démontrer que Vz € [0,1], |fn(z)| < e=*". En déduire que
n _1\k
I— lim (”> =Dt
n=boo £\ k ) nk (2h + 1)

2 Notion de polyndéme interpolateur

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On se donne n + 1 points xg, z1,. .., 2, dans [a,b],
deux a deux distincts.

On appelle polynome interpolateur de f aux points x;, un polyndéme P € R,[X] qui coincide
avec f aux points x;, ¢’est-a-dire tel que pour tout ¢ € [0,n], P(z;) = f(z;).

2.1 Existence du polyndéme interpolateur

Pour tout entier ¢ de [0,n], on définit le polynoéme I; de R, [X] par :

On pose :
La(f) =) fl@)l(X)
i=0

Q.7. Démontrer que L, (f) est un polynéme interpolateur de f aux points z;, puis démontrer
P'unicité d’un tel polynéme.

Un tel polyndéme est appelé polynome interpolateur de Lagrange.



2.2 Calcul effectif du polynéme interpolateur de Lagrange

n
Q.8. Informatique : si yg,...,y, sont des réels, le polynéme P = > y;1;(X) est I'unique poly-
i=0
néme de R, [X] vérifiant P(x;) = y; pour tout i. Ecrire en langage Python une fonction
lagrange qui prend en arguments z une liste de points d’interpolations x;, y une liste
d’ordonnées y; de méme longueur que x, a un réel, et qui renvoie la valeur de P en a.
Par exemple, si Xx=[-1,0,1] et y=[4,0,4], on montre que P = 4X? et donc P(3) = 36.
Ainsi lagrange(x,y, 3) renverra 36.

Q.9. Informatique : chercher le polynéme interpolateur P = a9 + a1 X + -+ - + a, X" de f aux

points x; revient aussi a résoudre le systeme linéaire suivant d’inconnues ag, ..., a, :
P(zo) = f(wo) ao f (o)
: =vli|=|
P(zy) = f(zy) an f(zyn

ou V est une matrice carrée de taille n + 1.
Déterminer la matrice V' et indiquer la complexité du calcul en fonction de n, lorsque 'on
résout ce systeme linéaire par la méthode du pivot de Gauss.

2.3 Expression de ’erreur d’interpolation

On suppose, en plus dans cette partie, que f est de classe C"*! sur [a, b]. On rappelle que Ly, (f)
est son unique polynoéme interpolateur aux points z;.

On note o = {xg,...,x,} Pensemble des points d’interpolations et 7, le polynéme de R,,41[X]
défini par

n

Ty = H(X — ;)

=0

On veut démontrer pour tout réel = € [a, b], la propriété suivante notée P,, :

f(nJrl)(Cm)

Jex €]a,bl, f(z) — Ln(f)(z) = (n+1)!

7o ()
Q.10. Résultat préliminaire : soit p € N*. Démontrer que si ¢ : [a,b] — R est une fonction p-fois
dérivable qui s’annule p + 1 fois, alors il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢ (c) = 0.

Q.11. Justifier que pour tout x € o, la propriété P, est vraie.
On fixe z un réel de [a, b] qui n’est pas dans o. Soit A un réel. On définit sur [a, b] une application
F par
F(t) = f(t) = Ln(f)(t) — Ama(t)
Q.12. Déterminer un réel A de sorte que F(z) = 0. On choisira alors A de cette fagon.
Q.13. Démontrer que F' s’annule n + 2 fois et en déduire que P, est vraie.

Q.14. Justifier que la fonction £+ est bornée sur [a,b] et en déduire un réel positif K indé-
pendant de n tel que
Kt

1
1f = La(f)lloe < m\lf("“)lloo

Q.15. En déduire que si f est la fonction sinus, la suite (L, (f))nen converge uniformément vers
f sur [0,27]



Q.16. On définit f sur [—1,1] par f(z) = H% Démontrer a I’aide d’une série entiére que

Vk €N, [|[fM]|o > (2k)!

Cette derniére inégalité montre que la quantité || f(*+1)| . peut étre grande et cela peut
empécher parfois la convergence de la suite de polynomes interpolateurs. Ceci est appelé
le phénomeéne de Runge.

3 Famille de polynomes orthogonaux

On munit R[X] l'espace des polynomes a coefficients réels du produit scalaire (.,.) défini par :
pour tous polynoémes P et @ de R[X],

1
(P,Q) = / PHQ() dt

-1

On applique le procédé d’orthonomalisation de Gram-Schmidt & la base canonique (1, X, X2,...)
de R[X]. On obtient donc une famille orthonormée de polynémes (P, P1, Py, ... ) vérifiant

Vk € N*, Vect(1,X,...,X*) = Vect(Py, Py, ..., P)

Le polynéme P, s’appelle le polynéme de Legendre d’indice n.
Q.17. Calculer Py et P;.

Q.18. Justifier que pour n > 1, le polynéme P, est orthogonal & R,,_1[X]. Démontrer que le
polyndéme P, est de degré n.

On prend n > 1. On veut démontrer que P,, admet n racines simples dans [—1, 1].

Q.19. Justifier que fil P, (t) dt = 0 et en déduire que P,, admet au moins une racine dans [—1, 1].

On suppose par 'absurde que P,, admet strictement moins de n racine simples. Si P,, admet des
racines t1,...,t, de multiplicité impaire avec p < n, on pose Q@ = (X —t1)...(X —¢,); sinon,
on pose (Q = 1. On considere enfin le polynéme H = QP,.

Q.20. Justifier que f_ll H(t) dt = 0, puis conclure (on pourra remarquer que H est de signe
constant sur [—1,1]).

4 Méthodes de quadrature

Dans cette partie, nous allons voir comment les polyndéme interpolateurs de Lagrange peuvent
étre utilisés pour estimer f; f(x) dz pour f : [a,b] — R continue.

Pour cela, on choisit d’abord une subdivision a = 29 < 1 < --- < zxy = b de lintervalle [a, b].
A cause du phénomeéne de Runge, si N est grand, le polynéme interpolateur de f aux points x;
n’est pas forcément une bonne approximation de f. Approximer f; f(t) dt par f; Ly(f)(z) dx
n’est donc pas forcément pertinent...

Nous allons en fait approximer f par un polyndéme d’interpolation sur chaque petit intervalle
[k, Tk+1]. D’apres la relation de Chasles, on a

/abf(x) dx = JZZ:/;HI f(z) dzx



Q.21. Justifier que

Trk+1 _ 1 —
/ f(z) de = w/ g(t) dt avec g(t) = f (wk +(t+ 1)xk+12xk>
Tk —1

On est donc ramenés & estimer fil g(t)dt ot g : [—1,1] = R est une fonction continue.
On se donne n + 1 points tg,t1,...,t, dans [—1,1], deux & deux distincts.
On rappelle que Ly, (g) = >, 9(t;)l;(X) est le polynéme interpolateur de g aux points t; et on

pose
1

J(g) :/ L, (g)(t) dt = Zaig(ti) avec :/ 1;(t) dt

—1 -1

Lorsqu’on approxime f_ll g(t) dt par J(g), c’est-a-dire :

1 n
| o~y agle)
-1 i=0
on dit que J est une méthode de quadrature associée aux points tg, . .., ¢, et aux poids «y, . . ., .
Q.22. Justifier que pour tout polynéme P € R,[X], on a J(P) = Ll1 P(t) dt.
On dit que la méthode de quadrature J est d’ordre au moins n car la formule approchée est
exacte pour les polynémes de dégré inférieur ou égal a n.
Q.23. Exemple : on prend n = 1, tg = —1 et t; = 1. Déterminer «g et a;. Expliquer a 'aide d’un
graphique en prenant g positive pourquoi, dans ce cas, la méthode J s’appelle la “méthode
des trapezes”.

Quadrature de Gauss

Dans les deux questions suivantes, on prend pour points d’interpolation tg,t1,...,t, les (n+ 1)
racines du polynéme de Legendre P,; introduit dans la partie 3.

Nous allons démontrer que, dans ce cas, la formule de quadrature J est d’ordre au moins 2n + 1.
Soit P € Rgy41[X]. On fait la division euclidienne de P par P, 41, on note respectivement @ le
quotient et R le reste de cette division :

P:QPn+1+R

Q.24. Démontrer que J(QP,+1) = f_ll Q(t)Py41(t) dt, puis conclure que J(P) = f_ll P(t) dt.

Q.25. Démontrer que les poids «ag,...,a, associés a la quadrature de Gauss sont strictement
positifs et calculer leur somme.



5.1

Q.1.

Q.4.

“Permutation limite-intégrale” et intégrales de Gauss

Utilisation d’une série entiéere
La fonction exp est développable en série entiére entiere de rayon de convergence infini et
VteR, et = —

k!
k=0

En utilisant ceci avec 22, on en déduit que
1 A 2172k
I= / (=1)F— dzx
, =V

fo @z (—l)k% est continue sur [0,1] et || fi|loc = 77 est le terme général d'une série
convergente. Ainsi, Y (fx) converge normalement sur le SEGMENT [0,1]. On est dans le
cas simple ou l'interversion somme-intégrale est licite. Elle donne

+oo kol
=ll
k=0 70

Le calcul de l'intégrale est immédiat et on trouve

+o00 (—1)"
I= nz:% (2n +1)n!

)i a7 . ; L
20 up = m est le terme général d’une suite alternée, décroissante en module et conver-

gente de limite nulle. La régle spéciale s’applique a la série Y (uy). Elle indique que

+oo

>

k=n-+1

S |un+1|

Ceci s’écrit exactement

|I - 5n,| S

(2n+3)(n+1)!

. def factorielle(n):

if n==0: return 1
else: return (factorielle (n-1))*n

On calcule les termes u;, définis en question 2 tant le module du terme est inférieur & 1076.
def u(k):
return (-1)**k/((2*k+1)*factorielle(k))

k=0
while abs(u(k))>10**(-6):
k=k+1

print(k)



5.2 Utilisation d’une autre suite de fonctions

Q.5. Soit > 0. 22/n — 0 quand n — +oo et il existe donc un rang ng tel que Vn > ng, 0 <
%2<%.Pourcesn, 1—%2>Oetdonc

Yn > ng, fn(x)=exp (nln (1 - xQ))

n

Le terme dans I’exponentielle équivaut, quand n — +o00, a n X (—%) = —22 et tend donc

vers —z2. Par continuité de I'exponentielle, on a donc f,(z) — e~* quand n — +oo.

. 2
(fn) converge simpelment sur RT vers o — e™*

Q.6. Par concavité de la fonction logarithme,
Yu>—1, In(1+u) <u

Soit = € [0,1] et soit n € N*. 22/n € [0,1]. Si 2%/n € [0, 1] alors (croissance de exp et notre

inégalité de concavité)
.’E2 2
fo(x)=exp|nln(l——]) <e™®
n

et le résultat reste vrai si 22/n =1 (0 < e=*" dans ce cas). Ainsi

2

Vo € [0,1], [fa(z)] <e™

Utilisons alors le théoreme de convergence dominée.

- (fn) est une suite de fonctions continues qui converge simplement sur [0, 1] vers une
fonction continue sur [0, 1].

- Vn € N*, Vo € [0,1], |fa(z)] < e et © — e est intégrable sur [0,1] puisque
continue sur le SEGMENT.

Le théoreme s’applique et donne

1 2\ "
I= lim (1 - I)
n—-+oo 0 n

On développe la puissance par formule du binéme et par linéarité du passage a 'intégrale,

n n 1 x2 k
I = lim < )/ <—> dx
n—+o0 k) Jo n
k=0

Le calcul de l'intégrale est immédiat et on trouve

n Yy
3 ()
n—-+oo — k) n (2/{3 + 1)




6 Notion de polynéme interpolateur

6.1
Q.7.

6.2
Q.8.

Q.9.

Existence du polynéme interpolateur

xy est racine de [; pour ¢ # k et l;(x;) = 0, c’est-a-dire
li(zk) = 0ik

On en déduit que

n

Vk € [0,n], Lo(f)(@k) = Y f(@:)din = f(zk)

=0

L, (f) interpole donc f aux points xq, . .., Tp.

Si P est un autre polyndme interpolateur alors P — L, (f) € R,[X] s’annule aux points
ZQ,...,Ty. C’est un polynome de degré < n ayant au moins n + 1 racines et c’est donc le
polynéme nul.

‘Ln(f) est I'unique polyndme interpolateur de f aux points zq,..., T,

Calcul effectif du polynéme interpolateur de Lagrange

Une premiere fonction 1(1i,X,a) permet le calcul de I;(a) associé aux zy.

def 1(i,x,a):

r=1
for k in range(len(x)):
if k!=i:
r=r*(a-x[k])/(x[1]-x[k])
return r

Il reste a calculer la somme définissant L,, associé aux y;.

def lagrange(x,y,a):
s=0
for 1 in range(len(x)):
s=s+1(1i,x,a)*y[i]
return s

La matrice cherchée est une matrice de Vandermonde :

1 2o ... xg

1z ... 2
V:

1 z, ... zV

On peut d’ailleurs noter que d’apres le cours cette matrice est inversible quand les x; sont
deux a deux distincts ce qui permet de prouver a nouveau l’existence et 1'unicité d’un
polynéme interpolateur.

Dans la résolution par méthode de Gauss,

- on cherche un pivot sur la colonne 1 que l'on raméne en position 1 (n opérations) et
on fait appraitre des zéros par n — 1 combinaisons de lignes (O(n?) opérations)



6.3

Q.10.

Q.11.

Q.12.

Q.13.

Q.14.

- on procede de méme avec les colonnes 2, . ..,n+ 1 pour & chaque fois O(n?) opérations
- on en déduit z,,41,...,20 en O(1+2+ -+ (n+ 1)) = O(n?) opérations.

‘La complexité du calcul est O(n?) ‘

Expression de ’erreur d’interpolation

Montrons par récurrence (finie) que la propriété : “¢(®) s’annule p + 1 — k fois” est vraie
pour k=0,...,p.

- Le résultat est vrai au rang 0 par hypothese sur ¢.

- Soit k € [0,p — 1] tel que le résultat soit vrai au rang k. On note y1 < -+ < Yp+1—k
des points d’annulation de ¢*). Par théoréme de Rolle appliqué & ¢®*) | ¢(*+1) gannule
sur Jy;, yip1[ pour i = 1,...,p — k. $**1) admet donc au moins p — k annulations et
lerésultat est vrai au rang k + 1.

On en déduit en particulier (propriété au rang p) que #P) s’annule. Ce zéro est strictement
entre le minimum et le maximum des éléments de o et donc dans |a, b[.

’ si ¢ : [a,b] = R s’annule p + 1 fois, il existe ¢ €]a, b] tel que ¢P)(c) = 0. ‘

f— Ln(f) ainsi que 7, s’annulent en tout point de o. Pour = € o, P, est donc vraie (on
peut choisir pour ¢, n’importe quel élément de ]a, b]).

‘pour tout x € o, la propriété P, est vraie‘

Comme z ¢ o, m,(x) # 0 et on peut donc poser

et on a alors F(x) = 0.

F g’annule (comme f— L, (f) et 7,) en tout point de o et en = ¢ 0. On a donc n+ 1 points
d’annulation au moins.

‘F s’annule n + 2 fois‘

On en déduit avec Q.10 que F("1) gannule en un point ¢, €]a, b[. Comme L, (f) € R,[X],

sa dérivée n + 1-ieme est nulle. Comme 7, est unitaire de degré n+ 1, sa dérivée n + 1-iéme
(n+1)
est le polynéme constante (n + 1)!. On en déduit que A = £ (=) Comme F(z) =0, on

(n+1)!
obtient P,.

‘Vz € [a,b], Py est Vraie‘

f( 1) est continue sur le segment [a, b] et donc bornée sur ce segment |.

On remarque que
Vz € [a,b], |1,(2)] < (b—a)”

Avec la propriété P,, on en déduit que

)n+1

1 = La(f)lloo < S22 | gm0




Q.15.

Q.16.

On imagine ici que l'on se donne une suite (x)reny d’éléments deux & deux distincts de
[0, 27] et que l'on considére pour chaque n le polynéme L., (f) associé a o, = {zo,...,Tn}-
On définit alors une suite de polynémes. Comme sin et toute ses dérivées sont majorées en
module par 1 sur R, on en déduit avec la question précédente que

27)n Tl

I/ = En(Dlleco2m < 77

Par croissances comparées, le majorant est de limite nulle et ainsi

‘ (Ly(f))nen converge uniformément vers f sur [0, 27] ‘

On sait que
+o0o

Vo €] - 1,1[, f(z) =) (~1)ka?*
k=0
Quand une fonction est développable en série entiere, son développement est nécessairement
celui de Taylor. Ainsi
Vk e N, f@R(0) = (=1)k(2k)!
On en déduit que || "], > |f(0)] > (2k)! (la norme infinie existe puisque f est de classe
C* sur le segment [—1,1]).

Vk €N, [|F®9]o > (2k)!

7 Famille de polynémes orthogonaux

Q.17.

Q.18.

Q.19.

Comme (1,1) =2, ona| Py = . On calcule alors

1
V2

2
Ql :X—<X7P0>P0:X et <X,X>:§

3
pour en déduire que | P, = §X
Soit n € N*. (P,..., P,) étant orthonormée, P,, est orthogonal aux P; avec i < n — 1 et

donc & lespace engendré par ces polyndmes, c’est-a-dire R,,_1[X].
Par ailleurs P, € Vect(1,...,X") = R,[X] et P, ¢ Vect(Py,...,Pr_1) = R,,_1[X] (car
(Po, ..., P,) est libre). Ainsi, P, est de degré n.

P, € R,_1[X]* et deg(P,) =n

Comme n > 1,1 € R,_1[X] et donc (P,,1) =0 i.e. f_ll P,(t) dt =0|.
Si, par 'absurde, P, n’admettait pas de racine dans [—1,1] alors (théoréme des valeurs
intermédiaires avec P,, continu), P, serait de signe constant sur [—1,1]. Avec la continuité

de P, et f_ll P, (t) dt = 0, ceci entrainerait la nullité de P, sur [—1,1]. P, serait alors le
polynéme nul (infinité de racine) ce qui est faux.

‘ P,, admet au moins une racine dans [—1, 1] ‘

10



Q.20. Par choix de @, H n’admet que des racines de multiplicité paire. Sa factorisation dans R[X]

8

Q.21.

Q.22.

Q.23.

s’écrit alors
—aH — ;) 2"“Hl(X)

ou H;j est un produit de polyndmes de degre 2, unitaires, a discriminant < 0. H est alors
de signe constant (selon le signe du coefficient dominant ¢).

Par ailleurs, Q € R,,_1[X] (car p < n) et donc (P,,Q) = 0, c’est & dire f_ll H(t)dt=0|

Comme ci-dessus (continuité, intégrale nulle, signe constant), ceci entraine la nullité de H
(sur [—1, 1] puis comme polynéme) et une absurdité (car ni P, ni @ n’est nul et R[X] est
integre).

On peut en fait reprendre le raisonnement en ne considérant que les racines de multiplicité
impaire dans [—1, 1]. On prouve alors par ’absurde qu’il y a n racines de multiplicité impaire
dans [—1,1]. Comme deg(P,) = n, les multiplicités valent 1 et on a toute les racines.

‘ P, admet n racines simples dans [—1, 1] ‘

Méthodes de quadrature

T=Tr
LTk+1—Tk

Tht1 1 — —
/ f(z) dz :/ f (:ck +(t+ 1)9”’““2 x’“) xk+12 Tk gt
Tk

-1

Le changement de variable affine (et donc licite) ¢ = 2 — 1 donne

ce qui est la formule demandée.

Comme [;(z) = 0i, on a J(I;) = o = f_ll Li(t) dt. P — > o P(t;) — f_ll P(t) dt est
linéaire et nulle en lg,...,l, et donc sur Vect(ly,...,l,) = R,[X] (tout polynéme P de
degré < n est combinaison des ; puisque P = Y1, P(t;)l;). Ainsi,

VP € R,[X], on a J(P f P(t

Onaly=—23(X—1)etl; = 2(X +1) et donc (calcul d’intégrale élémentaire)

050204121

20pg(0) est laire du rectangle [—1,1] x [0,9(—=1)] et 2a3g(1) celle du rec-
tangle [—1,1] x [0,¢(1)]. La demi-somme de ces quantités est laire du trapeéze
((—=1,0),(—=1,1),(1,9(1)),(-1,9(—1)), (—1,0)). Ceci explique le nom de la méthode.

Quadrature de Gauss

Q.24.

On a d’une part (les ¢; sont des racines de P, 11)

J(QPpi1) Z%Q Ppiai(ts) =0

D’autre part, comme P est de degré < 2n + 1 et P, 11 de degré n + 1, le quotient () est de
degré < n et donc orthogonal & P, 1. Ainsi

1
[ Punatt) dt -
1

On a donc

11



Q.25.

J(QPo) = / QP (1) dt =0

Comme J est linéaire, on a aussi J(P) = J(QP,+1) + J(R). De plus J(R) = fil R(t) dt
car R est de degré < n. Ainsi

1 1 1
J(P) = J(QPosr) = / Q)P (t) e+ / R(t) dt = / (QO)Puia () + R(1)) dt

-1 -1

et donc

J(P) = /_ 11 P(t) dt

Fixons i € [0,n] et posons P = H(X —t1,)%. P € Ry, [X] et donc
ki

1 n
| P dt=3(P) = 3" arP(t) = aiP(t)
=1 k=0
Comme P est continue, positive et non nulle sur [—1, 1], son intégrale sur [—1,1] est > 0.

De méme P(t;) > 0. Ainsi

On remarque enfin que la somme des a; vaut J(1) et comme 1 € Ry, 1[X], J(1) =
1
Jo 1dt=2.

—1

2. Mines-Ponts

Probléme 2. Mines-Ponts 2019

Majoration du rayon spectral de la matrice de Hilbert

Soit n un entier > 1. L’espace vectoriel R™ est muni de sa structure euclidienne canonique.
La norme euclidienne associée est notée || - ||. On note M,,(R) ’ensemble des matrices carrées
d’ordre n & coefficients réels, et on identifiera R™ & I’ensemble M,, 1 (R) des matrices colonnes
a coefficients réels. On note ‘X = (zg, 21 -+ 2p—1) € M1 ,(R) la matrice ligne transposée de la
matrice colonne

Lo

)

X = EMn1(R).

)

Ty —1

12



Enfin, on note X la fonction polynomiale définie sur R par la formule
. n—1
X(t)=> axt
k=0

L’objet du probléeme est 1’étude de quelques propriétés de la matrice de Hilbert H, =
(hg-zc))ogj,kgn—l € M, (R) définie par

1 1 1
1 1 "
2 3 +1
H, = "
i 1 1
n n+1 2n—1
On a donc hgnk) = J+++1 pour tous j,k € {0, 1,---, n—1}.

A. Une propriété de Perron-Frobenius
1. Montrer que la matrice H,, est symétrique réelle et définie positive. On pourra s’aider du
calcul de l'intégrale fol (X (t))%dt.
On note V le sous-espace propre de H,, associé a la plus grande valeur propre p,, de H,,.
2. Montrer que X € V si et seulement si ‘X H,, X = p, || X||?

X0 ‘LL'0|
T I ESY
Soit X = un vecteur non nul de V. On note | Xo| =
Tn—1 |xn—1‘

3. Etablir inégalité Xop, x, <'|Xo|H,|Xo| et en déduire que |X,| € V.

4. Montrer que H,|Xy|, puis que Xp, n’a aucune coordonnée nulle.

5. En déduire la dimension du sous-espace propre V.

B. Inégalité de Hilbert

Zo

Soit X = 1

un vecteur de R™ et P un polyndme a coefficients réels.
Tn—1
6. En s’aidant du calcul de lintégrale [ P(e?)e’?df, montrer 1’inégalité ‘f_ll P(t)dt’ <
[ [P(e')]d6, puis 'inégalité "X H, X < [T |X (e/)[2d.
7. En déduire que X H, X < 7|/ X|?

8. Montrer que la suite (pn)n>1 st croissante et convergente.

C. Un opérateur intégral

Dans la suite du probléme, pour tout entier n > 0 et tout réel =, on pose

13



Soit E Despace vectoriel des fonctions & valeurs réelles, continues et intégrables sur [0, 1] et
T,: E — E lapplication définie par

x):/o K, (tx)f(t)dt

9. Montrer que T}, est un endomorphisme de F, dont 0 est valeur propre.
(On rappelle que A € C est valeur propre de T, s’il existe f € E non nulle telle que

To(f) = Af)

10. Pour tout X € R", calculer T, n(f( ). En déduire que T}, et H,, ont les mémes valeurs propres
non nulles.

On note A I'ensemble des fonctions ¢ € E & valeurs strictement positives sur ]0, 1] telles
que + admette un prolongement continu sur [0,1]. On rappelle que p,, est la plus grande
valeur propre de H,,.

11. En utilisant un vecteur propre associé a p,,, montrer que

pn < inf sup / K, (tx)e
PeA zej01) P(T

En utilisant la partie A, montrer que I'on a égalité dans I'inégalité précédente.

D. Une maioration explicite des rayons spectraux

Soit ¢ € A et n € N. Dans la suite du probléme, on pose, pour tout z €]0, 1] :

1
- %) /0 Ko (t2)o(t)dt

Jn(@) = /01 o) gy,

1—tx
"™ Jn(x)
olx)
La fonction Gamma d’Euler est définie sur R par la formule

“+oo
I(z) = / t*Le~tdt.
0

On admet, et on pourra utiliser sans démonstration, les formules suivantes :

(I)n(x) =

Iz +1) =2al(x) pour tout x > 0.
I'(n)=(n- 1) pour tout entier n > 0.
F(aa)_l;%) fo te= (1 — )P lat pour tous réels o > 0, 3 > 0.

12. Montrer que J,, est dérivable sur |0, 1 et que 'on a 1’égalité

T (z) = /0 mdt—Jn(@.

On suppose dorénavant que ¢ € A est de classe C! sur [0, 1] et que (1 —t)p(t) — 0 lorsque
t—1".

14



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

Montrer que

ol ¢ est un coefficient & determiner et ot ¢’ désigne la dérivée de . (On pourra traiter &
part le cas n = 0, ot l'on considére que nJ,—1(z) = 0 et ou 'on montrera que ¢ = ¢(0).)

Déduire des deux questions précédentes que
2(1—2)J(x) = e+ (n+ 1)(z — 1) Ju (@) + n [} 7 p(t)dt + [} T gy,

1—tx
Soit 4 € R. Résoudre 1’équation différentielle (1—t)y’ = —vy sur 'intervalle [0, 1[. A quelles
conditions une solution y(t) de cette équation différentielle vérifie-t-elle les hypotheses faites
sur ¢ 7
On suppose désormais ces conditions réalisées et que la fonction ¢ est la solution de cette
équation différentielle telle que ¢(0) = 1.

Montrer que la fonction ®,, est dérivable sur ]0,1[ et que l'on a :

O, (x) = —(v+1) q)"f) +en g fglﬂ

ou l'on donnera 1’expression de la constante ¢, en fonction de n et de ~.

En déduire que pour tout = €]0, 1],

e [Tt
(@) = 21 A -

En déduire que pour n > 1,

1 N O A
pn < inf sup —— / n T dt
a€lodzepoap 27 Jo tH(1 =)l

ou l'on a posé 6, = (1704)(2772)...(717&)'

Un calcul montre, et on 'admet, que I'inégalité précédente implique 'inégalité :

g—1/n

n dt
n < i f e(lfa)/n/ '
= oo o te(I—pl-e

1/2n
En déduire que p, < 2w, arcsin(i) ,ou l’on a posé w, =2 (E;L:l);,)

Donner un équivalent de w,, — 1, puis un équivalent de ™ — 2w,, arcsin (% lorsque n — +oc.
n

15



A. Une propriété de Perron- Frobenius

1. Rappelons d'abord la formule générale pour une matrice A = (a;;)1< o0 € #u(R)
'NAX = (AX)X) = Y aiymia;.
1<i.j<n
Ici, et en utilisant l'indication, on a
1
NHX = Y f I de.
0<i j<n—1 o

Utilisant la linéarité de l'intégrale et reconnaissant un carré, on obtient :

1 1 fn-1 2
XH,X = / a T = / ot | di.
| > ma L

Y peigsn—1 i=D

De la formule précédente, on déduit immédiatement que H,, est positive. Démontrons
qu’elle est définie positive. En effet, si "X H, X = 0, alors, puisqu’on intégre une fonction
continue et positive sur [(), 1] dont I'intégrale doit étre nulle, on déduit que

n—1
Vie[0.1], Yzt =0.

i=0

Un polyndme ayant une infinité de racine étant le polynéme nul, on en déduit que tous
les r; sont nuls, soit encore que X est nul. Ainsi, H,, est définie positive.

2. Soit X un vecteur de ¥". Donc H,X = p, X puis
£’YHra’Y = .ﬂ:r}‘-"{ = Pn”}‘-”z-

Réciproquement, !/, étant symétrique a coefficients réels. Le cour indique ( théoréme
spectral ) qu'il existe une matrice diagonale D € .#, (R) et une matrice orthogonale P de
A (IR) telles que :

H,=PD'P.

Notons Ay, Ay, .., A1 les valeurs propres de H,, de telle sorte que D = diag{hg, A1, .o b1 ).
Soit maintenant X un élément non nul de R" vérifiant ' X H,, X = p, | X||*. Posons

o
y=| " |=prx=pr'x

Yr—1

ona:
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'XH,X = (PY|PD'PPY) = (Y|DY)

et

IX|* = (X|X) = (PY|PY) = (Y|PPY) = |Y|*
n—1 i—1
Or'XH, X = p,||X|]* donc 'Y DY = p,||V|*. Ainsi Zy&.{)‘ky‘.} = pn ny, donc
k=0 k=0
n—1
> pw— M)yp = 0etk € [0,n — 1], (p. — M)y; = 0.
Fe=0
Alors ¥k € [0,n — 1], (pn — M Jyi = 0, done ¥k € [0,n — 1], (p, — M) = 0D ou y = 0. Par
conséquent, Yk £ [0,n — 1], (p, — M)y = 0 ce qui donne Wk € [0,n — 1], pauy = Aeyy et
ce qui signifie exactement que D, Y = p, Y.
Alors D'PX = p,'PX done PD'PX = p,P'PX ouencore H,X = p,X.Donc X est un
vecteur propre de /1, associé a la valeur propre p,.

Ona:

n—1 n—1 n—1 n-1

JYL]Hﬂ)iﬂ—ZZ JI£+}+J- Z’z Jlt+j+l

=l g=0 =l =i

n—1 n-1

<33 laillayl =g = Xl HulXol.

1=l 3=0
Dot l'inégalité demandée.
D’autre part, Xy € ¥, donc 'XoH, Xy = p,. || Xo*. Comme | X;| € R", alors | Xy H,, | Xq| <
prt|||-¥ﬂ|||2 = Pn"XU”z- Ainsi ;|XU|HJI|‘};U| = |”1||||XU|”2‘ Donc |XU| est un élément non nul
de " tel que | Xo|H.| Xo| = pnl|| Xo|[|*. Ainsi | Xq| est un élément de ¥

ty

t] n—1 |l"|
P H.|Xs| = . .Soit j € [0,n —1], ; = ——— . OrYj e [0n-1],
osons H, | Xy : it j € [0,n I t §l+_!+l r v [0,n ]

tnl

n—1

L}ﬂehlexlstek € [0,n — 1] tel que |xg| = 0, donc ¢, —ZL>[}.L95
i+3+1 =U'ﬂ.+_‘j+l

composantes de H,|.Xy| sont strictement positives.

Ona H,|Xy| = pa|Xo| donc les composantes de g, | Xj| sont strictement positives. comme
fn > 0 et les composantes de | Xy| sont strictement positives, alors X; n'a aucune compo-
sante nulle.

rn—1 n—1

1
On a /YUH'?A‘] = |-’YU|HJL|¥U| Done ZZUH“F‘A W
=l =il

[0,n—1]. |a;l|z;] = zey. Alors Wi, j € [0,n — 1], 232; > 0, en particulier ;24 > 0. Donc
les composantes de X sont toutes de méme signe.

Maintenant, posons p = dim ¥ et supposons p > 2. ¥ est un sous-espace vectoriel de
I'espace euclidien £", donc 7" posséde une base orthonormée (X, X, ..., X,).

= 0, ainsi Vi, j

17



Sip = 2, alors X, et X, sont deux vecteurs non nuls et orthogonaux. Posons X, =

iy l!JU
iy by N . L.
et Xp = . . les a; ( resp. les b; ) sont non nuls et de méme signe. Ainsi
Uy —1 br: —1

=1
aghy, aby, .., 0y _1b, 1 sont non nuls et de méme signe. Alors nécessairement E a;b; =

1=0
(X1 X2) n'est pas nulle donc X et X3 ne sont pas orthogonaux ce qui est absurde donc

p < 1.Or 7 est un sous-espace propre donc dim % = p = 1.

B. Inégalité de Hilbert
d
6. Posons P(x) = Zm ", avec a, € R pour tout i € [0,n]. Donc P(e™) Za et k18,

k=0 k=)

D’une part, on a:
1
f P(r)da
-1

I
=
-
—
Lo
5
ol
=

B Z‘ 1— (—1)%+!
N o E+1
D’autre part, ona:

d

TrP e9e?ds = 0 ,/.w eflk+118 4
[ ) Z “ho

- k=0
Eilkt1)8 7™
oy | ——
¥ ik+1)],

o

2

k=0

i |:r.:'f[ﬁ'+|]1r _ 1}
= ay | ————

e ik +1)

d
2>

1— {_1)A'+1
g o k+1

— _’:./_1 P(z)dr.

1

Do :
|/ (z)dz| = / P(e¥)e “9:10‘ f|P{uE)n3|cw—f | P(e)[d0.
n—1 n-1 S 9
1
Ona'XH,X = §§’+J+l /O[X[t]] dt
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L 2
Il est clair que f [X{.r)] dr < f [X{ r)] dx puisque [0, 1] < [—1, 1] et la fonction sous
0 —

signe intégral est positive. D'autre part, on a :

Lo s .
-/—1 [X[;}] de < ﬁ |X(f-’ﬁ}|2d|9.

Dol .
XH, X < f |X () 2d
S0

o o T LA,
. L'application # +— X (¢") X (e _“"')étantpame,donc] X(eMX (e ™do = 5/ X(e™X (e
i} of —
Ainsi

1 ™ ~ . o~ .
XH, X < Ef X(e™) X (e7)de.

m L

Ona )?(;r)z = Zz e et donc

k=0 =0

%/; X(e) X (e )ds = %Z :r:;,.;;.';/_ ¢F=Dg

e k=0 =0 "

e
= rZu—wnxn*

ol d;,; est le symbole de Kronecker. D'ot1 I'inégalité demandée :

WH,X < x| X~

Ty
Ty
. Soit X' = : avec x, =0, X' € B"' et vérifie :
Tp—1
Tn
n—1n-1 o
XN'H X' = = # ='XH,X.

Comme ‘X H, X < p,||X|]* et X'H, 1 X' < poi| XN = poai|| X% et | X]| # 0, alors
P < o1 Adnsi la suite (p,, ), est croissante. De plus d'aprés la question 7., la suite p,,

est majorée par 7, donc on peut conclure que la suite {p, ),,>1 est convergente.
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C. Opérateur intégral

9.

10.

Soit f € E. Pour tout x € [0, 1] et tout ¢ € [0, 1], |[K,.(tx) f(t)] < n|f(t)| et f est intégrable
sur [0, 1], donc il est de méme de la fonction ¢ — K, (xt) (1), donc I'application 7', ( f) est
bien défini sur [0, 1].

De plus, pour tout k € [0. 1], [t* f(£)| < |f(t)|, donc on pet écrire :

n—1

Vi€ BN € 0.1] Tu(f)(x) = a* / o f)dt.

k=0 ]

Ceci montre que T, prend ses valeurs dans I'espace des fonctions polynomiales de degré
inférieurs ou égal a n — 1, qui est inclus dans E. L'application T), est évidement linéaire,
ainsi T;, défini un endomrphisme de F.

L'opérateur T,, ne peut pas étre injective, sinon E serait isomorphe a un sous-espace
de I'espace des fonctions polynomiales de degré inférieurs ou égal a n — 1, ce qui est
impossible puisque F est de dimension infinie, ainsi il existe f € E, non nulle, telle que
T.(f) = 0, autrement 0 est une valeur propre de T,.

Soit X' € R", on a, pour tout = € [0, 1] :

] -1 n—1 n—1 -1 I
T vk A ;T
TR = [ 3 S = 3
=0 =0 k=0 j=0
qui s"écrit, matriciellement, sous la forme :
Iy
e 1 €
T X)) = (Lo, .. ,a" " H,
-1

* Spit A € R une valeur propre de H,( non nulle ), done il existe X € R", vecteur non
nul, tel que H,,(X) = AX, ainsi pour toutx € [0, 1[,ona:

Ty
— T n—1 N
T (X)x)= (Lo o VWH.X = X1z . =" ! = )\Z.r.‘k.rrk = AX(x).
k=0
Tp-1

Ceci montre que A est une valeur propre de T;,, car X est une fonction non nulle.
« Soit maintenant A une valeur propre non nulle de 7}, donc il existe [ € E vecteur non

nul tel que Ve € [0, 1], T,(f}r) = Af(x) et done f{x) = T, (), comme T}, prend

I
A
ses valeurs dans 'espace des fonctions polynomiales de degré inférieurs ou égalan — 1,
alors f est une fonction polynomiale de degré inférieurs ou égal & n — 1, posons donc

g
n—1

) [15] B v
flt) = Zu.kt" et X = . . X est un vecteur non nul de ", car la fonction [ est

k=l
Iy —1
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11.

non nulleetona:

n—1 n—1

Vo e (0,1, To(f) (@) = To(X)(z) = (La,..,a™ "V H,X = ZZ G

k=0 j=0 J+ k+ 1
Donc la condition 75, ( f) = Af est équivalent & :
n=1n=1 a 1“ n-1
vre0 ]l D3 ——=2Y au
J\u;oJ+k+l =0

ou encore

mi—1 n—1
. - [ ;
Y e 0.1, E ( E m — )\(I_.J') =),

a=l k=0

n—1 n—1
Le polynéme Z (Z “7"1 — )mj) ¥ del'indéterminée ¥ admet donc une infinité

il et k+
n-1
. . e g K
de racines, dong il est nul, c’est-a-dire vk € [0, n — 1], Z ——— = ;a; = 0 ou encore

— it E+1

iy L]

{.{| l'll

Hu . = /\
n1 p_1

Ainsi ) est une valeur propre de H,,.
En conclusion T, et H,, ont les mémes valeurs propres non nulles.

Soit ¢ un vecteur propre de T, non nul associé a p,. D'aprés ce qui précede g est une
fonction polynomiale, donc elle est continue sur [0,1]. En écrivant I'équation de la valeur
propre pour g et en divisant par ¢ € 2/, on obtient :

Cela montre que f—’: € [0, 1] est une fonction propre de 'opérateur linéaire 5, défini sur
L
Z[0,1] par:

Yo € 001, Su(f)(: :l=[ Ko ol 8) fE)dE,

S0
%};U} La question 4. montre que les coefficients de g sont de méme
signe, donc ¢ ne S’Znnule pas sur [0, 1], et en multipliant par —1, on peut supposer g a
valeurs strictement positives sur [0, 1] et méme sur [0, 1]. En particulier g € «/. De plus,
Kooz, t) = 0,
D’autre part, soit A une valeur propre de S,,( le spectre 5p(S,,) des valeurs propres de S,
est non vide, car il contient p, ), donc il existe f € %[0, 1], non nul tel que

O Iyl t) =

1
Yo e (0,1, Af(x) = / I, () fE )t
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1
Denc Al f(x)] < [|7]l« / K, ,(r.1)dt, avec ||f| = sup |f(r)]. Ainsi
(1]

rE|D]

1 1

1 . .

= Bup Aol T, 0)dE = sup ot )e(t)dt.

A < K, (x, t)dt Ko (tr)o(t)dt
ze]0,1[J 0 :e]u:u%?(-'f'} il

Par conséquent,

1 1
sup |A| < sup / Ko (ta)o(t)de,
AESpSa) eejoa] 2lr) Jo

et donc

1
Pu < osup — | Ku(te)p(t)dt (1)

1
x| wlx) Sy
L'inégalité (1) est valable pour tout ¢ € &, d’olt

1
Pp < Inf sup —f K, (te)p(t)dt (2
'fF-'-'v’.re|n_1|¥{-f) 0 (t)e(t) )
o 1 !
Comme 7z € [0,1], p, = m/ K, (tz)g(t)dt et g € &, alors 'inégalité (2) est une
glx) Sy
égalité.

D. Une majoration explicite des rayons spectraux

t"p(t)

12. Posons, pour = €|0,1[ et t € [0,1], h{x,t) = l e La fonction h admet une dérivée

partielle par rapport a = qui vaut :

dh .t
Dit) = —"’”
o (1—tx)?
. ah ot .
De plus, pour = £]0,a] avec 0 < a < 1, ona: ‘a—;(:nt)‘ < {l—|7\:((:)'}3|’ cette derniére
n+t1
fonction, indépendante de , est intégrable sur 0,1] puisque ! — est majorée

(1—ta)
sur [0, 1], donc par théoréme de dérivation des fonctions définies par des intégrales, la
fonction .J, est dérivables sur |0, 1[eton a:

. Y ah Lntlo(t)
Vo |0 1], J,(x)= —(x. t)dt = — .
v €01, Ju(x) I, ('J_T,{I' ) £ = t:r,}z(

D’autre part, si = €0, 1], on obtient :

1 gntl, . 1 o LI 1 4n, :
o, () = f u(lt _ (1+te—1)t ”“](lf _ f mdl — J(x).
o (1—tx)? ] (1 tx)? o 1—tx

22



13. eCas:n=0:0Ona:

Y1—0e'(t) (1—t)plt) (1-—
,/U-ﬁdt B { 1—tx ]u ‘/Uf']f( ) plt)dt

~o0) - [ et

= - ng
e T et
= —p(0) —(x—1) L =t

Donc 0 = (0) + (& — l}f (1 f (ll _ﬂr}i dt, dans ce cas ¢ = (0).

eCasn>1:0Ona:

1 n—1 T i
- (nt"~t — (n+ 13t")(1 — tx) + xf {l—f}
T /D 1 —t2)? plE)dt

e, AP 0
- - dit + (n+1 di —x 1t
n‘ﬂ 1 —tr (n ) Jo 11—tz T.n (1_”)2(

L (at)(t)
+]U T —12)? df
" _te(t)

|
= —ndp(a) + (n+ 1) Ju(x) = (7 - 1) ./u (1—tx)?

dt — ]n{ )

Dot : 1 ;
ﬁ(-r}—]'! L:- ]{L -I-{r—l}/ {] pi”\)?df.l_ / wdf
0 —tr
Dong, sin =1, c = (.
14. Ona:

bl dt — (1 —x)J,(z)

Jp (L—tx)?
= (r—1)Ju(z) + e + ndyy () + fl w

0

= et (o— I Bl 1) (L - D)
- (..+{.:.—n—l}Ju{-rH”fU ﬁ“fu B

1 yn—1 _ Fm 1 gn B A T
"1 f.i.—i—f.a.}p(t}dt_l_/ ”l. t)e {t}d
1 —tr 0 1—tx
L1 — 1)t
= f'+{.r.'—'n-—1+n:r-}.}’,,{.-a:)+n/ L (t}dr+f 11 = ()
0 0 1—tr

1 0 !
M1 — 't
(1-00)
1 —tx

w1 —x)J (x)

(1—ux)

di —nJ,(x)

= c+({r—n—1)J0.(x)+ n]

dt

1 .
f'+{.r.'—1}(n+1]J,i(.r)+n/ L (]df+/
S0 (1]

15. [1 s"agit d"une équation différentielle linéaire du premier ordre, la solution générale est
de la forme y(t) = K (1 —{)". On a les propriétés suivantes :
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— y est continue sur [0, 1] quel que soit la valeur de ~,
— 1y est strictement positive sur [0, 1] si, et seulement si, K = 0,

1 L L .
— —se prolonge par continuité sur [[}_. 1] si, et seulement si, v < 0,
o

— r,r est de classe € sur [0, 1] quel que soit la valeur de ~,
— 11111 (1—-ty(t) =K lun (1 —#)""" =0si, et seulementsi, v+ 1 = 0.
Donc y vérifie les condltlons faites sur ¢ si, et seulement si, K > Oety ] — 1,0
16. Soit r €]0,1[, ona:
! _ .
P(a) = = ((1=2)72") J(2) + (1 - 2) 2 () (2)

dr
= L2m+:)ﬂ—ﬂ”ﬂhh}
1 n _ ’
+(1 - .'f'}_“'_];r.'"_] (r.‘ + (& —1)(n+ 1) (x) + u[ (A wit)dt + [ —t 1 — 0¢'(1)

Jo Jo 1 —tr
. it —1
B g mn N o n+1
_ (1 1 ) () + e = T )

n—1 .1
+(liﬁ (1;]{] J;_n—l(] — t}'fdf — '}'Jn,{.'r))

Pl el
= —(v+1) . +f,u(1_ﬂ“?

Pin)l'{iy+1) . !
Pin+vy+1)  m+y)n+y—1(v+1)

1
olte, =c+n / i‘.“_'('l —t)y'dt=c+n
S0

. La méthode de la

17. La solution de I'équation homogeéne est de la forme y(r) =

,J'.‘-r+l
variation de la constante, donc une solution de la forme :
f:ll+'\
ter Aoy,
‘ / T
et comme @, (0) = 0, alors
Vo g0, 1), ®uw)— = [ L
T - = dt.
rlﬂ Jo (1—t)
18, Pour tout x €]0,1,ona:
n—1
ro(z) = / Z (tz)*p(t)dt
{ i k=0
1 f — (tx)"
= plt)dt, tr#1
wlr) Jy 11—t T

| . T
1 f w(x) at— f t n,/{r‘
wlx) Jy 1—tr (x) l—f.r
" Jy(x) .'::"J”[.'f'}

wlz) elx)
= $o(r) — Pulx).
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e = Y I -
Donc r(x) = u 1t -

gty
t— dt. ey =(0) =letsin =1,
it fy (l_t}“‘"r o o (1 =)t co = #(0) n=

n!

- mt)m+1-1)..(7+1) = .

[

Adnsi,

() = /'r t T fI 7 = 1 /I L — 0, y
=L ) - T e ), = e, e = e
Quand « décrit I'intervalle |0, 1], la fonction ¢ décrit «/, donc on peut conclure que :

o = inf sup rp(z) = inf

1 ]’ 1 —#,t" It
51 af.
"':-'_l[]'ll.rC]U.l[ “FIO'”IC]UI.)'I[ al-e 0 fn{l — ”1—0

. . i N 1
19. De la question précédente on peut déduire, en particulier pour o = 3 que

dt
o At(1=1)

(1=t t
La fonction ¢ — —2 arctan (V T) = 2arctan (-1 / ﬁ) — 7 = 2aresin /T — 7 est une
1

primitive de t —
1)

I"JTP S 0”“

, donc :

e

1-f pfd it B -1 1
i [ (7 = i (2 arcsin #,7° ) = 2w, arcsin ( ) .
Jo t1—-1)

Ainsi,

. 1
n = 2w, arcsin .
LUTP

20. Utilisons la formule de Stirling n! ~ (E) "2, pour trouver un équivalent de w,
+oo A e

I = )" T
u..n:g((n.!)z)h P (MR PR £
+o (

1
FATNI T

L
m~ FLdn

L 2re dn L -
n In £ dsrnEe tee
()" Vi)
1

nin In(n
D'ot, nlw, — 1) e n (n,-l-a — 1) =n (el_-H - 1) ~ n(n)

et donc:

In(n)

'n — I~ —
v +oo dn
ce qui implique immédiatement

. , 1 T in(n) ln(n)
T — 2w, arcsin ~ T =2nin— =g (1l —em ~———
thy, )+ 2 +oo 4n
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1 1
Donc lim © — 2w, arcsin (—) = et 7 — 2w, arcsin (—) < () pour n assez grand.

) F
N iy (T

Dapres la partie B, la question 7., ¥n > 0, p, < w, par conséquent, et pour n assez
grand,

. 1
0<m—p, < 2w,arcsin (— — .
Wy,
Ainsi,
lim p, = .

—00
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