Correction du concours blanc 2026 ANALYSE

EXERCICE 1

Correction de Marie Hezard. Il s’agit de I’exercice 3 du sujet MP 2025 de mathématiques spécifique
E3A.

1. Question de cours. Rappeler le développement en série entiére de la fonction exponentielle et son
domaine de validité.

+oo gk

Pour tout x € R, €* =) /- 77

On pose, lorsque cela est possible, f(z) = ::6 (ﬁﬁ

2. Montrer que la fonction f est définie sur R.

La suite (1/(n!)?) associée & la série entiére ne s’annulant pas, on utilise le critére de D’Alem-
bert pour les séries entiéres pour déterminer le rayon de convergence de cette série entiere :
1

(D m — 0 lorsque n — 400 donc R = +00 et cela montre que f est définie sur

n!2

7

3. Justifier que f est de classe C*° sur R.

Par propriété du cours, la somme d’une série entiere est de classe C*° sur son intervalle
ouvert de convergence (qui est R) ici.

4. Démontrer que la fonction f est lipschitzienne sur tout segment [a,b] de R.

Sur tout segment [a,b] de R, f est de classe C! donc f’ y est bornée (par le théoréme des
bornes atteintes) et par corollaire du théoréme des accroissements finis, elle est lipschitzienne.

5. Prouver que pour tout réel positif z, f/(x) < e®.

Soit & > 0. Par propriété du cours, on a f'(x) = ::5 %x" Or, pour tout n € N,
(n’ﬁr% < L et donc finalement, f'(z) < Z::()) % ie f/(z) <e”.

6. Soient x et y deux réels positifs. On note z = max(z, y). Prouver que 'on a : |f(x)—f(y)| < e*|lz—yl|.



Pour tout ¢ € [z,y] (ou [y,z]) on a |f'(t)] < e, donc, par corollaire du théoréme des
accroissements finis, |f(z) — f(y)| < e*|x — y].

7. Prouver que l'on a: f(z) —1 ~ =x.

On a f'(0) =1 donc, par TAYLOR-YOUNG, f(z) = f(0)+2f'(0) + o(x) au voisinage de 0 ie
f(z) =14z + o(x). Et cela s’écrit aussi f(z) — 1 ~ z lorsque = — 0.

On pose, pour tout = > 0, g(z fl t[f(t T2 dt.
8. Justifier que g est de classe C’°° sur ]0, +oo.

g est bien définie par on a f(t) > 0 pour ¢ > 0.
Par théoréme, g est de classe C* sur R* et pour tout = > 0, ¢'(z) = xf%(z)

Comme f est de classe C* sur R, g’ 'est aussi et finalement, g aussi.
9. Etudier le signe de g sur ]0, +ocl.

Par positivité de 'intégrale, si x €]0,1], on a g(x) < 0 et si x € [1,+o0[, on a g(z) > 0.

10. Montrer que : g(z) ~ In(x).
z—

_ T dr 1-f2(=)
On a g(z) — fl tfz(t) L5 = 1 th(t) ) dt. Or, lorsque * — 0, =P

%W ~ 2. Cela prouve que 01 l;fé (E))dt converge (c’est l'intégrale d’une fonc-

tion continue sur ]0, 1] qui a une limite finie en 0).
Ainsi, g(z) — Inz = o(lnx) lorsque  — 0 et donc g(z) ~ Inz.

11. Prouver que pour tout ¢t >0, on a: f(t) > 1+ t.

Soit ¢ > 0. Ona f(t) — (1+¢t) = Zool n:2 > 0 puisque c’est la somme d’une série a termes

positifs. Et ¢’est méme > 0 puisqu’au moins un des termes est > 0.

12. En déduire que g possede une limite finie lorsque = tend vers +oo.

g est croissante sur [1, +o0o[ (puisque sa dérivée y est positive) et par le théoréme de la limite
monotone, elle admet donc une limite en +c0. De plus cette limite est infinie lorsque g n’est
pas majorée et finie sinon.

De plus, pour > 1, par croissance de l'intégrale, on a g(z) < fl 7 1+t)2 Or, +°O dt

t(1+8)2
converge car c’est I'intégrale généralisée d’une fonction posmve continue et equlvalent en

+00 & t% qui est intégrable par Riemann.

too  di
Z 07 on g(‘r) S 1 t—1+t)2'

i _1
Finalement, comme D)2




Cela prouve que g est majorée et qu’ainsi sa limite en +o00 est finie.

13. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle F/(X) = m

On sait qu'il existe (a,b,c) € R? tel que

L e, b, ¢
X1+X)?2 X X+1 (X+1)2

Par les méthodes classiques, on obtient a =1 et ¢ = —1.
Puis en faisant x X puis en passant aux fonctions rationnelles et en faisant tendre z — 400,
on obtient 0 = a + b donc b = —1.

On conclut
1 1 1 1

X1+X2 X X+1 (X+12

14. Démontrer que pour tout > 1, on a :

g(w)<ln( ° >+1+ln(2)—;

z+1

En reprenant la majoration de la question 12, et en utilisant la croissance de l'intégrale, on

obtient pour 2 > 1, g(z) < [" 1 — 1= — L dt ce qui donne par calcul

=J1 &7 1T @12

1 1
9(:13)Slnm—ln(z+1)+5_1+§+ln2

ce qui est bien I'inégalité demandée.

15. En déduire que g est majorée par In(2) sur ]0, 4o0].

g est négative sur 0, 1] donc majorée par In2. Si z > 1, on a In #_1 < 0 puisque =%+ < 1,

z+1
1 1
1 < 5 et finalement, g(x) <In2.



PROBLEME

Correction de Bruno Winckler. Il s’agit du probleme du sujet MP 2024 Mathématiques 1 du
CCinP.

8. Par le théoréme de sommation par paquets (qu'on peut utiliser ici sans hypothése de sommabilité
puisqu’on somme des termes positifs), avec le recouvrement N\ {0} = (2N\ {0}) U (2N +1), on a :

2 n2 2 (99)2 7L 12 4 2 (90 L 1)\2°
n=1 " ne2N\{0} n ne2N+1 n (=1 (2€) =0 (2€+ 1) 4n:l n =0 (2€+ 1)

. 1 . . .
Comme la série E — converge évidemment (c’est une série de Riemann d’exposant 2 > 1), cette
n>1
égalité peut se réécrire :
2

N1 &= 7
1—— —_— = —_— = —
(-)E-Somm-T

R | 1 w2 w2
ce dont on déduit : 321 3= 3/4§ =%
Partie I

9. Soit n € N. La dérivée de x — (sin(x))" ! est x — (n + 1)(sin(x))" cos(z).

2 2
Pour obtenir une relation entre les intégrales W,, 1o = / (sin(z))" "2 dx et W, = / (sin(z))" dz,

nous allons intégrer par parties afin d’abaisser le degré de ’exposant n + 2. Plus précisément : pour
obtenir I'exposant n, nous allons dériver x ~— (sin(z))"*! et intégrer x ~ sin(z). La formule de
Iintégration par parties donne alors :

™ ™

Whta = /02 (sin(z))"*?dz = [~ cos(z) - (sin(x))”“]f +(n+1) /02 cos(x) - (sin(x))" cos(x) dz,

™

donc : Wy 42 = (n+1) /2 (sin(x))"™(cos(z))? dz. En utilisant la formule : cos> = 1—sin?, on obtient :
0

™

Whia=(n+1) /OE(Sin(x))" dz — (n+1) /Oi(sin(x))’“r2 de=(n+1)W, — (n+ 1)W, 1o,

c’est-a-dire (n + 2)W,, 40 = (n + 1)W,,, puis :

n+1
Wigo = .
n+2 n+2 n
On en déduit la relation demandée par récurrence. Pour tout n € N, soit P,, la proposition :
22n(n!)2
W. = —
e =
% = 22~0(0!)2 N
Pourn =0ona: W; = /0 sin(z)dz = [—cos(x)]§ =1, et : 2o+ =1=Wp, dotu Py. A



10.

présent, si n € N est un entier tel que P, alors :

2n + 2 Pl 2n+2 2°7"(n!)? (2n + 2)? 22n(n!)?
2n+3

W = Wonis = o : _ .
Hntl)+1 = Tans3 T on 43 2n+ 1) (2n+3)2n+2) (2n+1)!

22 (n+1)%-22"(n!)?
B (2n + 3)!

B 22(n+1)((n+ 1)])2

o 2n+1)+1)!

d’Ol\l Pn+1.
Ayant démontré l'initialisation et I’hérédité, par principe de récurrence on a bien :

22n(n!)2
Y N, W = —.
mES s Wt = G

_1
L’application x peut s’écrire x — (1 — 1}2) 2 : or nous connaissons le développement

1
V1—a?
en série entiere de z — (1+ z)® pour tout « € C. Nous allons l'utiliser avec oo = —% et le composer
avec T — —x2, pour obtenir celui demandé. On a, pour rappel :

n—1

+oo kl:IO(a_k)
Vo € C\N, Vo €] —1,1], (1+I)“:1+Z*T”3n'

n=1

Posons o = —%. Pour tout # €] —1,1[, on a —z% €] — 1, 1[, et on peut donc évaluer en —z? 1'égalité
ci-dessus pour obtenir :

Voel-L1, (1-2})"r=14+) 0

n=1

Pour les besoins de la question suivante, nous allons simplifier le terme général. Pour tout n € N\{0},

T (-5 ) = T1 (-4 e n) - 2 e,

k=0 k=0 k=0

La méthode pour écrire sous forme compacte un produit d’entiers impairs est standard : on multiplie
et divise par le produit de tous les entiers pairs, afin de faire apparaitre le produit de tous les entiers
jusqu’a un certain rang (et donc une factorielle), et on factorise chaque entier pair par 2. On obtient
alors :

n—1 n—1 ﬁ (2/€)
WneN\{0}, J[@k+1)=[[@k+15— = @)t _ (22nn)'!.
k=0 k=0 11 (2k) 20 [ k n
k=1 k=1

Ainsi :

n—1
1 D™  (2n)!  (-1)"(2n)!
vn € N\ {0 ———k|= = .
n € NA{0} kHO( 2 > on  onpl 92ny]
Comme, de plus, pour tout z €] —1,1] et tout n € N\ {0} on a: (fo)n = (=1)"2?", on en déduit
le développement en série entiere plus compact :

+oo +oo
Veel-1,1, (1-2%)"2=1+ Z 22(3(72!!)2332" = Z %x%

n=0



11.

12.

Passons a ’arc sinus. On a :

T -‘rOO 27’L
arcsin(z t2” dt.
/0 /1 _ t2 /(; = 22n

Or la série entiere Z 22”>)2x2" est de rayon de convergence 1, donc on peut l'intégrer terme a
n=0
terme sur tout segment inclus dans | — 1,1[. On en déduit :

+oo (277,) | x2n+1

2n :
arcsin(z Z/ 2n( n' ot dt = z;)W?nJrl.

En conclusion, pour tout z €] —1,1] :

+o0 too
1 B 2n)! 5, ) B (2n)! a2 Hl
Winwr i 7;] 72%(”!)2:5 , arcsin(z) = ngo P2 2 1

Soit t € [0, 5 [ En posant = = sin(t) € [0, 1] dans le développement en série entiére de I'arc sinus,
on obtient :
= (2n)! (sin(t)>"!

arcsin(sin(t)) = Z STy ,
=22 (nl)? 2n+1

et arcsin(sin(t)) =t car t € [0, 5[ € [~5, 5], d'out le résultat désiré (quitte a renommer ¢ en z).
“+o0
Il s’agit de justifier I'interversion des symboles Z et / Nous allons utiliser le théoréme d’inté-

n=0
gration terme a terme positif. Posons :

(2n)! (sin(z))*"™!
22n(nh)2  2n+41

VneN, Ve e [0%[ gn(z) =

L’application g,, se prolonge en une fonction continue sur le segment [O E] donc elle y est intégrable
et elle est intégrable sur [O, 5 [ De plus elle est positive sur cet intervalle et sa somme est continue
(c’est la fonction = — x d’apres la question précédente), donc par le théoréme d’intégration terme

a terme positif on a :
s +OO

/ Zgn i/oggn

ce qui donne immédiatement le résultat voulu.

Autre démonstration. On pouvait aussi démontrer cette interversion avec 'autre théoreme d’in-

tégration terme é terme valable a priori sur les segments, mais cela nécessite de remarquer que
2n+1

. . . . L . .
la série Z 22n n' Ton1 converge aussi en x = 1. Faisons-le. Si on essaie d’appliquer la regle

de D’ Alembert on tombe sur le cas d’incertitude L = 1. Pour étudier sa nature, nous allons donc
déterminer un équivalent asymptotique simple de son terme général, avec la formule de Stirling. On
a, pour tout n au voisinage de +oo :

(2n)! 1 Vimn (7) 1 1
o ﬂ) 2n oo 2\/77 n\f

22"(71')2 2n + 1 n—=+oo 22n 27Tn (



13.

14.

1
or la série de Riemann E
TL\/’FL
n>1

théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z 72(2@! 1

= 22n(p2 2n +1
le théoreme d’Abel radial, on en déduit que le développement en série entiére de ’arc sinus reste
valable pour x = 1, et donc que la relation de la question 11 reste valable pour z = 7. Ainsi elle
est valable sur un SEGMENT et il suffit de montrer la convergence uniforme sur [07 g] pour intégrer
terme & terme. Posons :

converge parce que son exposant est % > 1. Donc, d’apres le

converge. Par

(2n)!  (sin(z))*"
22n(n)2 2n+1

Vn eN, Vr € [O, g} , gn(x) =
(2n)! 1

Pour tout n € N et tout z € [0, %], on a : [g,(z)| < (a2 20 +1°
m(n n

. On en déduit, par propriété

de la borne supérieure :

(Qn) 1
(Zn)! 1

Or nous avons démontré ci-dessus que la série g converge. D’apres le théoréeme

= 22”(n!)2 2n+1

de comparaison des séries a termes positifs, la série g lgn|loo converge donc : d’ott le résultat.
n>0

Ayant la convergence uniforme de la série de fonctions continues g gn, sur le segment [O, 2] on a
n=0
d’apres le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment :

z foo Sln<$))2n+l — 1 , 21
Z 22” n' on+1 Z 22n n' 290 + 1 (sin(z)) z,

d’ou le résultat.

22n(nl)?

m. Donc par la question

3
D’apres la question 9 on a : / (sin(z))*" ™ dz = Wapyy =
0

précédente et la question 11 :

/’;xdx_iﬂ (2n)! 1 22n(m)2_+§ 1 (2n)! _*i 1
0 S22+l (2n+1)! Z2ntl e+ 1)l A= (2n 4 1)

z 22772 2
Or on a facilement : / rdr = {} = —. Donc :
8 = (2n+1)
=1 2
On conclut avec la question 8, et on a : Z pri
n=1
Partie 11
Soit x €] — 1,1[. On a : 22| < 1, donc :
1 1 +oo “+oo
_ _ 2\n _ 2
22 11— x2 __Z(x )n__zxn'
n=0 n=0



In@®) SR e .
On a donc : pep ;(fx In(x)) pour tout x € [0, 1], puis :

1 1 +oo )
2n 2n
/0 . 1 / In(z E / In(z)) dz,

toutes les fonctions en jeu étant continues par morceaux sur ]0,1[. L'égalité () est licite par le
théoreme d’intégration terme a terme positif. En effet :

— on a positivité et continuité par morceaux sur |0, 1[ de la fonction f,, : z — —z**In(z) pour
tout n € N;

In(z)
1

3 , qui est bien
72 —

— la série de fonctions Z fn converge simplement et sa somme est  —
n>0
continue sur |0, 1[;
— il reste a justifier 'intégrabilité sur ]0,1[ de f,, pour tout n € N (comme f, > 0 pour tout
n € N, cela équivaut & la convergence de son intégrale sur ]0, 1[) ; nous allons faire mieux en
calculant 'intégrale sur ]0,1[ de f,, en méme temps, vie une intégration par parties, ott I'on

dérive z + —In(z) et intégre x — %" ; comme :

x2n+1 x2n+1
:lli%_QnJr 1 In(x) = il—>ml_2n+ 1 In(z) =0,
1 1 2n
la formule de 'intégration par parties assure que les intégrales / —z* In(z) dz et / ot dx
0 0 n

sont de méme nature (donc convergentes, puisque la seconde est 'intégrale d’une fonction
continue sur un segment), et on a :

! g2t oot 1
/ —z*"In(z)dz = |— In(z)| + / Pt = ————

ce qui montre 4 la fois 'intégrabilité de f,, pour tout n € N sur 0, 1], et que son intégrale égale
1

(2n +1)2°
En conclusion, on a montré :

/01 ;2_1 Ji:.o/ 2" In(z )dm—Zﬁ

In(x)

71 dz converge, étant donné que cette somme
x

1
Ce calcul montre en passant que 'intégrale /
0

1
est finie (la famille de réels positifs (2 est sommable puisque sa somme est celle d’une

n )neN\{O}
série de Riemann d’exposant 2 > 1, donc ses familles extraites sont sommables également).

15. Nous allons utiliser le théoréme de continuité des intégrales a parametres. Posons :

arctan(tx)

V(z,t) € (Ry)?, ) =
(00 € R, glat) = 20
Alors :

— pour tout ¢t € Ry, lapplication « — g(x,t) est continue sur Ry ;

— pour tout = € Ry, application ¢ — g(x,t) est continue par morceaux sur R ;



pour tout (¢,z) € (Ry)?, on a:

1 N
lg(x,t)] < TIe (HYPOTHESE DE DOMINATION)
, L 1 L L .
et l'application ¢ : t — 52 est intégrable sur [0, +o0o[ puisqu’elle est continue sur cet
intervalle, et que |¢| = ¢ admet comme primitive 'arc tangente, qui admet une limite finie

(égale a 5) en +oo.

Par le théoréme de continuité sous le signe intégrale, d’une part ¢ — g(z,t) est intégrable sur Ry
pour tout x € R4, et d’autre part f est définie et continue sur R, ce qu’il fallait démontrer.

16. On reprend les notations de la question précédente. Nous allons utiliser le théoreme de dérivation
des intégrales a parametres :

pour tout ¢ € Ry, application @ — g(z,t) est de classe C! sur ]0,1] et on a :

t 1

)=
S I PR e

g
V(t,z) € Ry x]0,1], <2
(t.a) € Rox]0,1], 2
pour tout x €]0,1], Papplication ¢t — g(z,t) est intégrable sur R d’aprés la question précé-
dente;

0
pour tout x €]0, 1], Papplication t — —g(ﬂc, t) est continue par morceaux sur R ;

or

pour tout segment [a,b] inclus dans 0, 1] et tout (¢,2) € Ry X [a,b], on a :

99
ox

t
(1+ (at)2)(1 +12)°

t
(1+ (at)?)(1 +¢2)

(x,t)‘ < (HYPOTHESE DE DOMINATION)

Justifions que l'application ¢ : ¢t — est intégrable sur [0, +o00[ : elle est

continue sur cet intervalle, et on a :

0 11
v t—+oo a2 3 ’
or on sait que les fonctions de Riemann d’exposant strictement supérieur a 1 sont intégrables

au voisinage de 400, donc par comparaison il en est de méme de ¢ : d’ou le résultat.

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, vérifié sur tout segment de ]0, 1], d’une part

0
t— —g(x,t) est intégrable sur R pour tout = €]0, 1], et d’autre part f est de classe C! sur ]0, 1].

ox

De plus :

17. Soit

vz €0, 1] f%)—:/ﬁmag(t)&—i/+mtldt
R = 0o Oz “ o T+ (at)214e2

(t,z) € R4 x]0,1[. On a :

t 2t t(1+ t222) — 22t (1 + t?) (1 a2
—_ = = —
1+t 14 t2a? (1+t2)(1 + t22?)

t
1+ 2)(1 + 222)




18.

et on en déduit, par la question précédente :

1 Foeo t %t
!
va €0, 1, f@:mfo (1+t2_1+t2x2)dt

1 {hﬂl%t2)hml%t2x2)}+aa

1—22 2 0
1 [l 1+#2 \]t
= |-
1— 222 1+t22) ],
_ ()
C2(1—22?)
_ln(ac)
1 — 22

d’ou le résultat, quitte a multiplier par —1 le dénominateur.

Ona: N
oo +°° arctan(t) arctan(t)2]7° 72

- dt = 1) = dt = -

£(0) /0 0dt =0, f(1) /0 s [ 5 ]O 5

or en intégrant la relation de la question précédente, on a l'existence de ¢ € R tel que :

In(t)
2 -1

vz €]0, 1], f(x):ch/w dt.
0

In(x)
72 -1

1
Calculons la limite de chaque membre en 0. Comme 'intégrale / dx converge par la question
0

T In(t
14, on a : lim n(t)
z—0 Jo t2 -1

f(0) = 0. Ainsi I’égalité ci-dessus donne, quand  — 0 :

dt = 0. De plus f est continue en 0 par la question 15, donc : lin% f(z) =
T—r

0=c

Cette méme égalité donne, quand = — 1, toujours par continuité de f :

/1 (@) 4, = p1) = ~

0 1'27].

On en déduit, par la question 14 :

— (2n+1)2 8"
=1 w2
On conclut avec la question 8, et on a : — = —.
d nz::l n? 6

10



