Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°9

1. Exercices basiques

a. Ouverts / Fermés / Adhérence / Intérieur / Densité

Exercice 1.

Déterminer si les ensembles suivants sont ouverts ou fermés :

A={(z,y) eR? |0 < |z — 1] < 1} B={(z,y) eR*|0< 2 <y}
C={(z,y) eR?[]z] <1, y| <1} D={(z,y) R’ |z €Qet y € Q}
E={(z,y) eR?*|z¢Qou y¢Q} F={(z,y) eR?|2® +y* <4},

A et F sont ouverts. B est fermé, les autres ne sont ni ouverts ni fermés. Voici une preuve variant
les techniques :

1.

A est ouvert. En effet, si (z,y) € 4, alors 0 < |[z—1| < 1, C’est-a-direque z # 1 et 0 < z < 2.
On sait alors qu’il existe € > 0 tel que 1 €]z — e,z +e[et 0 <z —e < x4+ < 2. Alors,
B((z,y),€) (pour la norme infinie) est contenue dans A. A n’est pas fermé, car la suite (uy,)
définie par u, = (1/n,0) est une suite d’éléments de A qui converge vers (0,0) qui n’est
pas dans A.

. B est fermé. Si (z,,,y,) est une suite d’éléments de B qui converge vers (x,y), alors on

sait que pour chaque entier n, on a 0 < z,, < y,,. En passant a la limite, on en déduit que
0 <z <y et donc que (z,y) € B. B n’est pas ouvert : dans toute boule contenant (0,0), il
y a des points qui ne sont pas dans B (les points du type (—¢,0) par exemple).

C n’est pas fermé, car si u, = (1 — %, 1), (uy,) est une suite d’éléments de C' qui converge
vers (1,1) qui n'est pas dans C. C n’est pas ouvert, car toute boule contenant le point
(0,1), qui est dans C, contient des éléments qui ne sont pas dans C (par exemple les points
(0,1+4¢).

D n’est pas fermé : si (r,) est une suite de rationnels convergeant vers v/2, alors la suite
(7,0) est une suite d’éléments de D qui converge vers (v/2,0) qui n’est pas élément de D.
D n’est pas ouvert. Dans toute boule de centre (0,0), qui est élément de D, il existe des
éléments qui ne sont pas dans D, par exemple les éléments du type (0,v/2/n).

. E n’est pas ouvert car son complémentaire, D, n’est pas fermé. E n’est pas fermé car son

complémentaire n’est pas ouvert.

F est ouvert car c’est l'image réciproque de lintervalle ouvert | — oo,4[ par la fonction
continue f : R? — R définie par f(z,y) = 22 + y%. F n’est pas fermé, car la suite (u,,)
définie par u, = (2 — %, 0) est une suite d’éléments de D qui converge vers (2,0) qui n’est
pas élément de F'.



Exercice 2.

Démontrer que les deux ensembles suivants sont ouverts :

F={(z,y) € R* 2° < exp(siny) — 12}, G={(z,y) eR*} 1< In(2® +1) < 1}.

Posons f(x,y) = 2 —exp(siny) + 12. Alors f est continue sur R?, et F = f~1(] — 00, 0[). Comme
] — 00,0[ est ouvert, F' est ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une application
continue. De méme, posons g(z,y) = In(z? + 1). Alors g est continue et G = g~ (] — 1, 1[) est
ouvert comme image réciproque de 'ouvert | — 1, 1[ par g.

Exercice 3.

Soit E = C([0,1],R). On pose

O={fekE: f(1)>0}etF:{feE: 1/Qf(t)dtgo}.

0

1. Est-ce que O est un ouvert de (E, || - ||oo)? de (E, || - ||1)?
2. Est-ce que F est un fermé de (E, || - ||c0)? de (E, || - ]1)?

1. On va commencer par prouver que O est un ouvert de (E,|| - ||«o). Soit f € E et posons
r = f(1). Alors B (f,7) C O. En effet, si g € Boo(f, ), alors

9(1) = f(1) +9(1) = f(1) = f(1) = [If = gllo > f(1) = f(1) = 0.

En revanche, O n’est pas un ouvert de (E,|| - ||1). En effet, considérons f € O et r > 0
quelconque. Pour n > 1, posons g, = f— f(1)a™. Alors ||g, — f|l1 = f(1) fol zdxr = fl(—ﬂ —
0. Ainsi, pour n assez grand, g, € Bi(f,r). En revanche, g,, n’est jamais élément de O. En
effet, on a g,(1) = f(1) — f(1) = 0.

2. On prouve que E\F ={f € E: fol/Q f(t)dt > 0} est ouvert pour ||| oo et aussi pour || - [|1.
Soit f € E\F et commencons par traiter le cas de la norme infinie. Soit r = f01/2 f(t)dt >0

et g € Boo(f,7). Alors

1/2 1/2 1/2
/ gydi= [ f(tydt+ / o(t) - f(t)
0 0 0

1/2 1/2

> [ s / lo(t) — £(1)ldt
1/2 1/2

> [ st - / g — Flloodt
1/2 1/2

> [ rw /O vt

>r—C>0
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Ainsi Boo(f,7) C E\F et F est bien un fermé de (E, || - || ). Passons & la norme 1. On va
prouver qu’on a toujours Bi(f,r) C E\F. En effet, si g € B1(f,r), alors

1/2 1/2 1/2
/ g(t)dt = f@ﬁ+/ ot) - 10
0 0 0

1/2 1/2
> [ wae- [ loo) - sl
0 0
1/2 1
> [ e~ [ 1o - peoae
0 0
>r—r=0
Remarquons qu’on aurait pu conclure que O est un ouvert pour (E, || - ||oo) €t que F' est un fermé
pour (E, |- |loo) €t (E, || - |]1) en remarquant que ce sont respectivement I’image réciproque d’un

ouvert ou d’un fermé de R par une forme linéaire continue.

Exercice 4.

Soit E V'espace vectoriel des fonctions bornées de R dans R et F = C([0, 1], R).

1.

On pose Ay = {f € E: Vz € R, f(xz) > 0}. Est-ce que A; est une partie fermée de
(B, llee) ?

. Onpose Ay = {f € E: Vx € R, f(x) > 0}. Est-ce que A, est une partie ouverte de

(Bl - lloe) ?

. Onpose Ag = {f € F: Vz €[0,1], f(z) > 0}. Est-ce que A3 est une partie ouverte de
(o]l floe) ?

. Est-ce que Aj est une partie ouverte de (F, |- []1)?

A; est fermé. Pour cela, on peut utiliser la caractérisation séquentielle. En effet, prenons
une suite (f,) de A; qui converge vers f € E, et prouvons que f € A;. Soit € R. Alors
on sait que f,,(z) > 0 pour tout n € N. De plus, on sait que

[fn(2) = f(@)] <[ fn = fllo

et donc que f,(z) — f(x). On en déduit par passage a la limite que f(x) > 0, et comme
c’est vrai pour tout x € R, on a f € A;.

. On va prouver que Ay n’est pas ouvert. En effet, on va trouver une fonction f € A, telle

que, pour tout € > 0, B(f,¢) n’est pas contenu dans Ay. Prenons par exemple la fonction
f définie sur R par f(x) = 1-&-% Alors f est dans Aj. Soit € > 0 et considérons g définie
par g(x) = f(z) — /2. Il est clair que g € B(f,e). Mais si xq est tel que f(xg) < €/2 (ce
qui est possible si z;y est assez grand puisque lim, o, f = 0), alors g(z) < 0 et donc g ¢ A,.
Ainsi, A; n’est pas ouvert.

. On va prouver cette fois que As est ouvert dans (F, | - ||oo). Fixons en effet f € Az. Par

rapport a la question précédente, on a des informations supplémentaires : f est continue
et on ne s’intéresse qu’au segment [0, 1]. Sur ce segment, f atteint son minimum : il existe
xo € [0,1] tel que, pour tout = € [0,1], on a f(z) > f(x¢). Remarquons que f(zg) > 0



et posons € = f(xg)/2. Alors, pour tout g € By (f,€), on a g € As. En effet, pour tout
x €[0,1],on a
g(x) > f(z) —e > f(xg) —e >¢€/2> 0.

Ainsi, A3 est ouvert dans (F, | - ||oo)-

On va vérifier qu’en changeant de norme, on peut passer d’un ensemble ouvert a un ensemble
qui ne l’est plus. Prenons f la fonction identiquement égale a 1, qui est bien siir élément de
Ajs. On va prouver que, pour tout £ > 0, la boule B;(f,e) n’est pas contenue dans As. Pour
cela, il suffit de trouver une suite (f,,) de F telle que, pour n assez grand, || f, — f|l1 < ¢ et
fn & As. Posons pour n > 1 f,(z) =1— 2™ Alors f,(1) = 0 et donc f,, ¢ As. De plus,

1

— = 0.
n+1

1
1 = 1l :/O 2P =

Donc pour n assez grand, f, € Bi(f,e). Ainsi, on a bien prouvé que Az n’est pas un ouvert
de (F, [ - [l1)-

Exercice 5.

Soit (F, N) un espace vectoriel normé, et A et B deux parties de E. On définit :

=W N =

A+B={z€E;, 3x€ A, JyeB, z=zx+y}.

. Démontrer que si A est ouvert, alors pour tout b € E, A+ {b} est ouvert.
. Démontrer que si A est ouvert, alors A+ B est ouvert.
. Démontrer que les parties A = {(z,y) € R?; 2y = 1} et B = {0} x R sont fermées.

. Démontrer que A + B n’est pas fermée, pour A et B les parties de R? introduites & la

question précédente.

Soit z € A+ {b}, 2 = x4+ b avec x € A. Puisque A est ouvert, il existe £ > 0 tel que
B(x,e) C A. Mais alors, B(z,¢) = B(x + b,e) C A+ b. En effet, si y est élément de cette
boule, N((y—b) —x) < €, et donc y—b = a avec a € B(z,e) C A. Doty =a+be A+{b}.

. Remarquons que :

A+B=JA+{}

beB

La réunion d’une famille (quelconque) d’ouverts étant un ouvert et puisque A 4 {b} est
ouvert d’apres la question précédente, on obtient que A + B est ouvert.

. Soit (un) = (2, yn) une suite d’éléments de A, convergeant vers u = (z,y). Alors pour tout

entier n, on a x,y, = 1 et donc en passant a la limite, xy = 1 ce qui prouve que u € A.
Par la caractérisation séquentielle des fermés, on en déduit que A est fermé. B est lui-aussi
fermé, en utilisant une démonstration tout a fait similaire, ou parce que le produit cartésien
de deux fermés est un fermé.

. Considérons la suite (u,) = (1/n,1). Alors c’est une suite d’éléments de A + B car elle

s’écrit u,, = a, +b, avec a, = (1/n,n) € Aet b, = (0,1 —n) € B. Elle converge vers (0, 1),



qui n’est pas un élément de A + B car tout élément de A + B a sa premiére coordonnée
non nulle.

Exercice 6.

Soit E' un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E. On suppose que F' est
ouvert. Démontrer que F = F.

Si F' est ouvert, alors puisque 0 € F, il existe 7 > 0 tel que B(0,r) C F. Mais alors, prenons

x € E, z #0. Alors y = 5% a pour norme r/2, ¢’est donc un élément de F. Puisque F est stable

2[|z]|
par multiplication par un scalaire, z = My est élément de F' et donc F' = F.

Exercice 7.

Dessiner, puis déterminer l'intérieur et I’adhérence des parties de R? suivantes :

A={(z,y) eR%* x>0} B:E(x,y)ERQ; ry =1}
C = {(z,y) € R% zy > 1} D={(z,y) eR? |22 +y* <2} \ {(z,y) e R? | (x — 1)* +¢? < 1}.

1. Remarquons d’abord que A est une partie ouverte (c’est le demi-plan droit strict) : si

(z,y) € A, alors B((z,y),z/2) est contenue dans A. Ainsi, A= A. D’autre part, on a
A = {(z,y) € R% 2z > 0}. En effet, si (z,,y,) est une suite de A qui converge vers
(7,y), alors par passage & la limite x > 0, ce qui prouve que A C {(x,y) € R?; = > 0}.
Réciproquement, soit (x,y) € R? tel que > 0. Alors, si z > 0, (z,y) € AC Aetsiz =0,
alors prenons la suite (zy,y,) définie par z,, = & + =, y, = y. (T, yn) est une suite de A

qui converge vers (z,y), ce qui démontre I'inclusion réciproque.

— [e]

2. On montre facilement que B est fermé, et donc que B = B. D’autre part, B= &. En effet,
si (z,y) € B, il existe une suite (z,,y,) qui n’est pas dans B et qui converge vers x, par
exemple x,, = x + % et yp =y, on a Ty, = 1+ £ # 1 puisque y # 0.

3. On remarque d’abord que cet ensemble est ouvert (le plus facile est de dire qu’il s’agit
de I'image réciproque de l'ouvert |1, +oo[ par application continue ¢(z,y) = xy). Ainsi,

C= C. D’autre part, par une démonstration semblable a la démonstration effectuée pour
A, on démontre que C' = {(z,y) € R?; zy > 1}.

4. On va écrire I'ensemble D autrement :
D={(&,y) €R?|e?+32 <D N {(e,y) €R* | @~ 1) +1? > 1}.

Remarquons que D est fermé, et donc D = D. D’autre part, I'intérieur de l'intersection
vaut l'intersection des intérieurs. On a donc :

D={(z,9) eR? |22 + 12 <2} N {(z,y) €R? | (z — 1)2 +4* > 1}.



La frontiere est alors :

Fr(D) = ({(z9) €R?% 2® +4? <2} n{(z39) € R*|(z - 1)* +4* = 1})
U({(@:y) € B2 442 = 2} N {(z39) € B|(x — 1)* +42 2 1}.)

Exercice 8.

Soit F un espace vectoriel normé. Montrer que ’adhérence d’une boule ouverte est la boule
fermée de méme centre et méme rayon.

Soit B = B(x, R) une telle boule ouverte, et y € B. Pour tout ¢ > 0, il existe z dans B avec
||z —y|| <e. On en déduit par I'inégalité triangulaire que :

ly =zl < R +e,

et donc puisque ceci est vérifié pour tout € > 0, ||y — || < R, ce qui montre une inclusion. D’autre
part, si y est dans la boule fermée de centre x et de rayon R, il suffit de se restreindre a y sur la
spheére, et si € est un réel positif, on considere :

Alors,on a ||z —z|| < R—¢ = z € Bet ||z —y|| <e. Ceci montre que y € B. Bien siir, on
aurait pu faire toute la preuve avec la caractérisation séquentielle, en remplagant e par 1/n avec
n — +o0o.

Exercice 9.

On considére sur E l'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R les deux normes
suivantes :

1
nﬂuzswmmnawmszﬂmw
te0,1] 0

On note F' = {f € E; f(0) = 0}. Déterminer ’adhérence de F' dans E pour chacune des deux
normes précédentes.

Introduisons L(f) = f(0). Alors, pour tout f € E, |L(f)| < ||f|lco- Ainsi, la forme linéaire L est
continue de (E, | - ||oo) dans (R, |- ]). Puisque F = L=({0}), F est un fermé de E pour || - ||oo-
Ceci ne fonctionne plus avec la norme || - ||1, et on va au contraire prouver que F' est dense dans
E pour cette norme. Pour cela, fixons f € E et, pour n > 1, considérons f, la fonction de £ qui
est égale & f sur [1/n, 1] et qui est affine sur [0, 1/n], avec de plus f,,(0) = 0 de sorte que f,, € F.



Alors on a
1/n
[ fn = flli = / |fn(t) — f(2)]dt.
0

Mais, pour tout ¢t € [0,1/n], | f(¢)| < ||f|lco- De méme, pour tout t € [0,1/n], on a

[fa @] < |fn(L/n)] = [f(1/n)] < | Fllco-

Ainsi,
2[|flloo

n

1/n
1 — Fll s/o (F@)] + | fa(®))dt <

On a bien f, — f pour la norme || - ||1, et F est dense dans E.

Exercice 10.

Soient U et V' deux ouverts denses d’un espace vectoriel normé E. Démontrer que U NV reste
dense.

Soit @ € E et £ > 0. Il s’agit de prouver que B(a,e) N U NV est non-vide. Mais U est dense
dans F, et donc il existe u € U N B(a,&). Puisque U N B(a, &) est ouvert, il existe § > 0 tel
que B(u,d) C U N B(a,e). Maintenant, puisque V est dense, il existe v € V N B(u,d). Alors
v € B(a,e)NUNV. Remarquons que 'hypothése V' ouvert est inutile. On aurait pu se contenter
de supposer que U est un ouvert dense et que V' est dense.

b. Continuité des applications linéaires

Exercice 11.

Déterminer si application linéaire T : (E, N1) — (F, N2) est continue dans les cas suivants :

1. B =C([0,1],R) muni de || f|ly = [, |f(t)]dt et T : (E,[|.I1) = (B, ||1), f~ fgougeE
est fixé.

2. B =R[X] muni de || 3", 5 arX*| = 350 lar] et T: (B, |1II) = (B, |.I), P+~ P".
3. E=R,[X] muni de || ZZ:O ap X*|| = ZZ:O lag| et T : (E,|.|) = (E,|.I)), P+~ P
4. E=R[X] muni de || 3,50 ax X" || = 30,50 Kllak| et Tz (B, [l.]) = (B, [.]), P~ P".
1/2
5. E = C([0,1],R) muni de [|f]2 = (fol\f(t)Ith) , F = C([0,1],R) muni de [|f[: =
[y f@dt et T (B, ||.2) = (B, [|l]h), £~ fgou g€ E est fixé.

1. Puisque g est continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée (et atteint ses bornes). Posons



M = max;epp,17|9(t)|. Alors on a

1 1
Hﬂ%:AMWMMﬁSMAU®WSMWM

Ceci prouve que T est continue.

2. Supposons que T est continue. Alors il existe C' > 0 tel que, pour tout P € E, on a
ITP|| < C||P||. Soit n > 0. Pour P = X™, on trouve

TP =nX""", doun=|TP|<C|P|=C.

Ceci est impossible car N n’est pas majoré. Donc T' n’est pas continue.

3. On peut utiliser deux arguments différents. On peut d’une part remarquer que E est un es-
pace vectoriel de dimension finie, que toute application linéaire entre espaces de dimension fi-
nie est continue. On peut aussi utiliser un calcul direct. En effet, soit P(X) = Y} ap X ke
E. Alors on a

[

Zn: kap X*1
k=1
= ) kla]

k=1

n
< )y lagl <n|Pl|.
k=1
Puisque n ne dépend pas de P (ceci ne dépend que de E), on obtient que T est continue.
4. On va prouver que T est continue par un calcul direct. Prenons en effet P = Z;ﬁg axX* € E

(la somme est en fait finie). Alors on a :

—+o0

Z(k + l)ak+1XkH
k=0
+oo + oo

= Z(k + Dklag41| = Z(k + Dlak+1]

k=0 k=0

+oo
< Y K!axl
k=1

< |P|-

TPl =

Ceci prouve la continuité de P.

5. On prouve que T est continue en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

isi= [ oo < ([ 150r)
c=(fmwmﬁ

C' est bien un réel fini, car g est continue sur [0, 1], donc bornée, et on a C' < ||g]|co-

1/2 1/2

([meQ e

1/2

avec



Exercice 12.

Soit E = C([0,1],R). Pour f € E, on pose

1
1] = / () dt,

dont on admettra qu’il s’agit d’'une norme sur E. Soit ¢ ’endomorphisme de E défini par

o(f) () = / " f(y.

1. Justifier la terminologie : "¢ est un endomorphisme de E.”

2. Démontrer que ¢ est continue.

3. Pour n > 0, on considére f,, I’élément de F défini par f,(x) = ne”"*, z € [0,1]. Calculer
[ fnllx et lo(fn)ll1-

4. On pose ||| = sup 4o, ”(ﬁ(ffu)l”l' Déterminer |[||¢||.

1. ¢ est clairement une application linéaire, et il faut juste rappeler que ¢(f), comme primitive
d’une fonction continue, est elle-méme continue (donc C1).

2. On a
6(F)(@)] < / F(0)]dt < / £t < [1flh.

On en déduit que

1
16(f)lh g/o 1111t < £l

Ainsi, ¢ est continue.

3. On a ¢(fn)(z) = [; ne™™dt = 1 — e~™*. En particulier, || fulli = ¢(fa)(1) =1 —e™™. De
plus,
=™

n

1
ol = [ (1= em)ds =1
0
4. D’apres la question 2, pour tout f € E,

(Ol < [ £1l1,

et donc [|4[| < 1. De plus, on a

1—e ™
16N < Mol fuls = 1— e < (1— ¢ )||¢|||.

n

Passant a la limite dans cette inégalité, on conclut que ||¢|| > 1, ce qui prouve finalement
que ||| = 1.



Exercice 13.

Soit E = C([0,1],R) muni de | - |- On pose

:{feE; f(0)=0et /Olf(t)dtzl}.

Démontrer que A est une partie fermée de E.

Posons, pour f € E, ¢(f) = f(0) et ¥(f fo t)dt. Alors ¢ et ¢ sont deux formes linéaires.
De plus, elles sont continues car, pour tout fek,

160 < 1 fll

1 1
(f)] < / F(t)]dt < / 1 lloodt < 1 loo-

1,+00[). Comme images réciproques de fermés par une
[ [

De plus, on a A = ¢~ 1({0}) N ([
~1([1, +00]) sont fermés. Leur intersection est donc un fermé

application continue, =1 ({0}) et (
et A est bien fermé.

)

Exercice 14.

Soit E un espace préhilbertien muni de la norme associée au produit scalaire. Démontrer que
Iorthogonal de toute partie A de E est un fermé de F.

On a A+ = {z € E; Ya € A, (z,a) = 0}. Posons f,(z) = (x,a). Alors f, est une application
linéaire continue : en effet, pour tout = € E, on a d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
(z,a)| < lall x [|l].

Mais alors, A+ = (,c4 fo ' ({0}). Ainsi, A+ est un fermé comme intersection (quelconque) de

parties fermées de E.

Exercice 15.

Soit N et Ny deux normes sur l’espace vectoriel E. Montrer que Ny et No sont équivalentes si
et seulement si Id : (E, N1) — (E,N3) et Id: (E, Ny) — (E, N1) sont continues.

Les deux normes sont équivalentes si et seulement s’il existe a,b > 0 tels que, pour tout x € F,
on a Ny(z) < aNy(z) et No(z) < bNp(x). Si on réécerit ces deux inégalités sous la forme

Ny (Id(z)) < aNa(z) et No(Id(z)) < bNi(x)
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alors on en déduit que c’est équivalent a la continuité des deux applications mentionnées dans
I’énoncé.

c. Norme subordonnée

Exercice 16.

Soit E = M,(R) muni de la norme N définie pour tout A = (a;;)1<ij<n par N(A) =
supjy { 271 laij|} (on admet quil s’agit d’une norme). Démontrer que P'application trace
Tr: E — R est continue, et calculer sa norme subordonnée.

On remarque que I’application trace est linéaire. De plus, soit A = (a; j)1<i j<n. Alors
n

T (A)] < ) lail
i=1

n n

D0 laigl

i=1 j=1

IN

n
< ) N(A) <nN(A).
i=1
Ceci prouve que l'application trace est continue et que || Tr|| < n. De plus, on a

Tr(I,) =net N(I,) =1.

Ainsi, on a exactement ||Tr|| = n.

Exercice 17.

Soit £ = C([0,1]) muni de ||| o et F = C1([0,1]) muni de || fl|r = | flloco+||f'|oo- S0it T : E — F
défini par T'f(z) = [, f(t)dt. Démontrer que T est continue et calculer sa norme subordonnée.

On remarque d’abord que T'f, étant une primitive d’une fonction continue, est bien de classe C*
donc élément de F'. De plus, pour tout x € [0,1], on a

ITf(z)] < / FO)ldt < al|flloo < [1Flloe-

De plus, (Tf) = f et donc [[(Tf)|lcc = ||flleo- On en déduit que ||Tf||lr < 2||f|lco, ce qui
prouve que 7' est continue et que ||T]| < 2. Nous allons maintenant démontrer que ||T|| = 2.
Puisque [[(Tf)]lco = ||f]loo, il 0’y & (jamais) aucune perte dans cette majoration, et on est amené

a chercher une fonction f € E telle que fol f@®)dt = ||fllco- Prenons f = 1. Alors ||f|lcc = 1,
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Tf(x) =x et donc [|Tf|lcc = 1. Il vient || Tf||r = 2||f]lco, €t donc on a effectivement ||T|| = 2.

Exercice 18.

On munit R[X] de la norme suivante :

I ZakaH = sup{|ax|; 0 <k <n}.
k=0

Pour ¢ € R, on définit la forme linéaire ¢. : (R[X],| -|) = (R,|-]), P — P(c). Pour quelles
valeurs de ¢ la forme linéaire ¢, est-elle continue ? Dans ce cas, déterminer la norme subordonnée

de o¢..

Supposons d’abord que |c| < 1. Alors, pour P = Y"}'_ ap X*,
n

S e

k=0

Puisque |c| < 1, on en déduit que

1— |C|n+1

n
|9c(P)| = < Z |ak||c|k < ||P||ool_7
k=0

]

1
1—le|

|¢e(P)| <[P

donc ¢, est continue et ||¢.|| < %M On va prouver que cette derniére inégalité est en fait une
égalité. D’abord, si ¢ > 0, on considére le polynéme P,(X) =1+ X +--- + X". Alors

il = @@l
qbc(Pn):l“FC‘i‘"'—‘rCn:ﬁ

Mais || P,|| = 1, et donc on obtient

1— Cn+1

Faisant tendre n vers +oo, on conclut que ||¢c|| > 2=, ce qui donne l'autre inégalité. Si mainte-

nant ¢ < 0, on effectue le méme travail avec le polynome Q(X) =1— X + X2 + .- 4+ (=1)"X".
Pour ¢ >1,ona ¢.(P,) =14+c+---+c* >n+1alors que ||P,|| = 1. L’application ¢, ne peut
pas étre continue. On a le méme résultat si ¢ < —1, en considérant cette fois @Q,,.

2. Exercices d’entrainement

a. Ouverts / Fermés / Adhérence / Intérieur / Densité

12



Exercice 19.

Soit E un espace vectoriel normé. Démontrer que les seules parties a la fois ouvertes et fermées
de E sont @ et F.

On commence par remarquer que & et E sont des parties a la fois ouvertes et fermées de F.
Réciproquement, soit A une partie de E a la fois ouverte et fermée. Supposons A # @ et A # E.
On peut alors trouver a € A et b € E\ A. Considérons ensuite

I={te[0,1]: (1—t)a+tbe A}.

Alors I est une partie non vide de R car 0 € I et I est majorée par 1. Elle admet une borne
supérieure s. Soit (t,) une suite de I qui converge vers to. Alors (1 —t,,)a + t,b € A. Comme A
est fermé, par passage a la limite, (1 — s)a + sb € A. Si s = 1, alors il y a une contradiction avec
be E\A. Si s < 1, alors notons 2y = (1 — s)a + sb. Puisque A est ouvert, il existe r» > 0 tel que
B(zo,7) C A. Mais alors, il existe ¢t €]s, 1] tel que ta + (1 — )b € B(zo,7) C A. Ceci contredit
que s est la borne supérieure de I.

Exercice 20.

Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R, muni de || - ||oc- On
note D ’ensemble des fonctions de E qui sont dérivables et P ’ensemble des fonctions de E qui
sont polynomiales. Déterminer l'intérieur de D et de P.

On va prouver que l'intérieur de D est vide. Pour cela, prenons f € D et construisons une suite
de fonctions f,, dans D¢ qui converge vers f pour || - ||. Pour cela, considérons g(z) = |z — 3/, de
sorte que ||g||c = 3. Mais alors, posons

Ful@) = £(2) + —g(z).

Alors || fn = flloo = Llglloe < 5= — 0. Et de plus, f,, n’est pas dérivable en 1/2 car g ne l'est pas
alors que f l’est. Donc f,, € D¢, ce qui acheve la preuve que l'intérieur de D est vide. Puisque

P C D, lintérieur de P est vide lui aussi.

Exercice 21.

Soit C une partie convexe d’'un espace vectoriel normé. Démontrer que 'adhérence de C est
convexe, puis que l'intérieur de C' est convexe.

Soit x,y € C, et t € [0,1]. = (resp. y) est limite d’une suite (z,,) (resp. (y,)) d’éléments de C.
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Puisque C est convexe, la suite

Zn = Xy + (]- - t)yn
est dans C. On passe & la limite : la suite (z,) converge vers tz+(1—t)y, et cette limite est dans C.
Dot tx+(1—t)y € C, ensemble qui est donc convexe. Prouvons maintenant le résultat concernant

Pintérieur. Soit x,y 65, x # vy, et soit z €]x, y[. Alors il existe une (unique) homothétie de centre
2 qui envoie y sur z (une homothétie de centre x est une application de la forme w — x4+ (w—1x).
Cette homothétie transforme la boule de centre y et de rayon § en la boule de centre z et de
rayon Ad. Soit § > 0 tel que B(y,d) C C et soit w € B(z, Ad). Alors w = h(u), avec v un point de
B(y, ), et h ’homothétie précédemment considérée. En particulier,w est sur le segment [z, u] et
est donc un élément de C'. Autrement dit, on vient de prouver que B(z,Ad) C C, ce qui prouve

o o
z €C. C est convexe.

Exercice 22.

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et (u,,) une suite de E. On note V I’ensemble des valeurs
d’adhérence de (u,).

1. Démontrer que V = (), cy{up : p > n}.

2. En déduire que V est fermé.

1. Soit £ € V. Il existe une suite extraite (uq(n)) qui converge vers £. Soit maintenant n € N.
Alors, pour k > n, on a ¢(k) > k > n, et donc

Ugp(k) € {Uup : p>n}.

Puisque (ug(x)) converge vers £, on en déduit que £ € m Puisque c’est vrai pour
tout n € N, on a donc £ € [, oy {up: p>n}.

Réciproquement, supposons que £ € (), .y {up : p>n}. On va construire par récurrence
une suite (¢(k)) d’entiers telle que, pour tout k > 1, [|€ — uga || < 27% et ¢(k) > ¢(k —1).

On initialise la construction en disant que £ € {u, : p > 0} et donc qu'il existe ¢(0) € N tel
que [|€ — ug|] < 1. Supposons maintenant la construction réalisée jusqu’au rang k — 1 et

réalisons-la au rang k, avec k > 1. On utilise cette fois que £ € {u, : p > ¢(k — 1)+} pour
obtenir un entier ¢(k) > ¢(k — 1) +1 > ¢(k — 1) tel que ||€ — ugyk)|| < 27". Finalement, on
a que (ug(k)) converge vers £, et donc que £ € V.

2. Maintenant, c’est facile : V' est fermé comme intersection de fermés!

Exercice 23.

Soit H un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}.
1. Justifier 'existence de m = inf{x € H; x > 0}.
2. On suppose que m > 0. Démontrer que m € H puis que H = mZ.

3. On suppose que m = 0. Démontrer que H est dense dans R.
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4. En déduire que, si a et b sont deux réels non nuls, aZ + bZ est dense dans R si et seulement

si ¢ ¢Q.

1. Il suffit de prouver que {x € H; x > 0} est non-vide, puisque c’est une partie de R minorée.
Soit x € H, x # 0. Si x > 0, ¢’est bon. Sinon, on considére —zx.

2. Supposons que m ¢ H. Alors, par définition de la borne inférieure, il existe x € H tel
que m < z < 2m. Toujours pas définition de la borne inférieure, il existe y € H tel que
m < y < x. Mais alors, x —y € H puisque H est un groupe et 0 < x — y < m, ce qui
contredit la définition de la borne inférieure. On en déduit que m € H puis, parce que H
est un groupe, que mZ C H. Réciproquement, prenons = € H. Si x ¢ mZ, soit k 'unique
entier relatif tel que mk < z < (k+ 1)m. Alors 0 < z —mk < m et x —mk € H, ce qui
contredit & nouveau la définition de la borne inférieure. Donc H = mZ.

3. Soit @ € R et € > 0. Il s’agit de prouver que HNja —¢,a+¢[# &. Comme H est symétrique
par rapport a l'origine, on peut toujours supposer que a > 0. On sait qu’il existe x € H tel
que 0 < x < e.Soitn = |£]. Alors on sait quen < 2 < n+1soit nx < a < (n+1)x < nxte.
On en tire que a — ¢ < nx < a et puisque nx € H, que HN]a — ¢,a + [ est non vide. Ceci
prouve bien que H est dense dans R.

4. aZ + bZ est ou bien dense dans R ou bien de la forme mZ. S’il est de la forme mZ alors
a € mZ et b € mZ, donc il existe p,q € Z tels que a = mp et b = mgq. 1l vient 7 = 17; € Q.

Réciproquement, si § = % € Q, alors on sait que

x €aZ+bZ 3(k,1) € Z2, x = ak + bl

2 . _p (2
(k1) € 72, x—b(bk+l)
1hwezax:b<pk+o

q

b
ﬂhwezix:5@m+m)

I 17171

b
x € g(pZ—FqZ).

Or, pZ + qZ est un idéal de Z et tous les idéaux de Z sont de la forme nZ avec n € N*.

Donc 1
aZ +bZ = 7.
q

b. Continuité des applications linéaires

Exercice 24.

Soit E = R[X], muni de la norme || Y, a; X"|| = >, |ail.

1. Est-ce que lapplication linéaire ¢ : (E,||.||) — (E,].]]), P(X) — P(X + 1) est continue
sur ££7?
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2. Est-ce que lapplication linéaire ¢ : (E,|.||) = (E, ||.]|), P(X) — AP, ou A est un élément
fixé de F, est continue sur F 7

1. Supposons ¢ continue. Alors il existe C > 1 tel que
lo(P)I < C|IP|

pour tout polyndéme P. Prenouns le polynéme P(X) = X". Alors ||P|| = 1. Mais P(X +1) =
(X +1)" = X" +nX"" 4+ .. .. Ainsi, on obtient

n<||P(X +1)|] <C,

ce qui impossible si on choisit n assez grand. Ainsi, ¢ n’est pas continue.
2. Eerivons A(X) = P _0biX7 et P(X) =31 a; X" Alors AP(X) = iiP e X* avec

C = E aibj.
itj=k
Notons M = max;—o, ., |b;|. On a donc

k

|Ck| SM Z |ai|a

i=max(0,k—p)

ce qui entraine
n+p k

APl <MY S ail

k=0 i=max(0,k—p)

Fixons ig dans {0,...,n}. S’il apparait dans la somme Zf:max(k_p 0) la;|, c’est que k —p <

i9 < k. En particulier, il apparait au plus k — (k —p) + 1 = (p + 1) fois. On en déduit que
[AP|ly < M(p + 1)||P[1,

ce qui prouve que 9 est continue.

Exercice 25.

Soit E I’espace vectoriel des suites (a,),>1 de nombres complexes telle que ), -, |a,| converge.
On pose, pour a = (a,) € E, -
“+ o0
lall = lanl.
n=1

1. Démontrer que || - || définit une norme sur E.
2. Onpose F={a € E; ) - an, =1}. F est-il ouvert ? fermé? borné?
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1. On suit la méthode classique. Si a = (a,,) et b = (b,,) sont éléments de E et A € R, alors on
a pour tout N,

N N N N
D o an+0n <D (lanl + 5al) <D lanl + Y 1bal < llall + [1B]]
n=1 n=1 n=1

n=1
Faisant tendre IV vers l'infini, on en déduit que
lla+ 0l < [lall + [|bl
Une preuve similaire donne ||Aa|| = |A| x ||a|| tandis que si ||a|| = 0, alors on a nécessairement

0 < |ayn| < |la|| = 0 pour tout n > 1 et donc a = 0.

2. Posons ¢(a) = 3_,, 5 an. Alors ¢ est bien défini sur £ (car la convergence absolue entraine
la convergence) et ¢ est linéaire. Démontrons que ¢ est continue. Pour cela, on remarque
que

6@ = |3 an| < 3 Janl < llall

n>1 n>1

Ceci démontre que ¢ est continue, et comme F = ¢~({1}), F est 'image réciproque d’un
fermé par une application continue, donc F' est fermé. Par ailleurs, F' n’est ni ouvert, ni
borné. Il n’est pas ouvert, car prenons a = (1,0,0,...) qui est un élément de F. Alors,
pour tout § > 0, a + da ¢ F, et donc F n’est pas un voisinage de son élément a. En
particulier, F n’est pas ouvert. F' n’est pas non plus borné. En effet, prenons la suite a(p) =
(p+1,—p,0,0,...). Alors, pour chaque p, a(p) est élément de F'. Or, |la(p)| = 2p+1 — +o0
si p — +o00. Donc F' n’est pas bornée.

Exercice 26.

Soit E un espace vectoriel normé et L.(F) ’ensemble des applications linéaires continues sur E.
Pour v € L.(E), on pose
l[ull = sup{[[u()[; ||z <1}
1. Démontrer que ceci définit une norme sur L.(FE).

2. Démontrer que, pour tout x € E et tout u € L.(E), on a
Ju(@)|| < [lull > [l

En déduire que, pour tous u,v € L (E), alors ||uov|| < [Jul| x [|v].

1. Soit u € L.(E). D’abord, si v = 0, on a bien ||u|| = 0. Réciproquement, si ||u| = 0, alors
|lu(z)|| = 0 pour tout @ € E tel que ||z| = 1. Considérons alors y € E. Siy = 0, on a
bien u(y) = 0. Si y # 0, considérons x = y/||y||. Alors ||z|| = 1, donc u(x) = 0, donc par
homogénéité de u, u(x) = 0 et u est bien nulle. Considérons maintenant A € R. Alors

{IAu@)l; flzll = 13 = A x {lu@)]; [zl = 1}.
On en déduit que || Au|| = |A| X ||u||. Finalement, soient u,v € L.(E). Alors, pour tout z € F
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avec ||z|| =1, on a
lu(z) + v(@)[| < [[u(@)] + lo(@)[] < [l + [|vl.
Passant au sup sur z, on obtient bien que ||u + v|| < ||u|| + ||v]|. Ainsi, la formule
[ull = sup{[ju(z)[; [l=ll <1}

définit bien une norme sur L.(E).

2. Soit z € E. Si x = 0, la formule est claire sinon posons y = a/||z||. Alors on a [Ju(y)|| < ||ul|
ce qui implique facilement par homogénéité que |u(z)| < |lu|| x ||z|. Soit maintenant
u,v € L(F). Alors, pour tout z € E avec ||z|| =1, on a

[u(w(@)I < flull x [lo@@)]| < [lull x o]

Passant au sup en z, on en déduit bien que ||uov|| < ||ul| x ||v]-

Exercice 27.

Soit E un espace vectoriel normé et u € L(E). Démontrer que u est continue si et seulement si
{z € E; ||u(z)|| =1} est fermé.

Notons F' = {x € E; |ju(z)|| = 1}. D’une part, si u est continue, alors F = u~*({1}) est un
fermé. Réciproquement, supposons que u ne soit pas continue. Alors il existe une suite (z,) de
E, 5, # 0, telle que [u(an)|/lfon]] = +00. Posons g, = oy Alors [lyal > 0 et [u(ya)] = 1.
Ainsi, chaque ¥, est élément de F'. Si F' était fermé, alors 0 serait élément de F, ce qui n’est pas
le cas. Donc F n’est pas fermé, ce qui démontre que u est continue si et seulement si F est fermé.

Exercice 28.

Soit E un espace vectoriel normé et u un endomorphisme de E vérifiant, pour tout z € F,
llu(z)|| < ||z||. Pour tout n € N, on pose

1 n
_ k
v”_nJrlE u”.

k=0

1. Simplifier v, o (u — Id).
2. Montrer que ker(u — Id) NIm(u — Id) = {0}.

3. On suppose désormais que E est de dimension finie. Démontrer que
ker(u — Id) ® Im(u — Id) = E.

4. Soit p la projection sur ker(u — Id) parallelement & Im(u — Id). Démontrer que, pour tout
x € E, v,(x) = p(x).
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1. On a, par télescopage,

S k(- Id) = ut - Id
k=0

et donc v, = A5 (u"tt — Id).

2. Soit y € ker(u — Id) N Im(u — Id). Alors il existe z € E tel que y = (u — Id)(z). On en
déduit que v,(y) = n%_l(u”“(ac) — z). Puisque ||[u™!(z)|] < ||x||, on obtient que (v, (y))
tend vers 0. Mais d’autre part, on sait aussi que u(y) = y, et donc, pour tout entier n, on
a v, (y) = y. Par unicité de la limite, y = 0.

3. C’est une conséquence immédiate du théoreme du rang et du résultat de la question précé-
dente.

4. Soit x € E, écrivons x = y+z avec y € ker(u—Id) et z € Im(u—Id). Alors le calcul effectué
a la deuxiéme question montre que v, (y) = y et que v, (z) tend vers 0. Ainsi, (v,(z)) tend
vers y qui est bien égal & p(x).

Exercice 29.

Soit E un espace vectoriel normé (sur R) et soit ¢ : E — R une forme linéaire non identiquement
nulle. Le but de ’exercice est de démontrer que ¢ est continue si et seulement si le noyau de ¢
est fermé.

1. Démontrer le sens direct.

2. Réciproquement, on suppose que le noyau de ¢, noté H, est fermé. On fixe y € F tel que
o(y) = 1.

(a) Démontrer que ¢~ ({1}) est fermé.

(b) En déduire qu'il existe r > 0 tel que B(0,7) N ¢~ 1({1}) = @.
(¢) Démontrer que = € B(0,r) = |¢(x)| < 1.

(d) Conclure.

1. Si ¢ est continue, alors kerg = ¢~1({0}) est fermé comme image réciproque d’un fermé par
une application continue.

2. (a) Fixons y € E tel que ¢(y) =1 et notons H = ker¢. Soit z € E. On a
#(2)=1 = ¢(2) =d(y) <= ¢(2—~y)=0 <= 2—ycH < z€y+H

Ainsi, ¢ 1({1}) = y + H est fermé puisque c’est lui translaté de H qui est fermé.

(b) On sait que 0 ¢ ¢~ 1({1}) qui est fermé. Il existe donc 7 > 0 tel que B(0,r)N¢~L({1}) =
.

(¢) Supposons qu'il existe z € B(0,r) tel que |¢p(x)| > 1. Alors ¢(Ax) = Ap(x) = 1 pour
A=1/¢(z) €] — 1,1[. Mais alors z = A\x € B(0,r) et ¢(z) = 1, une contradiction.

(d) Il suffit de raisonner par homogénéité. Si ||z|| < 1 alors ||rz| < r et donc |p(rx)| < 1.
On en déduit que |¢(x)| < 1/r et donc que ¢ est continue avec ||@]| < 1/r.
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3. Exercices d’approfondissement
a. Continuité des applications linéaires

Exercice 30.

Soit E = C>([0,1],R). On considére I'opérateur de dérivation D : E — E, f — f’. Montrer que,
quelle que soit la norme N dont on munit E, D n’est jamais une application linéaire continue
de (E,N) dans (E,N).

Pour a € R, la fonction f,(x) = e** est dans F, et elle vérifie Df, = af,. Or, si D était continue
pour la norme N, il existerait une constante C' > 0 telle que

N(D(fa)) < CN(fa)
pour tout a € R. On obtiendrait alors que, pour tout a € R,
la|N(f,) < CN(f,) = la] <C.

C’est bien stir impossible, et D n’est pas continue sur (E, N).

b. Norme subordonnée

Exercice 31.

Soit I = [a, b] un intervalle de R. On munit C(I) de la norme ||.||c. On dit qu’une forme linéaire
u: C(I) = R est positive si u(f) > 0 pour tout f € C(I) vérifiant f(x) >0siz € I.
1. Démontrer que, pour toute forme linéaire u : C(I) — R positive, |u(f)| < u(]f])-

2. Soit e la fonction définie par e(z) = 1 pour tout « € I. Déduire de la question précédente
que toute forme linéaire positive est continue, et calculer ||uf|| en fonction de u(e).

1. Remarquons que |f| > f, et donc |f| — f > 0. On en déduit que u(|f]) > u(f). De méme,
ona |f| > —f, soit |f|+ f >0 et donc u(|f|) > u(—f) = —u(f). Finalement, on obtient

bien que [u(f)] < u(|f])-
2. On sait que |f(z)] < ||f|lo, ce qui s’écrit encore || f||oce — | f| > 0. Ainsi, on a

[u(H < u(l£]) < ulllflloce) < u(e)|flloo-

Ceci prouve que w est continue, avec |[ul| < u(e). De plus, pour f = e, on a exactement
u(f) = u(e)||ello, ce qui prouve qu’en réalité |lu|| = u(e).
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