Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°11 bis : révisions d’algebre
linéaire de Sup’

1. Exercices basiques

Exercice 1.

Résoudre les systémes linéaires suivants (de préférence avec le pivot de Gauss) :

z+y+2z = 3 r+2z =1
r+2y+z = 1 —y+z = 2
2r4+y+z = 0 r—2y =1

On va utiliser la méthode du pivot de Gauss. Pour le premier systéme, on écrit

z+y+2z = 3 r+y+2z = 3
x+2y+z = 1 <~ y—z = —2 Lo— L1 — Ly
2r+y+2z = 0 —y—32z = —6 Ls—2L1— Lg
zt+y+2z = 3
= N=5 = =
—4z = -8 L3+ Ly— Ly
B = =l
<= y = 0
z = 2%

Pour le second systeme, on procede de la méme fagon :

r+2z = 1 r+2z = 1
-y+z = 2 <~ —-y+z = 2
B=2y = 1 —2y—2z = 0 Ls—L; — Lj
r+2z = 1
<~ —y+z = 2
—4z = —4 L3—2L2—>L2
r = -1
< y = —1
z = 1



Exercice 2.

Résoudre les systémes suivants :

r4+2y—3z = 4
r+y+z—-3t = 1 r+3y—z = 11
2r+y—2+4+t = -1 20 +by—5z = 13
r+4y+z = 18
Pour le premier systeme :
r+y+z—-3t = 1 — r+y+z—-3t = 1
2r+y—2z4+t = -1 —y—3z+7 = -3

Le systeme est triangulaire, et il y a plus d’inconnues que d’équations. On va donc exprimer
certaines inconnues en fonctions des autres. Par exemple, ici, on peut exprimer = et y en fonction
de z et t. Le systeme devient :

r+y+z—-3t = 1 x = 2z—4t—2
—y—3z+7 = -3 y = —3z+4+7+3
z = z z = z
t =t t =t

L’ensemble des solutions est donc
S = {(2z —4t—2,-3z+ Tt + 3,2,t); (2,t) € RQ}.

Pour le second systeme, on écrit

z+2y—3z = 4 z4+2y—3z = 4
r+3y—z = 11 — y+2z = T Lo—Li — Lo
204+ 5y — 5z = 13 y+z = 5 L3—2L; — L3
r+4dy+z = 18 2044z = 14 Ly— L1 — Ly
r+2y—3z = 4
y+2z = 7
A 2 = -2 Ly—Ly— Ls
0 = 0 L472L2*>L4

La derniére relation de compatibilité est vérifiée. On en déduit alors facilement que ’ensemble
des solutions est

S=1{(43,2)}.

Exercice 3.

Soit E = R3. On note B = {&1,&2,E3} la base canonique de E et u 'endomorphisme de R?
défini par la donnée des images des vecteurs de la base :

u(é'l) = —2& +2&3 ,u(é’g) = 3&, ,u(€3) = —4&1 + 4&;.

1. Ecrire la matrice de u dans la base canonique.



2. Déterminer une base de ker u. u est-il injectif ? peut-il étre surjectif 7 Pourquoi ?
3. Déterminer une base de Im u. Quel est le rang de u?

4. Montrer que F = ker © @ Im wu.

1. On écrit en colonne u(E&;). On trouve

-2 0 -4
0 3 0
2 0 4

-2 0 —4 x —2x — 4z
u(z,y,2)=1 0 3 0 y | = 3y
2 0 4 z 2x + 4z
On a donc
—2r—4z = 0 r = -2z
(z,y,2) € ker(u) < 3y = 0 — y = 0
20+4z = 0 z = z

On a donc ker(u) = vect(—2,0,1) et le vecteur (—2,0,1) est une base de ker(u). ker(u)
n’est pas réduit & {0}, et donc I'endomorphisme u n’est pas injectif. Comme u est un
endomorphisme de 1’espace vectoriel de dimension finie R?, il n’est pas non plus surjectif,
car on a alors

u injectif <= wu surjectif <= wu bijectif.

3. On sait, d’aprés le théoréme du rang, que Im(u) est de dimension 2. On sait aussi que
(u(&1),u(&2),u(€3)) est une famille génératrice de Imu. Il suffit donc d’en extraire une
famille libre & deux éléments. Mais on vérifie immédiatement que (u(€1),u(&2)) est une
telle famille. C’est donc une base de Im(u) qui est de dimension 2.

4. 11 suffit de montrer que la réunion d’une base de ker(u) et d’une base de Im(u) est une base
de R3. Autrement dit, avec les calculs réalisés précédemment, il suffit de voir que la famille
((—=2,0,1),(-2,0,2),(0,3,0)) est une famille libre. C’est trés facile et laissé au lecteur...

Exercice 4.

Montrer que P (X) = (X —1)2, P(X) = X? et P3(X) = (X + 1)? forment une base de Ry[X]
et donner les coordonnées de X2 + X + 1 dans cette base.

On commence par démontrer que (Py, P, P3) est une famille libre : soient a, b et ¢ trois réels tels
que aPy +bPs + cP3 = 0, c’est-a-dire, en développant, (a+b+c)X? + (—2a+2¢)X + (a+c) = 0.



Puisqu’un polynome est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, on obtient le systéeme

a+b+ec = 0
—2a+2¢c = 0
at+c = 0

dont on démontre facilement que la seule solution est a = b = ¢ = 0. Ainsi, (P, Py, P3) est une
famille libre de 3 vecteurs dans un espace de dimension 3 : c’est une base de Ry[X]. Cherchons
ensuite les coordonnées de X2 4+ X + 1 en écrivant X2 + X 4+ 1 = aP, + bP, + cP;. Toujours en
développant et en identifiant, on obtient maintenant le systeme

a+b+c = 1
—2a+2c = 1
at+c = 1

dont la seule solution est a = 1/4, b =0 et ¢ = 3/4.

Exercice 5.
On considére Iapplication linéaire f de R dans R* définie par
f(x7yvz) = ($+Zvy—$72+y7$+ll+22)

1. Déterminer une base de Im(f).
2. Déterminer une base de ker(f).

3. L’application f est-elle injective ? surjective ?

1. Utilisant la définition de f, on a :

f(el) = (17_170a 1)
(0,1,1,1)
f(€3) = (1707172)

~
—
®
no
N~—
|

On sait que la famille (f(e1), f(ez2), f(e3)) est une famille génératrice de Im(f). Or, f(e3) =
f(er) + f(e2) et donc f(e3) est combinaison linéaire de (f(e1), f(e2)). Ainsi, la famille
(f(e1), f(e2)) est déja génératrice de Im(f). De plus, elle est libre car les deux vecteurs
sont non-nuls et ne sont pas proportionnels. On en déduit que (f(e1), f(ez2)) est une base

de Im(f).
2. On a:
—x+y 0 y+z = 0
(z,y,2) € ker(f) — ytz = 0 = vtz = 0
r+y+2z = 0 y+z = 0



xr = —Z
= y = —=z
z = Zz

On en déduit que le vecteur (—1,—1,1) engendre ker(f). Comme il est non-nul, c’est une
base de ker(f). En particulier, on trouve que ker(f) est de dimension 1, ce que l’on peut
aussi obtenir en utilisant le théoreme du rang.

3. f n’est pas injective, car son noyau n’est pas réduit & {0}. f n’est pas surjective, car son
image n’est pas R* tout entier. En effet, la dimension de Im(f) est 2, et non 4.

Exercice 6.

Soit E = R* et FF = R?. On considére H = {(z,y,2,t) € RY; 2 = y = 2z = t}. Existe-t-il des
applications linéaires de F dans F dont le noyau est H 7

Ona H = vect((l, 1,1, 1)) H est donc un espace vectoriel de dimension 1. Si H était le noyau
d’une application linéaire f de F dans F', alors par le théoréme du rang on aurait

4 =dim(FE) = dim(H) + dim(Im(f)) = 1 + dim(Im(f)).

Ainsi, on aurait dim(Im(f)) = 3. Mais Im(f) est un sous-espace vectoriel de R?, sa dimension est
au plus 2. On a une contradiction. Donc H n’est pas le noyau d’un élément de L(E, F).

Exercice 7.

On considére Papplication linéaire f : R — R3 définie par f(z,y,2) = (2o — 22,y,2 — 2). f
est-elle une symétrie ? une projection ? Déterminer une base de ses éléments caractéristiques.

On vérifie facilement que
fof(.’E,y,Z) = (2(2x—2z)—2(x—z),y,2x—22—x+z) = (2%—22,:1/,%—2) :f(xvyvz)

On a donc fo f = f et f est une projection, sur Im(f) et parallelement & ker(f). Déterminons
une base de ker(f). On a

20 —2z = 0 B = &
flz,y,2) =0 <= y = 0 <— y = 0
r—z = 0 z = z

Une base de ker(f) est donc donnée par le vecteur u = (1,0, 1). Déterminons ensuite une base
de Im(f). On sait que (f(e1), f(e2), f(e3)) est une famille génératrice de Im(f). Ce n’est pas
une base, puisque f(e3) = (—2,0,—1) = —f(e1). Posons ensuite v = (2,0,1) = f(e1) et w =
(0,1,0) = f(ez2). Alors (v, w) est une famille génératrice de Im(f) et c’est aussi une famille libre :
(v, w) est une base de Im(f).



Exercice 8.

Soit E = C*(R) et ¢ € L(F) définie par ¢(f) = f’. Quel est le noyau de ¢? Quelle est son
image ? ¢ est-elle injective 7 surjective ?

Une fonction f: R — R a sa dérivée nulle si et seulement si elle est constante. Le noyau de ¢ est
donc ’ensemble des fonctions constantes. En particulier, ¢ n’est pas injective. D’autre part, si g
est une fonction de classe C* sur R, alors elle admet une primitive f qui est donc elle aussi de
classe C™, c’est-a-dire élément de E. On a alors ¢(f) = g, ce qui signifie que Im(¢) = E. ¢ est
surjective.

Exercice 9.

Soit E = R3[X] 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a
3. On définit u 'application de E dans lui-méme par

w(P)=P+(1-X)P.

1. Montrer que u est un endomorphisme de F.
2. Déterminer une base de Im(u).
3. Déterminer une base de ker(u).

4. Montrer que ker(u) et Im(u) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

1. Remarquons d’abord que si P € E, u(P) est bien un polyndéme de degré inférieur ou égal a
3, et donc u envoie bien F dans E. Pour montrer qu’il s’agit d’un endomorphisme, on doit
prouver que u est linéaire. Mais, si P,Q € Eet A€ R, on a :

w(P+2Q) = (P+2Q)+(1-X)(P+X\Q)
= P+AQ+(1-X)(P' +2Q)
= P+(1-X)P+XQ+(1-X)Q")
u(P) + Au(Q).
u est donc bien linéaire.

2. Puisque (1, X, X2, X3) est une base de E, on sait que u(1),u(X),u(X?),u(X?3) est une
famille génératrice de Im(u). On va pouvoir en extraire une base. On a :

u(l) =1, w(X) =1, u(X?) = —X?+2X, u(X®) = —2X3 +3X2

On en déduit que (u(1),u(X?),u(X?)) est une famille libre (ce sont des polynomes de
degrés différents) et que u(X) s’écrit comme combinaison linéaire de ceux-ci (on a méme
w(X) = u(1)). Ainsi, ceci prouve que (u(1),u(X?),u(X?)) est une base de Im(u).

3. Ecrivons P(X) = aX? + bX?2 + ¢X +d, et calculons u(P) :

uw(P) = —2aX3 + (3a — b) X2 4+ 2bX + ¢+ d.



Ainsi, on obtient

—2a =
3a—1b
2b
c+d =

I
cocoo
I
o oo

u(P)=0 <

Lo o
I

= =@

Ainsi, P € ker(u) <= 3Jc € R, P = ¢(X — 1). Une base de ker(u) est donné par le
polynoéme X — 1.

4. La réunion des bases de Im(u) et ker(u) trouvées précédemment est (1, — X2 +2X, —2X3 +
3X?2 X —1). Ces polynémes sont tous de degrés différents. Ils forment une base de E. Ceci
prouve que Im(u) et ker(u) sont supplémentaires.

Exercice 10.

1. Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par X2 — 3X + 2.
0 1 -1

2. Soit A= | -1 2 —1].Déduire de la question précédente la valeur de A™, pour n > 2.
1 -1 2

1. On sait que
X" = (X? - 3X 4+ 2)Qn(X) + anX + by,

oll ap X +b,, est le reste dans la division euclidienne de X™ par X2 —3X +2. Pour trouver la
valeur de a,, et b,, on évalue 1’égalité précédente en les racines de X2 — 3X + 2, c’est-a-dire
en 1 et 2. On trouve le systeme :

a, +b, = 1
%, +b, = 2"

dont 'unique solution est a, = 2" — 1 et b, =2 — 2™.

2. Il suffit de remarquer que A% — 34 + 2I3 = 0. Remplacant dans 1’expression de la division
euclidienne, on trouve
A" = (2" —1)A+ (2 —2")I;.

Exercice 11.

Déterminer, suivant la valeur du réel a, le rang de la matrice suivante :

1 a a® &

A— a a® a® 1
Tl @ & 1 a
a> 1 a a?



On effectue les opérations suivantes :
Ly—aly — Ly, Ly —a®?Ly — Ly, Ly —a®L1 — Ly

et A a méme rang que

1 a a? ad
a_|o o 0 1-a*
710 0 1—a* a(l-—a%)
0 1—a* a(l—a*) a*(1—a?)

On échange ensuite Ly et Ly et on trouve que A a méme rang que

1 a a a
A — 0 1—a* a(l—a?) a*(1—a?)
271 o 0 1—a*  a(l—a?)
0 0 0 1—a*

On obtient une matrice triangulaire, dont les pivots sont non nuls si 1 — a* # 0, ie si a # 1 et
a # —1. Dans ce cas, la matrice est de rang 4. Si @ = 1 ou a = —1, la matrice A a méme rang
qu’une matrice dont une seule ligne est non-nulle. Elle a donc pour rang 1.

Exercice 12.

On considére I'endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

1 1 -1
M= -3 -3 3
-2 -2 2

Donner une base de ker(f) et de Im(f). En déduire que M™ = 0 pour tout n > 2.

On a
T = =
f,y,2)=0 <= 2+y—2=0 y = y
z = xT+vy

ker(f) est donc un plan vectoriel, de base (u,v) avec v = (1,0,1) et v = (0,1,1). D’apres le
théoréeme du rang, on sait que Im(u) est de dimension 1. Il est engendré par exemple par le
vecteur non nul w = f(e;) = (1, —3,—2). On remarque que w = u — 3v est élément de ker(f).
Ainsi, Im(f) C ker(f) et donc f? = 0. Par suite, f* = 0 pour tout n > 2 et la matrice de f"
dans la base canonique de R? est elle aussi nulle. Donc M™ = 0 pour tout n > 2.

Exercice 13.

Soit u I'application linéaire de R® dans R? dont la matrice dans leur base canonique respective



est
2 -1 1
A:<3 2 —3)'

On appelle (eg, e2,e3) la base canonique de R? et (f1, f2) celle de R2. On pose
/ / / ! ]' ! 1
ep =ezte3 ey =e3+ter, e3=e;+exet fj = §(f1 + f2), fo= i(fl — fa).

1. Montrer que (e}, €}, €5) est une base de R? puis que (f], f3) est une base de R2.

2. Quelle est la matrice de v dans ces nouvelles bases ?

1. Puisqu’on a des familles de trois (respectivement deux) vecteurs dans un espace de dimen-
sion trois (resp. deux), il suffit de prouver que 'on a des familles libres. Pour (fy, f4) c’est
clair puisque les vecteurs ne sont pas colinéaires. Pour (e, €5, e5), si on a une égalité du
type ae) + bel, + cel, = 0, alors on obtient

b+c
(b+cler+ (a+c)ea + (a+bles =0 < at+c =
a+b =

|
coco
)
I
S
I
()
I
=

La famille (e}, e}, €}) est une base de R3.

2. Notons P la matrice de passage de (e1,e2,e3) & (€], eh,e5) et @ la matrice de passage de

(f1, f2) & (f1, f5). Alors on a :
0 1 1
P={101 etQ:é(} _11>
1 1 0

Si B est la matrice de u dans les nouvelles bases, alors la formule du changement de base
nous dit que B = Q7' AP. Or,
(1 1
Q7 = ( 1 -1

de sorte que

Exercice 14.

Soient u : R? — R? et v : R? — R? définies par u(z,y) = (z + 2y, 2z —y, 2z + 3y) et v(z,y,2) =
(x —2y+2z,2x+y—32).

1. Montrer que u et v sont linéaires et donner les matrices de u,v,u o v et v o u dans les
bases canoniques de leurs espaces de définition respectifs. En déduire les expressions de
uow(z,y,z) et vou(x,y).

2. Soit By = {&1,E} et By = {Fi, Fa, F3} les bases canoniques de R? et R3. Montrer que
By = {&],&} et By = {F|, Fy, F4} sont des bases de R? et R3 resp., ou & := &,



Séizgl—gg,]:{ Z:fh]:élz]:l"f-]:zet]:/ 1:]:1+]:2+]:3-

. Donner la matrice P de passage de la base By & la base B puis la matrice @) de passage
de la base Bs a la base Bj.

. Ecrire la matrice de u dans les bases B et Bs puis dans les bases By et B; et enfin celle
de v dans les bases B et Bj.

. Remarquons d’abord que u et v sont clairement linéaires. Notons A (resp. B) les matrices
de u (resp. v) dans leur base canonique. On a :

1 2

A= 2 -1 etB(;_f _13>
2 3

w o v est une application linéaire de R?® dans R3. Sa matrice est donnée par le produit
matriciel AB. v o u est un endomorphisme de R?. Sa matrice est donnée par le produit
matriciel BA. On trouve :

5 0 -5 L
AB=|0 -5 5 etBA(_2 _6>.
8 -1 -7

On en déduit que
uow(x) = (bx — bz, —by + 52,8z —y — 7z) et vou(x,y) = (—x + Ty, —2z — 6y).

. Il suffit de vérifier que les deux familles sont libres, puisqu’elles comptent le méme nombre
de vecteurs que la dimension de 'espace. Pour B}, c’est clair puisque les deux vecteurs ne
sont pas colinéaires. Pour B4, on traduit une égalité du type aF] + bF5 + cF5 =0 en

a+b+c = 0
(a+b+c)f1+(b+c)f2+cf3:0<:> b+c = 0 <= a=b=c=0.
c = 0

. La matrice de passage est la matrice des coordonnées des nouveaux vecteurs exprimés en
fonction des anciens vecteurs. On a donc :

1 11
P_((1)_11>etQ_ 0 1 1
0 0 1
. Notons C' la matrice de u dans les bases B} et B3. Comme on ne change la base que au
départ, la formule de changement de base nous donne
1 -1
C=AP=1| 2 3
2 =l

Notons D la matrice de u dans les bases B et Bj. Cette fois, on change de base & la fois au
départ et & l'arrivée. La formule de changement de base nous donne D = Q~'AP. Apres

10



calculs, on trouve

1 -1 0 -1 —4
Q'=[0 1 -1 ]etD=| 0 4
0 0 1 2 -1

Notons enfin E la matrice de v dans les nouvelles bases. La formule de changement de base
nous donne £ = P~'BQ (attention a la place de P et Q!!!). On obtient aprés calculs :

1 - 3 2 0
P PetE(_2 _3 0)'

Exercice 15.

Soit A,, le déterminant de taille n suivant :

31 0 0
2 3 1
An=10 2 3 0
: . . o1
0 ... 0 2 3

1. Démontrer que, pour tout n > 1, on a A, o = 34,41 — 2A,,.

2. En déduire la valeur de A,, pour tout n > 1.

1. On développe suivant la premiére colonne. On trouve

31 0 ... 0 1 0 0 ... 0
2 3 1 .o 2 3 1
Ant2=3109 2 3 . 0|=2l0 2 3 .0
: R 1 T |
0 ... 0 2 3 0O ... 0 2 3

Le premier déterminant est A, 1. Pour le second, on développe par rapport a la premiere
ligne, et on retrouve alors A,, (on a barré 2 lignes et 2 colonnes). Ceci nous donne la formule
voulue.

2. On a une suite récurrente linéaire d’ordre 2, dont 1’équation caractéristique est r? = 3r — 2.
Ses racines sont r = 1 et 7 = 2. On en déduit qu’il existe A, u € R tels que, pour tout n > 1,
on a

A, = A2" + pl™.
Mais A; = 3 et Ay =7, ce qui donne le systeme

22X+p = 3
IDA+p = T

11



On en déduit immédiatement que A = 2 et u = —1. Ainsi, pour tout n > 1, on a

Exercice 16.

Soitn > 2et ay,...

suivant :

A, =2 1.

, a0, n nombres complexes distincts. On se propose de calculer le déterminant

4. En déduire l'expression générale de V(aq, ..

1 1 1

a1 (65 (67%

2 2 2

— (0% « «
Vieg,...,an) = 1 2 n
n—1 n—1 n—1

o oy Y 0

1. Calculer V(aq,a2) et V(ai, @2, as). On les donnera sous forme factorisée.

. Démontrer que V(aq,...,a,—1,2) est une fonction polynémiale de x dont on précisera le
degré.

) anfl) H?;ll(x - ai)'

S, Q).

. En déduire que V(aq,...,an-1,2) = V(aq,..

. Un calcul immédiat montrer que V(aq,@2) = as — a1. On a ensuite :

1 1 1
V(an,ag,a3) = a1 g Qg
a? a% a3
1 0 0
= o] Qo — Q@] Q3 —Qq
ai a3—af of-of
_ Qg — O a3 — 0
| (e —ar)(az+ o) (a3 —a1)(ag+ o) ‘
= (ag—cn)(ag—oq) OlgiOq ag,j—al

(012 - 011)(043 — Oél>(043 — 0&2).

. On pose P(z) =V (ai,...,an—1,x). Alors si on développe ce déterminant par rapport a la
derniére colonne, on trouve que P est un polynéme de degré au plus n — 1, et de coefficient
devant "1 égal & V(g ..., 1)

. On remarque que aq,...,a,—1 sont n racines distinctes de P (puisque dans ce cas le dé-
terminant comporte deux colonnes identiques). On en déduit donec, d’aprés la question
précédente, que

12



4. On évalue la formule précédente en x = «,,. En s’aidant des deux premieéres questions, on
démontre par récurrence que

1<i<j<n

Exercice 17.

Soit A = (a; ;) € M,(R). On note A(z) la matrice dont le terme général est a; ; + .

1. Montrer que la fonction 2 — det(A(z)) est une fonction polyndmiale de degré inférieur ou

égal a 1.
2. Pour a et b deux réels distincts et aq,...,a, € R, en déduire la valeur du déterminant
suivant
a a a
b (65)
o,
b b a,

1. Retranchons la premiére colonne a toutes les autres colonnes. Alors le déterminant de A(x)
est égal au déterminant d’une matrice dont la premiere colonne est constituée par des termes
du type a; 1 + et tous les autres coefficients sont des constantes (ne dépendent pas de z).
Si on développe ce déterminant par rapport a la premiére colonne, on trouve que

n
det(A(z)) = Z(—l)i(au + x) det(4;)
i=1
ou A; est une matrice & coefficients réels. D’ou le résultat.

2. Soit D(z) le déterminant de la matrice obtenue en ajoutant x & chacun des coefficients.
D’apres la question précédente, on sait que D(x) = A\x + p pour des réels X et p. De plus,
D(—a) est le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux
sont o; — a. D’ou

De méme, on a
D(=b) = [J (i —b).
i=1
A et u se déduisent alors facilement par la résolution d’un systeme 2 x 2 :
— D(b-D(-a)
b D(H)2bD(=a)
=
Ce qui nous intéresse est la valeur D(0), soit

B a—b
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Exercice 18.

Pour o € R, on considere

1 3 «
M, = 2 -1 1
-1 1 0

Déterminer les valeurs de a pour lesquelles ’application linéaire associée a M, est bijective.

L’application linéaire associée a M, est bijective si et seulement si la matrice M, est inversible, si
et seulement si le déterminant de M, est non-nul. On calcule donc ce déterminant. En ajoutant
Lz a Ly et 2Lz a Lo, on trouve :

4 «
11 =a — 4.

4 «
det(My,)=1] 0 1 1 |=-1 '
-1 1 0

L’application linéaire associée a M, est donc bijective si et seulement si o # 4.

Exercice 19.

1. Dans R?, considérons les sous-espaces vectoriels D1 = {(z,y) € R* y = z} et Dy =
{(z,y) € R?% y = 0}. Démontrer que D; & Dy = R2. Considérons s la symétrie par
rapport a D; parallelement & D5 et p la projection sur Dy parallelement & Ds. Dessiner les
sous-espaces vectoriels D1, Dy ainsi que I'image par p et s des vecteurs suivants : @ = (1, 0),
U= (1,1), W = (2,1). Vérifier vos résultats par le calcul.

2. Dans R?, considérons les sous-espaces vectoriels D = {(z,y,2) € R3;, y = 2,2 = 0} et
P = {(z,9,2) € R?, = 0}. Démontrer que D @ P = R3. Considérons s la symétrie par
rapport a P parallelement a D et p la projection sur P parallelement a D. Dessiner les
sous-espaces vectoriels D, P ainsi que 'image par p et s des vecteurs suivants : @ = (1,0, 0)
,U=1(1,0,1), @ = (2,1,0). Vérifier vos résultats par le calcul.

D7 et Ds sont deux droites vectorielles; elles sont donc de dimension 1. De plus, on a clairement
DyN Dy ={(0,0)} donc D; et Dy sont supplémentaires. De dim(D; @ D) = dim(D; ) +dim(D3),
on tire que Dy ® Dy = R2.

Exercice 20.
Soit f 'endomorphisme de R3 tel que f(x,vy,2) = (=32 +2y —4z, 2z + 2z, 4z — 2y +52). Montrer

que f est la projection sur un plan P parallelement & une droite D. Donner une équation
cartésienne du plan P et un vecteur directeur de D.

14



Notons A la matrice de f dans la base canonique. Alors

-3 2 -4
A= 2 0 2
4 -2 5

Alors on vérifie facilement que A2 = A, c’est-a-dire que fo f = f : f est donc une projection.
Pour déterminer ses éléments caractéristiques, on commence par calculer ker(f) :

—3x+2y—4z = 0
(x,y,2) € ker(f) < 2c+2z = 0
dr —2y+5z = 0
xr+z = 0
— -3z + 2y — 4z 0
dr —2y+5z = 0
z+z = 0
<= 20—z = 0
—2y+z = 0
r = -2y
= y =y
z = 2y

On a donc ker(f) = vect(u) avec u = (—2,1,2). Par le théoréme du rang, on sait que Im(f) est
de dimension 2. Soit v1 = f(e1) = (—3,2,4) et va = f(ea) = (2,0,—2). Alors (v1,v3) est une
famille libre contenue dans Im(f) qui est de dimension 2, donc c’est une base de Im(f). On en
déduit que

xr = =3\+2u
(z,y,2) eIm(f) < I\, p)eR? ¢ y = 2
z = 4X—2pu
po= 2+%
— JA\peR*) ¢ X = £
A 2y—x—37y

— 2z —y+2z=0.
f est donc la projection sur le plan P = Im(f) d’équation 2z — y + 2z = 0 parallélement a la
droite D de vecteur directeur u = (—2, 1, 2).
Exercice 21.
Soit A € R[X] non nul, et ¢ : R[X]| — R[X] application qui & un polynéme P associe son reste

dans la division euclidienne par A. Démontrer que ¢ est un projecteur et préciser ses éléments
caractéristiques.
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Remarquons d’abord que ¢ est linéaire. En effet, si P;, P» € R[X], alors ¢(Py) (resp. ¢(FPz)) est
Punique polynéme de degré inférieur (strict) au degré de A et tel que
Py =AQ1 + ¢(P1), Pr = AQ2 + ¢(P),
avec @1, Q2 € R[X]. On a alors
P+ P, = A(Q1 + Q2) + (¢(P1) + ¢(P2))

avec deg (A(P1) + ¢(P,)) < deg(A), ce qui prouve que ¢(Py + P») = ¢(P1) + ¢(P,). De la méme
fagon on démontre que ¢(AP) = A¢(P). Remarquons que ¢ o ¢(P) = ¢(P) pour tout P € R[X].
En effet,

d(P)=Ax0+ ¢(P)

< insi, ¢ est bien une projection. Reste a calculer son noyau et son
deg(A). Ainsi t bi jecti Reste a calcul t
P)=0si et seulement si P est un multiple de A, et donc

avec deg(o(P)
image. On a ¢(

ker(¢) = {QA: Q € R[X]}.
Enfin, si d = deg(A), on a Im(¢) C Ry_1[X]. Réciproquement, si P € R;_[X], alors
P=0xP+¢((P),
et donc P = ¢(P) € Im(¢). Si A est un polyndme constant, il faut interpréter Ry_1[X] comme
{0}
Exercice 22.

Soit E un espace vectoriel et p, ¢ deux projecteurs de E tels que p # 0, ¢ # 0 et p # ¢. Démontrer
que (p, ¢) est une famille libre de L(FE).

Si (p, q) n’est pas libre, il existe A € K, A # 0, tel que ¢ = Ap. Alors
A =q=q"=N\p*=Np.

On a donc A% = )\, c’est-a-dire A = 1 puisque A # 0, ce qui contredit p # q.

Exercice 23.
Soient Ei,...,E, des sous-espaces vectoriels de E. On suppose que F1 & --- & E, = E. On

note p; le projecteur sur E; parallelement & @;.;E;. Montrer que p; o p; = 0 si ¢ # j et que
i+ pn = Tdp.
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Il est clair que Im(p;) = E; C Ker(p;) ce qui prouve que p; o p; = 0. D’autre part, si z € E;, on a
pi(x)+-+pi(x)+ +pu(2) =0+ +2+--+0=1z.

On a p; + -+ + p, = Idg sur chaque E;, donc sur tout 'espace par "recollement”. En effet, tout
r € FEsécritx =21 +---+x, avec x; € E;.

Exercice 24.

Soit E un K-espace vectoriel, et soit uw € L(FE). On dit qu’un sous-espace vectoriel F' de E est
stable par u si u(z) € F pour tout « € F. Soit p un projecteur de E. Démontrer que u commute
avec p si et seulement si Im(p) et Ker(p) sont stables par u.

Supposons d’abord que uwop = powu, et prouvons que ker(p) et Im(p) sont stables par u. En effet,
si p(z) = 0, alors powu(r) = wop(z) = 0 et donc u(x) € ker(p). De plus, si € Im(p), alors
x = p(y) et u(z) = uop(y) = p(u(y)) € Im(p). Remarquons que cette implication n’utilise pas du
tout le fait que p est un projecteur. Réciproquement, supposons que ker(p) et Im(p) sont stables
par u, et prouvons que u et p commutent. Prenons x € E. Il se décompose de maniére unique en
x =1y + 2z, avec y € ker(p) et z € Im(p). En particulier, p(y) = 0 et p(z) = z. Mais alors, on a

d’une part
u(p(x))

et d’autre part, puisque u(y) € ker(p) et u(z) € Im(p) par hypothése :

Ainsi, u(p(x)) = p(u(x)) et les deux endomorphismes p et u commutent.

Exercice 25.

Pour chacun des sous-espaces vectoriels F et G de R® suivants, déterminer s’ils sont en somme

directe.
20 +y+32=0
_ 3 _ _ 3 .
1. F={(z,y,2) €R x+2y+z-0}etG-{(m,y,z)€R |{ T2z =0 },

2. F = {(%y,z) €R3‘x—l—y+2z:0} et G = {(m,y,z) c R |{ ix7+23t222200 }

1. Soit (z,y,2) € FNG. Le but est de savoir si (z,y, z) est nécessairement égal & 0. Pour cela,
on remarque que (z,y, z) est solution du systéme

o O O

T+2y+z
2e+y+3z =
T—2y—z =

17



On résout ce systeme :

r+2y+z = 0 z+2y+2z = 0
2r+y+3z = 0 <= —3y+z = 0 Lg—2L1 — Lo
x—2y—z = 0 —4y—2z = 0 Ls—L;— L3
r+2y+z = 0
= —3y+z = 0
710y = 0 Ls+2L, — L3
z = 0
— y = 0
z = 0.

On a bien (z,y,z) = (0,0,0) et donc F' et G sont en somme directe.

2. On procede de la méme fagon : soit (z,y, z) € FNG. Alors (z,y, z) est solution du systéme

r+y+2z = 0
2r+y+3z = 0
r—2y—z = 0
On résout ce systeme :
z+y+2z = 0 r+y+2z = 0
2r+y+3z = 0 = —y—z = 0 Ly—217 — Lo
x—2y—z = 0 —3y—32z = 0 Ls3—Ly— Lsg
z+y+2z = 0
= { y+z = 0.

On peut alors finir la résolution de ce systéme, ou alors remarquer que (1,1, —1) est solution
du systéme, donc membre de F' NG qui n’est pas réduit & {(0,0,0)}. Ainsi, F et G ne sont
pas en somme directe.

Exercice 26.

Dans E = R%, on considére les sous-espaces vectoriels F = {(x, y,2,t) ERY: z+y+z2+t= O}
et G = {(2a,—a,0,a), avec a € R}.

1. Démontrer que F' et G sont en somme directe.

2. Soit (z,y, z,t) € R Déterminer a € R tel que le vecteur (x — 2a,y +a, z,t —a) € F.

3. En déduire que F' et G sont supplémentaires.

1. Soit (z,y,2,t) € FNG. Alors d’une part on a
r+y+z+t=0

et d’autre part, il existe a € R tel que (z,y, z,t) = (2a,—a,0,a) On introduit ceci dans

18



I’équation précédente, et on trouve
20—a+0+a=0 <= 2¢d=0 < a=0.

Ainsi, (z,y,2,t) = (0,0,0,0) et on a NG = {(0,0,0,0)} donc F et G sont en somme

directe.
2. On a
(x—2a,y+a,z,t—a)e F <— z—-2a+y+a+z+t—a=0
rT+y+z+1t
— a:f.

3. Soit (x,y,2,t) € R* et posons a = (z + y + 2z + t)/2. Posons également (2/,y’,2',t') =
(x —2a,y+a,z,t—a). Alors d’apres la question précédente, (', y’,2',t') € F. On sait aussi
que (2a,—a,0,a) € G et que

(z,y,2,t) = (2, y, 2, t') + (2a, —a, 0, a).

Ainsi, on a prouvé que (z,y, z,t) € F 4+ G et donc que F' + G = E. En utilisant le résultat
de la premiere question, on conclut que F' et G sont supplémentaires.

Exercice 27.

Soit E = R*. On considére (u1,uz, us, us) une famille libre de E et on pose
F = vect(uy + ug,u3), G = vect(uy +us,uq), H = vect(us + ug, us).

Démontrer que F NG = {0}, que F N H = {0} et que GN H = {0}. La somme F + G+ H
est-elle directe ?

On va simplement démontrer que F'NG = {0}, les deux autres égalités se prouvant de fagon tout
a fait similaire. Soit v € F'N G. Alors il existe des scalaires a, b, ¢, d tels que

u=a(u; +ug) + bug = c(u; + uz) + duy = (a — c)uy + aug + (b — c)uz — duy = 0.
La famille (ug, ug,us,uys) étant libre, on en déduit que
a—c=a=b—-—c=-d=0,

d’ott 'on déduit successivement a = d = 0, puis ¢ = 0, b = 0. Ainsi, v = 0. On va prouver que
la somme F' + G + H n’est pas directe en trouvant un vecteur qui admet deux décompositions
différentes dans F'+ G + H. Par exemple,

u = —uz+(us+u3)+0€F+G+H
= (us+u2) +0+(—ug) € F+G+ H.

La somme n’est pas directe!
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Exercice 28.

Soit F={fe FR,R): f(0)=f(1)=0}et G={zx—ax+b: a,becR}.
1. Démontrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F(R,R).
2. Démontrer que F' et G sont en somme directe.
3. Soit h € F(R,R). Déterminer a,b € R tels que la fonction f définie pour tout z € R par
f(z) = h(x) — (ax + b) vérifie f € F.
4. En déduire que F et G sont supplémentaires dans F(R,R).

< /iframe> [/video]

1. Soit f,g € F. Alors (f+¢)(0) = f(0)+g(0) = 0+0 = 0et (f+g)(1) = f(1)+g(1) = 0+0 = 0.
Ainsi, f+g € F. De méme, pour tout A € R, \f € F et donc F est un sous-espace vectoriel
de F(R,R). De la méme fagon, on prouve que G est un sous-espace vectoriel de F(R, R).

2. Soit f € FNG. Alors il existe a,b € R tel que, pour tout € R, f(z) = ax + b. Puisque
f(0) =0, 0on ab=0.Puisque f(1) =0,onaax1=a=0.Ainsi, f =0 et on a bien
FNG={0}: F et G sont en somme directe.

3. On a f(0) =h(0) —b=0, et donc b = h(0). On a f(1) = h(1) — (a+b) = h(1) — h(0) — a,
et donc f(1) =0 des que a = h(1) — h(0).

4. Soit h € F(R,R). Posons a = h(1) — h(0), b = h(0) et posons f(x) = h(z) — (ax +b). Alors,
d’apres la question précédente, f € F. De plus, on peut écrire pour tout = € R,

h(z) = f(x) + (ax + b)

avec f € F et x — ax+b € G. On en déduit que h € F + G et donc que F + G = F(R,R).
Tenant compte de F'NG = {0}, on conclut que F et G sont supplémentaires dans F(R, R).

Exercice 29.

On consideére les vecteurs de R* suivants :
Uy :(0717*2a1)7 Uz = (1’0727*1% Uz = (372a2a71)7 Uy = (0707170)-

Dire, en justifiant, si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.
1. Vect(uy,us, uz) = Vect((1,1,0,0),(—1,1,—4,2)) ;
2. (1,1,0,0) € Vect(uy,us) N Vect(ug, us, uyg) ;
3. Vect(u1,uz) + Vect(ug, us, us) = R,

La correction de I’exercice n’utilise pas la théorie de la dimension. En I'utilisant, il serait possible

de donner des réponses plus courtes a certaines questions.
1. Vrai. Appelons wy = (1,1,0,0) et we = (—1,1, —4,2). Déja, nous pouvons observer que
usz = 2uy + 3ug, donc vect(uy, ug, us) = vect(uy, us). Ensuite nous avons wy = uy + us et

wg = U1 — Us, et de maniere équivalente, u; = “’1;””2 et up = “15%2, d’ou la conclusion.
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2. Vrai. Au point précédent nous avons déja montré que (1,1,0,0) = u; + us. Montrons que
(1,1,0,0) peut s’écrire comme combinaison linéaire de us, us, uy :

(1,1,0,0) = «(1,0,2,-1) + 5(3,2,2,-1) + (0,0, 1,0)

donne (écrit comme matrice augmentée)

1 3 0|1
0 2 0|1
2 2 110
-1 -1 010

qui équivaut a
1 3 0] 1
0 2 0] 1
0 —4 1|-2
0 2 0] 1

qui a pour solution (o, 8,7) = (-=1/2,1/2,0).

3. Faux. Nous avons
vect(u1, ug) + vect(usg, us, us) = vect(uy, ug, ug, us, Uyg) par construction

= vect(uy, ug, us, uq)

= vect(uy, ug, uq) d’aprés le point 1.
Voyous si (1,0,0,0) appartient a cet espace :
(1> 07 07 0) = Oé(o, ]-, 727 1) + ﬂ(la 07 23 71) + 7(03 Oa ]-, 0)

donne (écrit comme matrice augmentée)

0 1 0|1
1 0 010
-2 2 110
1 -1 01(0
qui équivaut a
1 0 0|0
0 1 0|1
-2 2 110
1 1 0|0
puis a
1 0 0] 0
01 01
0 0 1|-2
0 0 01

qui est incompatible (derniére ligne).
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Exercice 30.

1. Calculer le déterminant suivant :

1 1 1 1
1 -1 1 1
11 -1 1
1 1 1 -1

2. Soit E un R-espace vectoriel et f € L(E) tel que f? = —Idg. Que dire de la dimension de
E?

1. Notons D le déterminant que I’on cherche a calculer. En enlevant la premieére ligne a toutes
les autres, on trouve que

1 1 1 1
0 -2 0 0
D= 0o 0 -2 0
o 0 0 -2
On a une matrice triangulaire supérieure, et donc D = —8.

2. On a d’une part det(f?) = det(f) x det(f) = (det(f))Q. D’autre part, on a det(—Idg) =
(=1)™ ou n = dim(F). Ainsi, (—1)™ doit étre le carré d’un réel. Ceci n’est possible que si n
est pair.

Exercice 31.
l1+a a a

Montrer que D = b 1+0 b =14 a+ b+ c sans le développer.
c c 1+4+¢

On somme tout sur la premiere ligne. On obtient une ligne composée de 1+ a + b+ ¢ qu’on peut
extraire du déterminant, c’est-a-dire qu’on obtient

1 1 1
D=(14+a+b+c¢)| b 140 b
c c 1+c

On retire ensuite b fois la premiere ligne a la seconde, et ¢ fois la premieére ligne a la troisieme.
On obtient alors

111
D=(1+a+b+c)| 0 1 0
00 1

Il reste une matrice triangulaire supérieure, avec des 1 sur la diagonale. Celle-ci est de déterminant
letdoncD=1+a+b+c
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Exercice 32.

Pour o € R, on considere

1 3 «
M, = 2 -1 1
-1 1 0

Déterminer les valeurs de a pour lesquelles ’application linéaire associée a M, est bijective.

L’application linéaire associée a M, est bijective si et seulement si la matrice M, est inversible, si

et seulement si le déterminant de M, est non-nul. On calcule donc ce déterminant. En ajoutant

Lz a Ly et 2Lz a Lo, on trouve :

4 « 1 o

det(My,)=] 0 1 1 1' 11 =a—4.
-1 1 0

L’application linéaire associée a M, est donc bijective si et seulement si o # 4.

Exercice 33.

Calculer en mettant en évidence la factorisation le déterminant suivant :

1 cosa cos2a
D=|1 cosb cos2b
1 cosc cos2c

On commence par faire apparaitre des 0 sur la premiere colonne, puis on transforme la troisieme
colonne en utilisant la formule

cos 2b — cos 2a = 2cos?® b — 2 cos? a.

On trouve successivement :

1 cos a cos 2a 1 cos a cos 2a
D=|0 cosb—cosa cos2b—cos2a |=|0 cosb—cosa 2cos?>b—2cos?a
0 cosc—cosa cos2c— cos2a 0 cosc—cosa 2cos?c—2cos?a

On obtient alors, en utilisant que cosb — cosa (resp. cosc — cosa) est un facteur commun de la
deuxiéme (resp. troisieme) ligne :

1 cosa cos 2a
D = | 0 cosb—cosa 2(cosb—cosa)(cosb+ cosa)
0 cosc—cosa 2(cosc— cosa)(cosc+ cosa)

1 cosa cos 2a

= (cosb—cosa)(cosc—cosa)| 0 1  2(cosb+ cosa)
0 1 2(cosc+ cosa)
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On fait apparaitre un dernier zéro en soustrayant la deuxiéme ligne a la troisieme, puis on
développe le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure :

1 cosa cos 2a
D=]0 1 2(cosb+cosa) | =2(cosb— cosa)(cosc— cosa)(cosc— cosb).
0 0 2(cosc—cosb)

Remarquer la symétrie (prévisible) entre les variables a, b, c dans cette expression.

Exercice 34.

Soient s1,...,s, € R. Calculer le déterminant suivant :
S1 N N S1
So ... 82
S1 S92 .o Sp
Notons D, (s1,...,8,) ce déterminant. Prouvons par récurrence sur n que, pour tous réels
S1y.+-98n,
Dy (81,-+.,8n) =81(8s2 —81)(83 — $2) .. (S, — Sp—1)-

On vérifie cette relation facilement pour les premieres valeurs de n. Si la propriété est vraie au

rang n — 1, prouvons la au rang n en retranchant la premiere colonne a toutes les autres. On
trouve

S1 0 0 S2 — 81 .. S92 — 81
S1 S2—81 ... 8S2—81 SS9 —81 S3—81 ... 83— 81
D, (s1,-..,8,) =] . . . . =81
S1 8S2—81 ... Sp— 81 S9—8 83 —81 ... Sp— 81
On en déduit que
Dy (81,...,8,) = 81Dp_1(82 — 81,83 — S1,--+,8n — 81)-

Utilisant I’hypothese de récurrence, on trouve

D(s1,...,8n) = s1(s2—51)(s3 —81 —S2+51)...(8n — 51 — Sp—1+ 51)

= 81(52 — 51)(53 — 52) B (Sn — Sn—l)-
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Exercice 35.

Soient ag, . ..,a,_1 n nombres complexes et soit
0
1
A= | o
0

Calculer det(A — z1,,).

On a, en développant par rapport a la derniere colonne :

det(A —zI,) =

ou Ay est le déterminant suivant :
—T

*

Ap=| *

0

—Z

1

0

ao
ay
Ap—1
0 (e7))
ay
=g5 :
1 ap1—2

0

0

*
1

Ce déterminant Ay se calcule par blocs (on a une matrice triangulaire supérieure par blocs). De
plus, chacun des blocs diagonaux est lui-méme triangulaire (inférieur pour le premier, supérieur

pour le second). On en déduit que

et donc que

det(A —zI,) =

Ay
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Exercice 36.

Soient a, b, ¢ des réels et A,, le déterminant de la matrice n x n suivant :

a b 0 ... 0

c a b
An=10 0
b
0 0 c a

1. Démontrer que, pour tout n > 1, on a A, o = a1 — beA,,.

2. On suppose que a? = 4bc. Démontrer que, pour tout n > 1, on a A,, = ("J;L)an.

1. On développe le déterminant par rapport a la premiere colonne. On trouve :

b 0 ...

c a b 0
Antz = 6Ant1 = ¢ 0 ¢c a b

0 0

On développe encore le second déterminant par rapport a la premiere ligne, et on trouve le

résultat demandé :
An+2 = G,An+1 — bCAn

2. On va procéder par récurrence double. Précisément, on va prouver par récurrence sur
n > 1 ’hypothese H,, suivante :

. n+1)a™ n+2)a™ !
H’n . ”An — ( 2") et An+1 = (2%.”

2. Exercices d’entrainement

Exercice 37.

Soit « € R. Calculer
1422 -z 0 0

—T 1+2%2 —=z
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On note A, (z) le déterminant recherché. On remarque, en écrivant la formule qui donne la
définition du déterminant, que A, (x) est un polyndme de degré exactement égal a 2n. De plus, le
terme en x2" ne peut s’obtenir qu’en faisant le produit des termes diagonaux. On en déduit que
le coefficient devant 2" est égal & 1. Calculons ensuite A, (z) en effectuant un développement
suivant la premiere ligne. On trouve

%) = A, (x 95
An(@) = (1+0%)An-a(2) + o

: —z 1422 —x
0 0 0 -z 1+ 22

On continue en effectuant un développement suivant la premiere colonne du déterminant restant.
On trouve
Ap(z) = 1+ 2H)A,_1(z) — 22A,_o(x).

Pour trouver vraiment la valeur de A, (z), on calcule les premieres itérations. On a
Ar(z) =1+22 Ag(z) =142+, ...

On conjecture que A, (x) = 1+2%+- - -+22". Démontrons ceci par récurrence double. La propriété
est vraie aux rangs n = 1 et n = 2. Si elle est vraie simultanément aux rangs n — 2 et n — 1,
la formule de récurrence précédente montre qu’elle est aussi vraie au rang n. On obtient donc
Ap(z)=1+2%+--- + 22"

Exercice 38.

Soient, dans R3, P le plan d’équation z =  — y et D la droite d’équation z = —y = 2. Trouver
la matrice dans la base canonique de R?® de la projection p de R? sur P parallélement & D.

On commence par chercher une base de P et une base de D. On a

as = as
(r,y,2) EP = ¢ y = y
z = x -y

Autrement dit, si on pose u = (1,0,1) et v = (0,1, —1), alors (u, v) est une base de P. On cherche
ensuite une base (ici, un vecteur directeur) de D. Clairement, (1, —1,1) convient. Puisque P et
D sont supplémentaires, (u,v,w) est une base de R3. La matrice de la projection dans cette base
est :

100
A=10 1 0
0 0 O

Si P est la matrice de passage de la base canonique a la base (u, v, w), alors la matrice recherchée
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est PAP~!. Or, on peut écrire P directement,

1 0 1
pP=(0 1 -1 |,
1 -1 1
et, apres calculs, on obtient
0 1 1 0 1 1
Pl=11 0 -1 |, PAP'= 1 0 -1
1 -1 -1 -1 1 2

Exercice 39.

-1 2
1 0

1. Montrer que f est linéaire.

Soient A = < > et f lapplication de M3(R) dans Mz(R) définie par f(M) = AM.

2. Déterminer sa matrice dans la base canonique de Ms(R).

La preuve de la linéarité de f est laissée au lecteur. Rappelons que la base canonique de M (R)
est la base (E11,FE12,E21,Ea2) avec

10 0 1 00 0 0
E“:(o o) E1’2:<0 0) E2’1:(1 0) Em:(o 1)'

11 suffit de calculer I'image par f de ces matrices, et de les exprimer dans la base canonique. Mais
on a

-1 0
f(E11) = ( 1 0 ) =—1F11 +0E1 3+ 1E3 1 + 0E; o,

0 -1
f(Er2) = < 0 1 ) =0F11 —1E1 2+ 0Ey 1 + 1Eo 9,

2 0
f(EQ’l) = < 0 0 ) =2E11+0E1 2+ 0Ey 1 +0E5 9,

0 2
f(Eap) = ( 0 0 ) =0E11+2E12+0E; +0E;5 5.

La matrice de f dans la base canonique de Ms(R) est donc

-1 0 2 0
0 -1 0 2
1 0 0 O
0 1 00
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Exercice 40.

Soit U la matrice

U:

—_ == O

1
0
1
1

—_ O = =
O = =

1. Déterminer une relation simple liant I, U et U?2.
2. En déduire, pour k > 0, la valeur de U*.

1. On vérifie facilement que

N NN W
NN W N
N W NN
W N W N

et donc que U? = 2U + 314.
2. Pour k > 1, effectuons la division euclidienne de X* par le polynéme X2 —2X — 3 (qui est
un polynéme annulateur de U). Alors il existe deux réels oy, et B et un polynéme Qy tels

que
X* = (X2 - 2X - 3)Qu(X) + B X + ..

On détermine oy, et B;, en évaluant cette égalité en les racines de X2 — 2X — 3, c’est-a-dire
en —1 et en 3. On trouve les deux relations :

{(—1)k = —fBr+ox
3¥ = 3B, +ay.

P (=1)" 3k 3(—1)*

La résolution de ce systeme donne gy = et ap = =——;——. Maintenant, du fait que
U? —2U —31I = 0, I'égalité X* = (X2 —2X —3)Qw(X) + B X + a3, donne U* = B U + ay.14.
On a donc, pour tout k > 0,

ar Br Br Bk
gk— | B o Br Br
Br Br ar Bk
Br Br Br o

ol les suites (ay) et (By) ont été déterminées précédemment.

Exercice 41.

Soient A, B € M, (R).
1. On suppose que tr(AAT) = 0. Que dire de la matrice A?
2. On suppose que, pour tout X € M, (R), on a tr(AX) = tr(BX). Démontrer que A = B.
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1. Notons C' = AT | D = AAT et cherchons quels sont les coefficients diagonaux de D. On a

n
.75 . 72 2
T ) > ik*

Dzz Q; kCk,i = ayk

k=1 k=1

On en déduit que
tr(AAT) = Z a?’k.
i,k=1

On réalise une somme de termes positifs ou nuls, et on demande que la somme est nulle.
Tous les termes sont donc nuls et on en déduit que, pour tout i,k =1,...,n,onaa;; =0,
c’est-a-dire A = 0.

2. Calculons d’abord AFE;; ou E;; est la matrice élémentaire avec des 0 partout sauf le
coefficient & la i-éme ligne et j-iéme colonne qui est égal a 1. Alors,

0O ... 0 ai,q 0
0O ... 0 asg g 0
AE; ; = .
0O ... 0 An, i 0

ou la seule colonne non-nulle est la j-ieme colonne. Le seul coefficient diagonal non nul est
donc a;;, et on en déduit que

tI‘(AEiJ) = tI‘(BEi)j) = aj; = bj’i.

Comme i et j sont arbitraires dans {1,...,n}, on en déduit que A = B.

Exercice 42.

Soient (ay), (bn) et (¢) trois suites réelles telles que ag = 1, by = 2, ¢g = 7, et vérifiant les
relations de récurrence :

Ap+1 = 3an+ bn
bpy1 = 3b,+ ¢
Cn+1 = 3cn

On souhaite exprimer a,,, b,, et ¢, uniquement en fonction de n.

an
1. On considere le vecteur colonne X,, = by, |. Trouver une matrice A telle que X,,+1 =
Cn
AX,. En déduire que X,, = A" Xj.
0 1 0
2. Sit N=| 0 0 1 |.Calculer N2, N3, puis N? pour p > 3.
0 0O

3. Montrer que :

(n—1)

A" = 3"+ 3" 10N + 32N,

4. En déduire a,, b, et ¢, en fonction de n.
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1. On pose

Il est clair que X, 11 = AX,, et par récurrence on en déduit que X,, = A" Xj.
2. On a:

Pour p > 3, on a alors N? = N3.N?=3 = (.

3. Ecrivons que A = 31 + N, et remarquons que les matrices 3] et A commutent. Il est
possible d’appliquer la formule du binéme, qui est tres simple puisque NP = 0 dés que
p > 3. On obtient exactement le résultat demandé (il était également possible de procéder
par récurrence).

4. On a donc : il
. 3n 3n—lp 32 L=t
A" = 0 3m 3n—lp
0 0 3™

On obtient alors :

3" +2 x 3" In + 7 x 372 x 22ol)

(075

b, = 2x3"4+7x 3" 1p

Cp = 7 x 3.
Exercice 43.

Prouver qu'une matrice A de M, ,(K) de rang r s’écrit comme somme de r matrices de rang 1.

Soit A une telle matrice. Alors A s’écrit
A=PJ.Q,

ou P € GL,(K), Q € GL,(K) et J, est la matrice de M, ,(K) avec r fois le chiffre 1 sur la
diagonale principale et des 0 partout ailleurs. Alors,

Jr = i E;;
=

et donc A = >°'_| A; avec A; = PE;;Q. Chaque A; est de rang 1 (la multiplication par une
matrice inversible ne change pas le rang). D’oti le résultat.
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Exercice 44.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et ¢ € L(E). On dit que ¢ est une transvection si
— Im(¢ — Idg) C ker(¢p — Idg);
— ker(¢ — Idg) est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1.

Démontrer qu’il existe une base de F dans laquelle la matrice de ¢ peut s’écrire

1 0 ... ... 0
a 1 0
0 0 1
0 0 0 1

ou « est un réel non nul.

On commence par remarquer que, d’apres le théoréme du rang, Im(¢ — Idg) est de dimension
1. Soit w; un vecteur non nul de ce sous-espace. Il est aussi élément de ker(¢ — Idg). Par le

théoréme de la base incompléte, on compléte la famille libre (u;) en une base (uq,...,u,—1) de
ker(¢ — Idg). On considére enfin v # 0 un vecteur qui n’est pas dans ker(¢ — Idg), de sorte que
(v,u1,...,up—1) est une base de E. Etudions la matrice de ¢ dans cette base. D’une part, pour
t=1,...,n—1,ona ¢(u;) = u; et les n — 1 derniéres colonnes sont bien les colonnes demandées.

D’autre part, on a ¢(v) —v € Im(¢ — Idg) et donc il existe « # 0 (puisque v ¢ ker(¢ — Idg)) tel
que ¢(v) —v = auy, c’est-a-dire ¢(v) = v+ au;. La premiére colonne est donc elle aussi conforme
a ce que l'on voulait.

Exercice 45.

Soit f € L(FE) et soient a, f deux réels distincts.

1. Démontrer que E = Im(f — aldg) + Im(f — 8Idg). On suppose de plus que « et 5 sont
non nuls et que

(f _aIdE) o (f —BIdE) = 0.

2. Démontrer que f est inversible, et calculer f~1.
3. Démontrer que E = ker(f — aldg) @ ker(f — fldg).
4. Exprimer en fonction de f le projecteur p sur ker(f —aldg) parallelement a ker(f —SIdg).

1. On remarque que
(B—a)ldg = (f — aldg) — (f — BldE).

Autrement dit, si z € F, on a x = y + z avec

X

y=(f—aldg)(y1) et y1 = ﬂia
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et
1

o —

x.

z=(f—Bldg)(z1) et z1 =

2. La relation s’écrit encore
2= (a+B)f+apldg =0

soit 1
fo—ia(f ~ (a+ A)d) = Tds
et 1
ja,b’(f —(a+pB)Idg)o f=Idg
ce qui prouve que f est inversible, d’inverse %“B(f — (a+ B)Idg).

3. On commence par prouver que les espaces vectoriels sont en somme directe. En effet, si
x € ker(f —aldg) Nker(f — pldg), alors

f(x)=ax et f(x) =Pz

ce qui prouve que (f —a)r = 0 = =z = 0. D’autre part, la relation implique que
Im(f — BIdg) C ker(f — aldg). Mais dans cette relation, tout commute et on a aussi

(f = Bldg) o (f —aldg) =0

et donc Im(f — aldg) C ker(f — BIdg). Il suffit maintenant d’appliquer le résultat de
la premieére question pour conclure. En effet, si ¢ = y + z avec y € Im(f — aldg) et
z € Im(f — Bldg), alors © = y + z avec y € ker(f — fIdg) et z € ker(f — aldg).

4. On utilise & nouveau le résultat de la question 1. En effet, avec les mémes notations que
ci-dessus, on a p(z) = z et donc

o) = (7 - p1de) (15).

Exercice 46.

Soit E un R-espace vectoriel. Soient p et g deux projecteurs de E.

1. Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si poqg=qop =0.

2. Montrer que, dans ce cas, on a Im(p + ¢) = Im(p) ® Im(q) et ker(p + q) = kerp N kergq.

1. La condition est suffisante. En effet, si pog = qgop =0, alors
(p+9)?=p*+pog+gop+¢®=p+g

et donc p + g est un projecteur. Réciproquement, si p 4+ g est un projecteur, alors le calcul
précédent donne

pog+gqop=0.
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On a alors :
pog=p’og=po(poq)=—po(gop)=—(pog)op=(gop)op=gop.

On obtient donc pog=gqopet poqg= —qop, ce qui entraine pog=0-et gop=0.

2. Prouvons d’abord que Im(p) et Im(g) sont en somme directe. En effet, si € Im(p) NIm(q),
alors = p(z) et © = g(x) (ce sont des projecteurs) d’ou = p(z) = p(q(z)) = 0. D’autre
part, il est clair que Im(p + ¢) C Im(p) + Im(q). Réciproquement, soit z = p(x) + q(y) €
Im(p) + Im(q). Alors

p(z) =p*(x) + poqly) = p(z) et q(2) = gop(z) + ¢*(y) = q(y).

Ainsi, z = (p 4+ ¢)(2) € Im(p + ¢). Enfin, on a toujours ker(p) N ker(q) C ker(p + q).
Réciproquement, si p(z) + g(x) = 0, alors puisque Im(p) et Im(q) sont en somme directe,
on a p(x) =0 et g(z) =0, d’ou = € ker(p) Nker(q).

Exercice 47.

Soit E l'espace vectoriel des fonctions de R dans R, F' le sous-espace vectoriel des fonctions
périodiques de période 1 et G le sous-espace vectoriel des fonctions f telles que lim; o, f = 0.
Démontrer que F NG = {0}. Est-ce que F et G sont supplémentaires ?

Soit f € FNG et prenons x € R. Alors f(z+n) = f(z) puisque f est 1—périodique. Mais d’autre
part, f(xz+n) tend vers 0 quand n tend vers l'infini puisque f est élément de G. Ainsi, f(z) =0
et puisque c’est vrai pour tout z € R, on a f = 0. D’autre part, considérons la fonction f(z) = «.
Alors si f € F + G, f s’écrit f = g + h avec g périodique de période 1 et h qui tend vers 0 en

+00. Mais alors,
f(n) = g(n) + h(n) = g(0) + h(n) — g(0) € R

alors que f(n) — +oo. On obtient une contradiction et donc F + G # E. F et G ne sont pas
supplémentaires.

Exercice 48.
Soit E I'espace vectoriel des suites réelles,
F={uekFE; VneN, uy, =0}

G={u€eE; VneN, uy, =uspt1}-

Démontrer que F' et G sont supplémentaires.

D’abord, il est clair que F' NG = {0}. En effet, si la suite (u,,) est dans l'intersection de F et G,
alors tous ses termes d’indice pair sont nul, et par suite tous ceux d’indice impair sont également
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nuls car (u,) € G. Prouvons maintenant que F+G = E. Pour cela, prenons une suite (u,,) de E et
réfléchissons un peu. Si w,, = v, +w, avec (v,) € F et (w,) € G, alors on a forcément ug,, = way,
ce qui définit forcément (w,,) puisque wa,+1 = way,. La suite (v,) ne peut étre que la différence
entre (u,) et (wy), en espérant qu’elle soit dans F. Agissons maintenant! On définit (w,,) par
Wap = Wap41 = Uz, pour tout entier naturel n. Il est clair que (w,) est élément de G. Posons
ensuite, pour tout entier naturel n, v, = u, — w,. Alors par définition on a (u,) = (v,) + (w,)
et il reste a prouver que (v,) € F. Mais c’est facile, car vg, = ug, — wa, = 0. Ainsi, on a bien
prouvé par ce raisonnement dit d’analyse-synthese que £ = F & G.

Exercice 49.

Soit A € R[X] un polynéme non-nul et F = {P € R[X]; A divise P}. Montrer que F est un
sous-espace vectoriel de R[X] et trouver un supplémentaire & F'.

Remarquons que F' = {AQ; Q € R[X]}, ce qui permet facilement de prouver que F est un
sous-espace vectoriel de R[X]. D’autre part, prenons maintenant B € R[X]. D’apres la division
euclidienne, il s’écrit de fagon unique sous la forme B = AQ + R, ot Q € R[X] et R € Ry_1[X],
ou d est le degré de A, c’est-a-dire de facon unique comme la somme d’un élément de F' et d’un
élément de R;_1[X]. Ceci signifie exactement que F et Ry_1[X] sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans R[X].

Exercice 50.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E tels que F + G = E. Soit F’
un supplémentaire de ' N G dans F. Montrer que F' & G = E.

Prouvons d’abord que F’ et G sont en somme directe, c’est-a-dire que F' N G = {0}. Prenons
x € GNF'. Alors, puisque FFNG et F’ sont en somme directe, et que € F NG (x est dans G
et dans F’ C F'), on en déduit = 0. D’autre part, il faut montrer que F/ + G = E. Soit z € E.
On sait que z = f + g, avec f € F et g € G (car F + G = E). D’autre part, on peut décomposer
feng + [ avec ¢ € FNG et f' € F'. Ainsi, on obtient

z=g+f+g9g=f+(@g+9d)

avec [ € F' et g+4g' € G: F'+G = E ce qui achéve la preuve que F’ et G sont supplémentaires.

Exercice 51.

Soient E un espace vectoriel et F, G, H trois sous-espaces vectoriels de F. Démontrer que F', G
et H sont en somme directe si et seulement si (F NG = {0} et (F+ G)NH = {0}).
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Prouvons d’abord le sens direct. Soit x € FNG. Alors z =2+ 0+0 = 0+ 2 + 0 donne deux
décompositions de x dans la somme F+G+ H et donc « = 0. Choisissons ensuite z € (F+G)NH.
Alors t =y+z avec y € F et z € G. On en déduit que z =y + 2+ 0 =0+ 0 + = admet deux
décompositions dans la somme F'+G+ H qui est directe, donc ces deux décompositions coincident
et z = 0. Prouvons maintenant la réciproque. Soit u € F'+ G+ H. On suppose que u admet deux
décompositions dans cette somme, données par

u=21+Yy + 21, u=22+ Y2+ 22.
Effectuons la différence. On obtient
0= [(z1 —z2) + (y1 — y2)] + (21 — 22)

ce qui implique
(X1 —x2) + (11 —¥2) = —(21 — 22).

Mais (z1 — x2) + (y1 — y2) € F'+ G alors que —(z1 — 22) € H. C’est donc que
(xl—x2)+(y1—y2):06t 2,’172’2:0.

En particulier, on en déduit que z; = 29 et que x1 — xo = —(y1 — y2). Utilisant cette fois que

FNG = {0}, on en déduit que 1 — x5 = 0 et y; — y2 = 0. Finalement, on en déduit que u ne

peut avoir qu'une unique décomposition dans la somme F' 4+ G + H. C’est bien que cette somme
est directe.

Exercice 52.

Soient n > 1, p > 0. Calculer le déterminant suivant :

G @)

(") (")

GG I G

Notons A, ce déterminant (de taille p + 1), et prouvons que A, = A,_; pour tout p > 1. En
effet, on effectue successivement les opérations suivantes :

Lp = Lp,1 = Lp, Lp,1 = Lp,Q = Lpfl,. 6o ,L2 = L1 = L2.

Clairement, on fait apparaitre des zéros dans la premiere colonne, excepté sur la premiere ligne.
Pour les autres colonnes, le coefficient du déterminant a la i-eme ligne et a la j-eme colonne vaut
initialement (”'H_l). Aprés les opérations, il vaut

j—1
n+i—1 B n+i—2\ (n+i—2
J—1 =1 )\ j-2
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ou la derniére égalité vient de la formule du triangle de Pascal. Autrement dit, on a prouvé que

0 (5) G (M)
A0 G G

0 : : :

o (") (T . ()

En développant par rapport a la premiére colonne, on trouve bien comme annoncé que A, =
Ap_1. Puisque Ag = 1, le déterminant recherché est égal & 1.

Exercice 53.

Soit u € L(R,[X]). Calculer det(u) dans chacun des cas suivants :
1. u(P)=P+ P,
2. w(P) = P(X +1) — P(X);
3. uw(P)=XP + P(1).

1. Cherchons la matrice de u dans la base canonique (1, X,...,X™). On a u(1) = 1 et pour
j>1,u(X7) = X7 + j X7~ Autrement dit, la matrice de u dans la base canonique est

N O
&)

1 1
0 1
0 1

n
1

La matrice est triangulaire supérieure et on en déduit aisément que det(u) = 1.

2. On peut appliquer la méme méthode ou remarquer plus simplement que u n’est pas injective,
car les polynémes constants sont dans ker(u). Ainsi, u n’étant pas inversible, det(u) = 0.

3. On calcule toujours la matrice de u dans la base (1,X,...,X"). Puisque u(l) = 1
et u(X7) = jXJ + 1, la matrice est triangulaire supérieure, de coefficients diagonaux
1,1,2,...,n. Ainsi, det(u) = nl.

Exercice 54.

Soient aq,...,a, des nombres complexes, w = e2i/" et A et M les matrices suivantes :
a; az as . (07%%
an a1 a2 P ¢ s |
A= ,
a as ... ... a1
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1 w w2 wnt
M =
i wn.—l wQ(’;'_l) (=1 (n-1)
Calculer det(AM) et en déduire det(A).
Effectuons le calcul demandé. La i-éme ligne de A est
(An—ita -+ Ap Q1 ... Gp_jy1)-

Si on multiplie cette ligne par la j-iéme colonne de M, on obtient le coefficient
Uit + Gnoipsw L o awlDOD gDy g U D),

Si on factorise ce coefficient par w—DE=1 on trouve qu’il est égal &
wI—DGE-D) o (a1 B anwo‘fl)(nfl)) .

En notant

P(z) = a1 +agz +--- + apz™t,

on a donc obtenu que la j-éme colonne de AM est égale & la j-éme colonne de M multipliée par
P(wi™1). Ceci entraine que

det(AM) = P(1)P(w) ... P(w" ") det(M).

Comme d’autre part
det(AM) = det(A) det(M)

et que le déterminant de M est non nul (c’est un déterminant de Vandermonde), on a :

det(A) = P(1)P(w) ... P(w™™!).

Exercice 55.

Soit ¢ I'endomorphisme de M,,(R) défini par ¢(A) = *A. Calculer le déterminant de ¢.

M, (R) est la somme directe du sous-espace vectoriel des matrices symétriques et des matrices

antisymétriques. Soit (A1,...,4,) et (Bi,..., By) une base respective de l'espace vectoriel des

matrices symétriques et antisymétriques. (A1,...,Ap, B1,...,B,) forme une base de M, (R), et

il suffit de calculer le déterminant dans cette base. Mais ¢(A4;) = A; tandis que ¢(B;) = —B;.
n(n+1) n(n—1)

On a donc det(¢) = (—1)9. Il suffit ensuite de se souvenir que p = =5—, ou ¢ = =75
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Exercice 56.

Soit n > 2. Déterminer toutes les matrices A € M, (K) telles que, pour tout B € M,,(K), on a
det(A 4+ B) = det(A) + det(B).

Soit A une telle matrice. Commengons par vérifier que A n’est pas inversible. En effet, en appli-
quant la formule avec B = A, on a det(2A4) = 2det(A) alors que det(24) = 2" det(A). Puisque
n > 2, ces deux égalités sont possibles seulement si det(A) = 0, autrement dit si A n’est pas
inversible. Supposons maintenant que A n’est pas la matrice nulle. Notons (Cy,...,C,) les co-
lonnes de A. Alors, une de ces colonnes, disons Cj, est non nulle. On peut alors la compléter
en (Ey,...,F;_1,C;,Eit1,...,E,) une base de K". Notons B la matrice dont les colonnes sont
(B1—-C4,...,EB;_1 —C;-1,0,E;41 — Ciy1,..., E, — C,). Alors la matrice B n’est pas inversible
car elle contient une colonne nulle et donc det(A) + det(B) = 0. Mais les colonnes de A + B
sont (Eq,...,E;—1,C;, Fit1,..., Ey,) qui forment une base de K. Ainsi, A + B est inversible et
det(A + B) # 0, une contradiction avec det(A + B) = det(A) + det(B). Ainsi, la seule matrice
A € M, (K) qui vérifie det(A + B) = det(A) + det(B) pour toute matrice B € M, (K) est la
matrice nulle.

3. Exercices d’approfondissement

Exercice 57.

Soit E un espace vectoriel de dimension n. On souhaite démontrer qu’il existe une base de L(E)
constituée de projecteurs. On fixe une base B de E. On note E; ; les matrices élémentaires de
M, (R).
1. A quelle condition une matrice M € M, (R) est-elle la matrice dans la base B d’un
projecteur de F.
2. En déduire que pour tout 4,5 € {1,...n} avec ¢ # j, les matrices E;; et E;; + E; ; sont
des matrices de projecteurs.

3. Démontrer la propriété annoncée.

1. On sait que p € L(E) est un projecteur si et seulement si p> = p. M est donc la matrice
d’un projecteur si et seulement M? = M.

2. Il suffit de prendre le carré de ces matrices. Il est clair que Efl = E; ;. De plus,
(Bii+Eij)? =B, + BB+ Ei ;B i+ E2; = E; s + E; ; + 0+ 0.

Ceci prouve que F; ; + E; ; est la matrice d’un projecteur.

3. Considérons la famille constituée par les matrices E;; et E;; + EF; j, pour 1 <14,5 < n et
j #i. Il suffit de démontrer que cette famille est une base de M,,(R). Elle est constituée de
n+n(n — 1) = n? éléments. 11 suffit donc de prouver qu’il s’agit d’une famille génératrice.
Mais la famille des (E; ;) est génératrice et chaque E; ; s’écrit en fonction des éléments
précédents : c’est clair pour E;;, et pour ¢ # j, on a

155 5 = (B s - JBs 5l = Hia
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Exercice 58.

Soit A € M, (C) une matrice & diagonale dominante, c’est-a-dire que pour tout ¢ € {1,...,n},
on a |a;i| > >, ;la;;|. Montrer que la matrice A est inversible.

On va prouver que le noyau de A est réduit & {0}. Pour cela, supposons que ce ne soit pas le
cas et choisissons X € kerA. Soit ¢ tel que |z;| = max(|z;|,7 =1,...,n). Alors la i-éme ligne de

AX = 0 se réécrit en
amxi = — Z CLZ‘J‘I‘]'.
J#i
Mais,
D aigwi| < asgllzs] < Jwil Y laisl < laiizil
J#i JFi J#i

ce qui est une contradiction. Donc A est inversible.

Exercice 59.

Déterminer le centre de M, (R), c’est-a-dire I’ensemble des matrices A € M,,(R) telle que, pour
tout M € M, (R), on a AM = MA.

Remarquons d’abord que si A = Al,, alors A commute avec toutes les matrices et donc A est
dans le centre de M, (R). Réciproquement, supposons que A commute avec toutes les matrices,
et étudions ce que donne AFE; ; = F; ;A, ou E; ; est la matrice élémentaire avec des 0 partout
sauf le coefficient a la i-eéme ligne et j-iéme colonne qui est égal a 1. Alors,

0 ... 0 ai,q 0
0 ... 0 ag g 0
AEi,j - ° o .
0o ... 0 QAnp g 0

)

ou la seule colonne non-nulle est la j-ieme colonne, et

0 0

EgjA=1 0o ... ... 0
aj,1 a]‘,g ajm

0 0

ot la seule ligne non-nulle est la i-éme ligne. Le seul terme (éventuellement) non-nul que peuvent
avoir en commun les deux matrices est situé sur la i-éme ligne et la j-éme colonne. Les coefficients
correspondants doivent étre égaux et donc on doit avoir

Gii = Qj,5-
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Les autres coefficients doivent étre nuls, ce qui signifie en particulier, pour k # i, que a;; = 0.
Ainsi, A est une matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux doivent étre égaux. On
en déduit que A = \I,,.

Exercice 60.

Soit M € M,,(C).
1. Montrer que si rg(M) = 1, il existe deux vecteurs colonnes X,Y € C" tels que M = XY

2. Montrer que si rg(M) = 2, il existe deux couples de vecteurs indépendants (X, Z) et (Y, T)
tels que M = XY + ZT*.

3. Généraliser aux matrices de rang k.

A1
Le point de départ de I’exercice est le suivant. Si X = : , alors XY est la matrice
An
MY
XYy' = :
A Y
1. Puisque le rang de M est égal a 1, alors une des lignes de M, disons L,, est telle que
A1
L; = X\ Ly, pour tout i. Posons X = et Y tel que Y = L,. Alors on vérifie
An

facilement que M = XY
2. Puisque le rang de M est égal & 2, on peut sélectionner deux lignes L, et L, telles que,
pour chaque ¢, on a L; = AL, + pi;Lg, et les lignes L, et L, sont indépendantes. On pose
alors Yt = L, T* = L, (le couple (Y, T) est bien constitué de deux vecteurs indépendants)
A1 M1
et X = , 4 = . Les vecteurs X et Z sont aussi indépendants. En effet,
An Hn
on a (Ap, pp) = (1,0) et (Ag, ptq) = (0,1). Si aX +bZ = 0, en étudiant la p-ieme ligne, on
trouve a = 0, et en étudiant la g-ieme ligne, on trouve b = 0. De plus, XY* + ZTt = M,

puisque
MYE+ T MLy + piLg
XY+ 2Tt = MY 4T || oLy + Ly
MY+, T ALy + pin Ly

3. Clairement, la méme méthode prouve que si le rang de M vaut k, il existe deux couples de
k vecteurs indépendants (X7i,...,Xg) et (Y1,...,Y%) tels que

M:X1Y1t+...+Xp}/pt'
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Exercice 61.

Soit n > 3. On dit qu'une matrice M € M, (R) est magique si, pour tout j € {1,...,n}, on a

n n n n
D Mg = Y Ma = ) Mg = ) Minsii
i=1 i=1 i=1 i=1

On note MG(n) 'ensemble des matrices magiques d’ordre n.
1. Que signifie étre une matrice magique ?
2. Montrer que M G(n) est un espace vectoriel.

3. Montrer que Papplication ¢ : MG(n) — My—2,-1(R) x R"2, qui envoie la matrice M
qui s’écrit

min
M,
M =
Mp—2.n
Mp—1,1 o e Mp—1n—1 Mp—1n
Mn,1 cee e Mnn—1 Mn,n
sur (My, M1 5, Mp—1,1,Mn—1,3, Mp—14,---,Mp_1n,—2) €st un isomorphisme d’espace vec-

toriel.
4. En déduire la dimension de M G(n).

1. La condition signifie que les sommes des coefficients de toutes les lignes, de toutes les
colonnes, et des deux diagonales de la matrice sont égales.

2. On laisse au lecteur le soin de vérifier que M G(n) est un sous-espace vectoriel de M,, (R).

3. L’application ¢ est clairement linéaire. Pour prouver que c’est un isomorphisme d’es-
pace vectoriel, on va prouver directement qu’il est bijectif (on ne connait pas la dimen-
sion de l'espace de départ, impossible de se contenter de l'injectivité de ¢). Soit donc
(A a1,...,an—2) € My_2,-1(R) x R"2 et on cherche une matrice M de MG (n) vérifiant
d(M) = (A,a1,...,a,—2). On sait déja ce que vaut m; ; pour 1 <i<n—2etl1<j<n-—1.
On sait aussi ce que doit valoir my ,, ainsi que my_1,1, Mp—1.3,Mp—1,4,...,Mp_1,,—2. Cher-
chons les autres coefficients, et notons S = Y7 | my; (valeur déja déterminée). Puisqu'on
connait tous les coefficients de la j-ieme ligne, avec j < n—2, sauf m; 5, et que la somme des
coefficients de la ligne doit valoir S, on détermine uniquement m; ,, (qui vaut S—»,_, m;;).
On connait aussi tous les coefficients de la premiere colonne, sauf my, 1, et on sait que la
somme fait S : ceci détermine uniquement m,, ;. On connait ensuite tous les coefficient de
la diagonale en bas a gauche vers en haut a droite sauf m,_; 2. Ceci détermine unique-
ment ce coefficient (puisque la somme doit valoir S). On peut alors répéter le processus
pour toutes les colonnes de la 2-eme & la n — 2éme : ceci détermine uniquement m,, ; pour
i < n — 2. Reste a déterminer les quatre derniers coefficients, m,—1,n—1, Mp—1.n, Mnn-1
et m,, . Notons S; et Sy la somme des coeflicients déja connus sur la colonne n — 1 et sur
la colonne n, S3 et S4 les sommes des coefficients déja connus sur les lignes n — 1 et n et
S5 la somme des coefficients déja connus sur la diagonale principale. Une matrice magique
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solution doit vérifier le systeme d’équation :

Mp—-1,n-1 + Mmp—1n = S — Sl
Mpn—-1+Mpn = S -5
Mp—-1,n-1 + Mpn-1 = S — S3
Mp—1.n + Mpn = S — S4
Mp—1,n—1 + Mpn = S — SS~

Cela nous fait cinq équations pour quatre inconnues...mais une équation est en trop. En
effet, si on fait L1 + L2 — L3, on trouve a gauche m,,_1, + M, », comme dans le membre
de gauche de L4. Pour la partie droite, on trouve :

n—2
S—51—-85+S5 = S-— Z(mn—l,i + mn,i) + 53
:lil2 n—2
= S=> (8= mi)+Ss
= j=1
’ n—2n—2 n—2
= 8- ((n-2)5->_) mji—> mjn_1)
j=1i=1 j=1
n—2 n—1
= S—Z(S—ijvi)
j=1 i=1

n—2
S — E mjn = S4.
=1l

L’équation L4 est donc redondante puisqu’égale a L1+ L2 — L3. On peut donc ’éliminer du
systeme d’équations, et on prouve facilement que ce systeme de quatre équations a quatre
inconnues & une unique solution. Ceci conclut quant a la bijectivité de ¢.

4. Puisque ¢ est un isomorphisme d’espace vectoriel, on a

dim(MG(n)) = dim (Mp—_2,,—1(R) x R*"?) = n(n — 2).

Exercice 62.

Soit I = [a,b] un intervalle, 81, 6, 63 trois fonctions continues sur I, a valeurs réelles, et pour
lesquelles on peut trouver des coefficients réels a1, as, az non tous nuls tels que la fonction

0 = a101 + 0292 + a303

admette au moins trois racines distinctes x1, x2, x3. Prouver qu’il existe des réels A\, Az, A3
non tous nuls tels que :
A0k (1) + A2Op(22) + A30k(23) = 0,

pour k£ =1,2 ou 3.
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Soit M la matrice :
91(.131) 92(1‘1) 93(1‘1)
M = 01(.%2) 92(1‘2) 03(172)
O1(z3) Oa(z3) O3(3)

Par hypothese, les colonnes de cette matrice sont liées. Les lignes le sont donc aussi, et il existe
des réels A1, A2, A3 non tous nuls tels que A\iL; + AoLs + A3L3 = 0. Ceci donne le résultat.
La difficulté de cet exercice repose donc sur sa formulation un peu alambiquée, et aussi de sa
position dans le probléme (d’analyse) dont il est extrait.

Exercice 63.

Soit E = F(R,R) I'espace vectoriel des fonctions de R dans R. On note F' le sous-espace vectoriel
des fonctions paires (ie f(—x) = f(z) pour tout z € R) et G le sous-espace vectoriel des fonctions
impaires (ie f(—z) = —f(x) pour tout x € R). Montrer que F et G sont supplémentaires.

Remarquons d’abord que FF'N G = {0}. En effet, si f est élément de F N G, alors, pour tout
x € R, on a a la fois f(—z) = f(z) et f(—z) = —f(z), dou f(z) = —f(x) ce qui entraine
f(x) = 0. D’autre part, tout élément h de E se décompose sous la forme h = f + g, avec f dans
F et g dans G. Pour cela, on utilise un raisonnement par analyse-synthése. Admettons un bref
instant que h = f 4+ g avec f € F et g € G. Alors, pour tout € R, on a h(x) = f(z) + g(x) et
h(—z) = f(—z) + g(—z) = f(z) — g(x). Des deux équations précédentes, on tire facilement que
f(@) = (h(z) + h(—2))/2 et g(z) = (h(z) — h(—2))/2. On peut désormais passer & la syntheése
(le paragraphe précédent peut étre considéré comme une recherche ”au brouillon”). On pose
f(@) = (h(z) + h(—2))/2 et g(z) = (h(x) — h(—z))/2. Alors on vérifie facilement que :

— h=f+g;

— [ est paire : en effet f(—z) = (h(—2z) + h(—(-2)))/2 = (h(z) + h(-2))/2 = f(z);

— g est impaire (méme raisonnement).

Ainsi, on a bien F'+ G = E. Remarquons que la partie ’analyse’ du raisonnement montre aussi
P'unicité de la décomposition, et redémontre donc que la somme est directe.

Exercice 64.

Soit E un espace vectoriel dans lequel tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire. Soit
F un sous-espace vectoriel propre de E (c’est-a-dire que F' # {0} et que F # E). Démontrer
que F' admet au moins deux supplémentaires distincts.

On commence par fixer G un supplémentaire de F'. Soit x un vecteur qui n’est ni dans F, ni
dans G (par exemple, si 1 # 0 € F et x2 # 0 € G, alors x1 + z2 n’est ni dans F - sinon o
serait dans F', ni dans G - sinon z; serait dans G). Posons F/ = F & vect(z) et considérons G’
un supplémentaire de F’ dans E. Alors, G; = vect(x) & G’ est un supplémentaire de F' dans E.
En effet
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— si z € E, alors il s’écrit sous la forme z = y; + ys, avec y1 € F’ et yo € G'. De plus, y1
s’écrit sous la forme Az + u, avec u € F. Finalement, z = u + (Ax + y2), avec u € F et
A\x + Yo € G.

— siz€ FNGy, alors z = Az + u avec u € G’ et donc u = z — Az € G’ N F’. Puisque F’ et
G’ sont en somme directe, on a u = 0. On en déduit que z — Az = 0 soit, puisque = ¢ F,
z =0 et A = 0. Finalement, on a prouvé que F N G; = {0}.

Bien stir, G1 # G puisque z € G1\G.

Exercice 65.

Soit E I'espace vectoriel des fonctions de R dans R.

1. Soit a € R. On désigne par F' le sous-espace des fonctions constantes et par G, le sous-
espace des fonctions qui s’annulent en a. Montrer que F et G, sont supplémentaires dans
E.

2. Plus généralement, soient ag,...,an des éléments distincts de R et G = {f € F; f(ap) =
.-+ = f(ay) = 0}. Trouver un supplémentaire a G.

1. On remarque d’abord que F NG, = {0} (une fonction constante qui s’annule en un point
est forcément identiquement nulle). Ensuite, prenons h € E, on doit prouver que h se
décompose sous la forme h = g + C, ou C est une constante et g(a) = 0. Admettons que
ce soit le cas. Alors, nécessairement, h(a) = C et g(z) = h(x) — C = h(z) — h(a). On pose
donc C' = h(a) et g(x) = h(z) — h(a). Clairement, h = g+ C' et g(a) = 0 ce qui prouve que
g € G,.

2. On va prouver que G et Ry[X] sont supplémentaires. Pour cela, il suffit de prouver que
toute fonction h € E se décompose uniquement sous la forme h = g + P, avec g € G et
P € Ry[X]. Unicité. Si h = g+ P, alors, pour tout ¢ € {0,..., N}, on a P(a;) = h(a;). Or,
par la théorie des polynomes interpolateurs de Lagrange (par exemple), on sait qu’il existe
un unique polynéme P € Ry [X] qui vérifie cette propriété. D’ott 'unicité de P et par suite
celle de g puisque g = h — P. Existence. Considérons P 'unique polynéme de Ry[X] tel
que P(a;) = h(a;) pour tout ¢ € {0,..., N} (un tel polynéme existe). De plus, on pose
g=h—P. Alors g(a;) = P(a;) — h(a;) = 0 pour tout ¢ = 1,..., N et donc g € G, et bien
stir h=g9+ P.
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