
Feuille d’exercices no13
Mathématiques spéciales

1. Réduction

Exercice 1.Exercice 1.

Soit M une matrice triangulaire par blocs
(

A C
0 B

)
avec A ∈ Mp(K) et B ∈ Mq(K). On

suppose que P est un polynôme annulateur de A et que Q est un polynôme annulateur de B.
Déterminer un polynôme annulateur de M .

Exercice 2.Exercice 2.

1. Démontrer qu’il existe (a0, . . . , an−1) ∈ Cn tel que :

∀P ∈ Cn−1[X], P (X + n) +

n−1∑
k=0

akP (X + k) = 0

2. Déterminer une telle famille.

Exercice 3.Exercice 3.

Soit A ∈ GLn(C). On note P le polynôme caractéristique de A et Q celui de A−1. Quelle relation
a-t-on pour tout λ ∈ C∗ entre Q(λ) et P (λ−1) ?

Exercice 4.Exercice 4.

Déterminer le polynôme minimal des matrices suivantes :

A =

(
1 1
0 1

)
, B =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 , C =

 1 2 −2
2 1 −2
2 2 −3

 et D =

 3 0 8
3 −1 6
−2 0 −5

 .

Exercice 5.Exercice 5.

Les matrices

A =

 0 0 4
1 0 −8
0 1 5

 et B =

 2 1 1
0 0 −2
0 1 3


sont-elles semblables ?
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Exercice 6.Exercice 6.

Soit J =

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
et A =

(
0 J
J 0

)
.

1. Calculer A2, puis A3.
2. A l’aide d’un polynôme annulateur de A, démontrer que A est diagonalisable.
3. Sans chercher à calculer le polynôme caractéristique de A, donner un ensemble fini conte-

nant toutes les valeurs propres de A, puis donner les valeurs propres elles-mêmes ainsi que
la dimension du sous-espace propre associé.

4. En déduire le polynôme caractéristique de A.

Exercice 7.Exercice 7.

Soit U la matrice

U =


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

 .

1. Calculer U2 et en déduire une relation simple liant U2, U et I4.
2. En déduire que U est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
3. Diagonaliser U .

Exercice 8.Exercice 8.

Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n. On
note Cf le sous-espace vectoriel des endomorphismes de E commutant avec f .

1. Démontrer que g ∈ Cf si et seulement si les sous-espaces propres de f sont stables par g.
2. En déduire que dim(Cf ) =

∑
λ∈sp(f) mult(λ)2, où mult(λ) désigne la multiplicité de la

valeur propre λ.
3. On suppose en outre que les valeurs propres de f sont simples. Démontrer que

(Id, f, . . . , fn−1) est une base de Cf .

Exercice 9.Exercice 9.

Soit A ∈ Mn(R) une matrice de trace nulle. Montrer que A est semblable à une matrice dont
tous les éléments diagonaux sont nuls.

Exercice 10.Exercice 10.

Soient A,B ∈ Mn(K). On souhaite prouver que χAB = χBA.
1. Démontrer le résultat si A ou B est inversible.
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2. Dans le cas général, on considère les matrices de M2n(K)

M =

(
BA −B
0 0

)
, N =

(
0 −B
0 AB

)
, P =

(
In 0
A In

)
.

Vérifier que PN = MP et conclure.

Exercice 11.Exercice 11.

Déterminer le polynôme minimal des matrices suivantes :

A =

(
1 1
0 1

)
, B =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 , C =

 1 2 −2
2 1 −2
2 2 −3

 et D =

 3 0 8
3 −1 6
−2 0 −5

 .

Exercice 12.Exercice 12.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, soit u un endomorphisme de E et soit F,G
deux sous-espaces de E supplémentaires stables par u. On note πu le polynôme minimal de u,
πF le polynôme minimal de u|F et πG le polynôme minimal de u|G. Démontrer que

πu = ppcm(πF , πG).

Exercice 13.Exercice 13.

Existe-t-il dans Mn(R) une matrice dont le polynôme minimal est X2 + 1 ?

Exercice 14.Exercice 14.

Soit n ≥ 1 et A,B ∈ Mn(R) tels que AB −BA = A. Le but de l’exercice est de démontrer que
A est nilpotente, c’est-à-dire qu’il existe k ≥ 1 tel que Ak = 0.

1. Montrer que, pour tout k ≥ 0, on a AkB −BAk = kAk.
2. On considère

ϕB : Mn(R) → Mn(R)
M 7→ MB −BM.

Vérifier que ϕB est un endomorphisme de Mn(R).
3. Justifier que si Ak 6= 0, alors k est une valeur propre de ϕB .
4. En déduire l’existence d’un entier k > 0 tel que Ak = 0.
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Exercice 15.Exercice 15.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n ≥ 2, et soit f ∈ L(E) de rang 1.
1. On suppose que f est diagonalisable. Démontrer que f ◦ f n’est pas l’endomorphisme nul.
2. Réciproquement, on suppose que f ◦ f n’est pas l’endomorphisme nul, et on note u ∈ E

tel que Im(f) = vect(u).
(a) Démontrer que u est un vecteur propre associé à une valeur propre non nulle.
(b) En déduire que f est diagonalisable.

Exercice 16.Exercice 16.

Soit A ∈ Mn(K) non nulle tel que A2 = 0 et soit r le rang de A. Démontrer que A est semblable

à
(

0 Ir
0 0

)
.

Exercice 17.Exercice 17.

Soit n ≥ 2 et A la matrice définie par A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ Mn(R) où ai,i+1 = 1 pour i =
1, . . . , n− 1, les autres coefficients étant tous nuls.

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Existe-t-il B ∈ Mn(R) tel que B2 = A ?

Exercice 18.Exercice 18.

Soit n ≥ 1, N l’ensemble des matrices nilpotentes de Mn(R), V le sous-espace vectoriel engendré
par N , et T0 le sous-espace de Mn(R) des matrices de trace nulle.

1. Quelle est la dimension de T0 ?
2. Démontrer que V ⊂ T0.
3. Pour j ∈ {2, . . . , n}, on note Fj = E1,1 + E1,j − Ej,1 − Ej,j et Gj = Fj − E1,j + Ej,1.

Calculer F 2
j . En déduire que Gj ∈ V .

4. Soit F la famille d’éléments de V constituée par les matrices Ei,j , 1 ≤ i, j ≤ n avec i 6= j
et par les matrices Gk, k = 2, . . . , n. Démontrer que F est une famille libre.

5. En déduire que V = T0.

Exercice 19.Exercice 19.

Soit A ∈ GLn(C) et N ∈ Mn(C) nilpotente. On suppose que AN = NA. Démontrer que
det(A+N) = det(A).
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Exercice 20.Exercice 20.

1. Soient A,B ∈ Mn(R) telles que AB = BA et B est nilpotente. Prouver que si A 6= 0,
alors rg(BA) < rg(A).

2. Soient A1, . . . , An ∈ Mn(R) des matrices nilpotentes qui commutent. Prouver que
A1 · · ·An = 0. Le résultat subsiste-t-il si on ne suppose plus que les matrices commutent ?

Exercice 21.Exercice 21.

Soit A ∈ Mn(C). Démontrer que A est nilpotente si et seulement si, pour tout p ≥ 1, on a
Tr(Ap) = 0.

2. Révision de Sup’ sur les séries numériques

Exercice 22.Exercice 22.

Étudier la convergence des séries
∑

un suivantes :

1. un =

(
1

2

)√
n

2. un = ann!, a ∈ R 3. un = ne−
√
n

4. un =
ln(n2 + 3)

√
2n + 1

4n
. 5. un =

lnn

ln(en − 1)
6.

(
1

n

)1+ 1
n

.

Exercice 23.Exercice 23.

Donner la nature des séries numériques
∑

un suivantes :

1. un = 1− cos π
n

2. un =

√
ch 1

n
− 1

3. un =

(
n

n+ 1

)n2 .

Exercice 24.Exercice 24.

Montrer que la série de terme général

un =
1√
n− 1

− 2√
n
+

1√
n+ 1

(pour n ≥ 2) est convergente, et calculer sa somme.
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Exercice 25.Exercice 25.

Sachant que e =
∑

n≥0
1
n! , déterminer la valeur des sommes suivantes :

1.
∑
n≥0

n+ 1

n!
2.

∑
n≥0

n2 − 2

n!
3.

∑
n≥0

n3

n!
.

Exercice 26.Exercice 26.

Soit
∑

n un une série à termes positifs.
1. On suppose que

∑
n un converge. Prouver que, pour tout α > 1,

∑
n u

α
n converge.

2. On suppose que
∑

n un diverge. Prouver que, pour tout α ∈]0, 1[,
∑

n u
α
n diverge.

Exercice 27.Exercice 27.

Soit (un) une suite de réels positifs. On pose vn = un

1+un
.

1. Prouver que la fonction x 7→ x
1+x est croissante sur [0,+∞[.

2. Démontrer que les séries
∑

n un et
∑

n vn sont de même nature.

Exercice 28.Exercice 28.

Soit (un) une suite de nombres réels. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
1. Si un > 0 et si la série

∑
un converge, alors un+1/un a une limite strictement inférieure à

1.
2. Si un > 0 et si la série

∑
un converge, alors (un) est décroissante à partir d’un certain

rang.
3. Si un > 0, et si la série

∑
un converge, alors la série de terme général u2

n converge.
4. Si (−1)nnun → 1, la série

∑
un converge.

5. Si (−1)nn2un → 1, la série
∑

un converge.

Exercice 29.Exercice 29.

Soit (un) une suite positive et décroissante. Prouver que si la série
∑

n un est convergente, alors
(nun) tend vers 0.
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