Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°15

1. Suites et séries de fonctions

Exercice 1.

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions (fn) suivantes :
1. fu(x) = e ™ sin(2nx) sur RT puis sur [a, +oo[, avec a > 0.

2. folx) = m sur R, puis sur [a, +oo[ avec a > 0.

1. L’inégalité |f,(x)| < e™™* prouve que f,, converge simplement vers la fonction nulle. Posons
g(z) = e *sin(2z). On a f,(x) = g(nx), et donc la suite

||fn||oo = ||g||oo >0

vaut une constante strictement positive, elle ne peut pas tendre vers 0 quand n — +oo : la
convergence n’est pas uniforme sur R*. En revanche, sia >0et z > a, on a :

|[fn(2)] < e,

ce qui prouve la convergence uniforme sur [a, +00][.

2. Six #0, (fn(x)) tend vers 0 (c’est une suite géométrique de raison dans l'intervalle 0, 1),
et si z = 0, alors la suite (f,,(z)) est constante égale a 1. La suite de fonctions (f,,) converge
donc simplement vers la fonction f égale a 1 en 0 et égale a 0 partout ailleurs. La convergence
ne peut pas étre uniforme sur R car chaque fonction f,, est continue sur R et la fonction
limite ne I’est pas en 0. En revanche, la convergence est uniforme sur les intervalles du type
[a, +o00[ avec a > 0, puisque pour tout = > a, on a

1 1

|fn(x) - f(.’L')| = (1 +$2)n < (1 L a2)n

et le dernier terme de cette inégalité (qui ne dépend plus de z € [a, +00[), tend vers 0.

Exercice 2.

On pose f,, : T +— ne=""*"_ Etudier la convergence simple de (f,,) sur R. Montrer la convergence

uniforme sur [a, +00[, avec a > 0. Etudier la convergence uniforme sur ]0, 4+o0[.

Les fonctions f, sont paires, on peut restreindre I’étude a [0,4+o00[. f,(0) = n et donc (f,(0))
diverge. Pour « > 0, la comparaison des fonctions puissance et exponentielle fait que (ne‘”zz )



tend vers 0. Donc la suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur R\{0}. Passons a
l’étude de la convergence uniforme. Sur [a, +o00[, les fonctions (f,,) sont positives et décroissantes.

On a donc

sup |fu(z) — 0] < fu(a)
z€[a,+00[

et comme (f,(a)) tend vers 0, il en est de méme de (Sup,epq, toof [fn(z) — 0])5. La convergence

est donc uniforme sur [a, +o0o[. Sur |0, +o0[, on a

sup | fu(x)] > fu(l/n) = ne ! = 4o0.
IE]O,«‘,»oo[

La convergence n’est donc pas uniforme sur ]0, +oo.

Exercice 3.

Soit (f,) une suite de fonctions décroissantes définies sur [0, 1] telle que (f,,) converge simplement
vers la fonction nulle. Montrer que la convergence est en fait uniforme.

Prenons z € [0, 1]. Puisque f,, est décroissante,
fn(1) < fu(z) < fn(0).
11 vient

[fnlloo < max(|f(0)]; | fn(1)])-

Le terme de droite tend vers 0, et donc (f,) converge uniformément sur [0,1] vers la fonction

nulle.

Exercice 4.

Pour n > 1 et z € R, on pose u, (z) = nz2e V",
1. Démontrer que la série > w, converge simplement sur R.
2. Démontrer que la convergence n’est pas normale sur R;..
3. Démontrer que la convergence est normale sur tout intervalle [a, +oo[ avec a > 0.
4

. La convergence est-elle uniforme sur Ry ?

1. Soit 2 > 0 fixé. Alors n?u, (z) = z2e~*V"*+3I7 tend vers 0. Par comparaison & une série
de Riemann convergente, la série ) u,(x) est convergente.

2. On va calculer sup,cp |un(z)|. On remarque d’abord que u,, est une fonction positive. De
plus, elle est dérivable et sa dérivée vaut

ul(z) = n(2z — 22v/n)e V" = nx(2 — av/n)e V™.

n



On en déduit que u,, est croissante sur Uintervalle [0,2/1/n] et décroissante sur 'intervalle
[2/y/n, +00[. On a donc
[unlloo = un(2/v/n) = 4e72.
C’est le terme général d’une série (grossiérement) divergente, et donc la convergence n’est
pas normale sur R;.
3. Pour n > 4 onaa > 2/y/n et donc la fonction u,, est décroissante sur [a,+oo[. On en

a2
déduit que, pour tout = > a, on a

|un(2)] < un(a).

Le membre de droite est le terme général d’une série numérique (il ne dépend plus de x)
convergente : ceci prouve la convergence normale de la série ) u, sur [a, +-o0o[. Remarquons
que le fait que 'inégalité ne soit vraie qu’a partir d’un certain rang (qui est indépendant
de z € [a, +00]) ne change rien & la convergence normale.

4. Notons R,, le reste d’ordre n de la série. Puisque u; > 0 pour tout k, on a

+o0o

R, (z) = Z ug(z) > upt1(z).

k=n+1
D’apres le résultat de la question 2.,
[Rnllos = lltntlloo = 4€72.

Ceci ne tend pas vers 0 et donc la convergence n’est pas uniforme sur R .

Exercice 5.

Soit up(x) = (—1)"1n (1 + ﬁ) défini pour z > 0 et n > 1.
1. Montrer que la série > - u, converge simplement sur R.
2. Montrer que la série ) -, u, converge uniformément sur R.

3. La convergence est-elle normale sur R, ?

1. On va appliquer le critere des séries alternées. Il est clair que |uy(z)| tend vers 0, reste a
voir que, pour > 0, on a |up41(z)] < |uy,(2)[. Mais,

RN

et on conclut par croissance de la fonction logarithme.
2. Le critere des séries alternées nous donne méme une majoration du reste de la série. On a
en effet
T 1
<
m+1)(14+2z) " n+1

[Ba(@) =] Y uk(@)| < Junta(@)] <

k>n+1



3.

ol on a utilisé que In(1 +¢) < ¢ pour ¢ > —1. On a majoré le reste pour tout x € Ry par
une quantité qui ne dépend plus de x et qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oco. C’est bien
que la série converge uniformément sur R .

On n’a méme pas convergence absolue de la série a x > 0 fixé. Par exemple,

1 1
2D =10 (14 — ) ~poo —.
(D) =10 (14 5-) o 3

La série ) |u,(1)| diverge. A fortiori, il en est de méme de la série >, |un |-

Exercice 6.

Pour x € I =[0,1], a € R et n > 1, on pose u,(z) = n*z™(1 — z).

1.

Etudier la convergence simple sur I de la série de terme général u,. On notera dans la
suite S la somme de la série.

2. Etudier la convergence normale sur I de la série de terme général u,,.

3. On suppose dans cette question que a = 0. Calculer S sur [0, 1[. En déduire que la conver-

gence n’est pas uniforme sur [0, 1].

. On suppose a > 0. Démontrer que la convergence n’est pas uniforme sur I.

. Pour z €]0, 1], un(z) > 0 et

Unt1(z
Unt1(2) — z €]0,1][.
un ()
Par le critére de d’Alembert, la série de terme général u,, (z) est convergente. Si z = 1, alors
un(x) = 0 et la convergence est triviale. De plus, on a clairement S(1) = 0. La convergence

dans le cas x = 0 est elle aussi triviale.

. Pour étudier la convergence normale, on doit étudier la série ) ||up||o. Pour calculer

|tn||co, on dérive u,, :
() =n*T2" 11— z) —n%" = n%2" ! (n(l —2z) — 2).

Ainsi, u/, s’annule en 0 et en z,, = nLH qui sont tous les deux des points de [0, 1]. Puisque
unlloo = €z

un(0) = u, (1) = 0, on trouve que
_ gefm 1"
n+1 n+1
n? "

_ n
T on+1\n+1

Or, en passant par ’exponentielle et le logarithme, on prouve facilement que

i n—>e_1
n+1 '




On en déduit que
—1_a—1
[unlloo ~4oo €7 .
Ainsi, il y a convergence normale si et seulement si a < 0.

Sia=0etxe|0,1], on peut encore écrire

S(z) = Zw” - Zw"“ =z

n>1 n>1

Ainsi, S(x) = x si € [0,1] et S(1) = 0. La convergence ne peut pas étre uniforme sur
[0,1]. En effet, si cela était le cas, alors puisque chaque terme x — u,(z) est continue sur
[0, 1], ce serait également le cas de la somme, ce qui n’est pas le cas ici.

. Nous allons utiliser la question précédente, en remarquant que, pour z € [0,1[, a > 0 et

n>1,
na"(1—x) > 2"(1 —x)

ce qui implique S(z) > x six € [0, 1[. Une nouvelle fois, ceci interdit la convergence uniforme
puisque l'inégalité précédente implique que S n’est pas continue en 1.

Exercice 7.

Pour z > 0, on pose u,(z) = T

1.

Montrer que la série Z:ﬁ Uy converge simplement sur R .

2. Montrer que la série Z:ool uy, converge uniformémement sur tout intervalle [0, A], avec

S Ot ~ W

A>0.

2n n 1

. Vérifier que, pour tout n € N, Y 3% T 2 5

. En déduire que la série Zn21 Uy ne converge pas uniformément sur R, .
s +oo n . 7

. Montrer que la série )~ (—1)"u, converge uniformément sur R.

. Montrer que la série 2% (=1)"u,, converge normalement sur tout intervalle [0, A], avec

A>0.

. Montrer que la série 37> (—1)™u,, ne converge pas normalement sur R.

Il est tres facile de prouver la convergence simple sur R,.. Pour z = 0, on a en effet u,,(0) = 0,
qui est bien le terme général d'une série convergente. Pour 2 > 0, on a 4, (%) ~pyj00 735
qui est aussi le terme général d’une série convergente.

On va prouver la convergence normale. On a en effet, pour tout x € [0, 4],

A

()] < 55,

terme général d’une série convergente.

11 suffit d’écrire que, pour n +1 < k < 2n, on a n? + k? < 5n?, et donc #W > % On



obtient finalement
2n

n?+ k2~ 5n 5
k=n-+1
4. 11 est plus difficile de prouver la non-convergence uniforme. On peut procéder de la fagon
suivante. Supposons que la convergence est uniforme. Alors, pour tout € > 0, il existe un
entier N tel que, pour tout n > N, et tout x € R, on ait

—+oo

k=n-+1

<e.

Mais alors, d’apres 'inégalité triangulaire, pour tout n > N, on a

2n +o0 400 400 400
Z up(x)| = Z up(x) — Z up(z)| < Z ug(x)| + Z up(x)| < 2e.
k=n+1 k=n-+1 k=2n+1 k=n-+1 k=2n-+1

En particulier, pour n = N et z = N, on a la double inégalité

2N

Z ug(N)| < 2e.

1
<
> i

Bien siir, si on a choisi 2¢ < 1/5, ¢’est impossible.

5. Nous allons prouver la convergence uniforme en utilisant le critéere des séries alternées.
En effet, & = fixé, la suite (u,(x)) est positive, décroissante et tend vers 0. La série
%0 (—1)™u,, () est donc convergente, et on a la majoration du reste :

n=1
+o00o >
> () up ()| < un(x) = RS Y
k=n

Reste a majorer le membre de droite de I’équation précédente par un terme qui tend vers
0 et ne dépend pas de x. Mais on a

2 2
x <\/l‘ —|—n< 1 1

< —

n2+x2 - n2422 T 2in2 T on

On a donc bien convergence uniforme sur R, .

6. Puisque |(—=1)"un(z)| = |un(z)|, la convergence normale sur [0, A] se démontre comme
ci-dessus.

7. D’autre part, si on avait convergence normale sur R, alors on aurait aussi convergence
normale de la série ) u,(z) sur Ry, donc convergence uniforme de cette méme série, ce
qui n’est pas le cas d’apres la premiere question.

Exercice 8.

—nx

ze
Inn

On consideére la série de fonctions ), -, up, avec u,(x) =

1. Démontrer que ), -, u, converge simplement sur R.



2. Démontrer que la convergence n’est pas normale sur R;.

3. Pour € Ry, on pose Ry, (x) =} ;~, .1 ur(z). Démontrer que, pour tout = > 0,

e *

In(n + 1)(1 — e—=)’

0< Ry(z) <

et en déduire que la série converge uniformément sur R .

. Pour z = 0, la série converge car u,(0) = 0. Pour x > 0 fixé, on a
1
up(z) =0 <n2) ,

. Une étude rapide de u,, montre qu’elle atteint son maximum en 1/n. On a donc

et donc la série ), u, (x) converge.

-1

> lunlloe = D un(l/m) = 3" ——.

n>2 n>2 n>2

Il est bien connu que cette derniere série est divergente, et donc la convergence n’est pas
normale.

. On va utiliser la somme d’une série géométrique. En effet, pour z > 0, on a e *% = (e~ )"
et 0 <e ™™ < 1. De plus, pour k >n+1, on a

I(@iz)k
0< < .
< un(?) < In(n +1)
On en déduit que
z et 1 ze %

0 < Rn(z) < < :
- (x)_ln(nqu)X 1—e=® _ln(n+1)xlfe*f”

Or, il est facile de vérifier que la fonction x +— %= est bornée sur R,. On peut étudier
cette fonction ou remarquer que

— Elle se prolonge par continuité en 0 : en effet

xe * x + o(x)
= — 1.
l—e® x+o(x)

— La fonction est donc bornée sur tout intervalle du type [0, A].

— La fonction tend vers 0 en +o00, on sait donc que sa valeur absolue est majorée par 1
sur un certain intervalle [A, +o0l.

On peut aussi écrire




puisque par convexité de la fonction exponentielle, e — 1 > z. Soit M un majorant de la
fonction x +— % . On a donc, pour tout > 0 ('inégalité est aussi valable pour = 0
car R,(0) =0) :
M

le —2

In(n+ 1)
On a majoré le reste par quelque chose qui ne dépend pas de z € R, et qui tend vers 0
lorsque n tend vers +oo. C’est bien que la série converge uniformément sur R .

| R ()

Exercice 9.

re~ T

Inn

On considere la série de fonctions 3, -, un, avec u, () =
1. Démontrer que anz Uy converge simplement sur R .
2. Démontrer que la convergence n’est pas normale sur R;.

3. Pour z € Ry, on pose Ry, (v) =} ;~, .1 uk(z). Démontrer que, pour tout = > 0,

x

0= Ralo) < Ei ey

et en déduire que la série converge uniformément sur R .

1. Pour z = 0, la série converge car u,(0) = 0. Pour z > 0 fixé, on a
1
up(z) =0 <n2> ,

2. Une étude rapide de u,, montre qu’elle atteint son maximum en 1/n. On a donc

et donc la série ), u, (x) converge.

-1

> llunlloo = Y wn(l/m) = 3 ——.

n>2 n>2 n>2

Il est bien connu que cette derniére série est divergente, et donc la convergence n’est pas
normale.

3. On va utiliser la somme d’une série géométrique. En effet, pour z > 0, on a e=#% = (e~)"
et 0 <e ™™ < 1. De plus, pour k >n+1,0ona

x(efz)k
< < .
0= up(z) = In(n + 1)
On en déduit que
x e—(ntl)z 1 re 7

< < S '
OfRn(x)iln(n—Fl) X 1—e* *ln(n—l-l) ~ l1—e"®

Or, il est facile de vérifier que la fonction = — % est bornée sur R ;. On peut étudier
cette fonction ou remarquer que



— Elle se prolonge par continuité en 0 : en effet

xe x + o(x)
= — 1.
l—e® x+o(x)

— La fonction est donc bornée sur tout intervalle du type [0, A].

— La fonction tend vers 0 en +00, on sait donc que sa valeur absolue est majorée par 1
sur un certain intervalle [A, +oo].
On peut aussi écrire
ze z
l—e® er—17
puisque par convexité de la fonction exponentielle, e — 1 > z. Soit M un majorant de la
fonction  — 2 . On a donc, pour tout z > 0 ('inégalité est aussi valable pour z = 0

l—e—= °

car R,(0) =0) :

|<L
“In(n+1)°

On a majoré le reste par quelque chose qui ne dépend pas de z € R et qui tend vers 0
lorsque n tend vers +oo. C’est bien que la série converge uniformément sur R .

‘Rn(l')

Exercice 10.

Soit ¢ : [0, +00[— R une fonction continue et bornée telle que g(0) = 0. On consideére la suite de
fonctions définie sur [0, +oo] par fn(r) = g(x)e ™.
1. (a) Etudier la convergence simple de la suite.
(b) Montrer que la suite converge uniformément sur tout intervalle [a, +o00[, avec a > 0.

(¢) On fixe € > 0. Montrer que I'on peut choisir @ > 0 tel que |f,(x)| < e pour tout
x € [0,a] et pour tout n > 1. En déduire que la suite converge uniformément sur
[0, +o0f.
2. On considere la série de fonctions }, - g(z)e
(a) Démontrer qu’elle converge simplement sur [0, +oo[ et normalement sur tout intervalle
[a, +oo] avec a > 0.

—nx

(b) Démontrer I’équivalence entre les deux propositions suivantes :
i) la courbe représentative de g est tangente a 1'axe des abscisses a l'origine ;

ii) la série de fonctions >, ., g(x)e™ ™" converge uniformément sur [0, +ool.

1. (a) Pour 0, f,,(0) = 0 et la suite converge. Pour z > 0, la suite (g(z)e~"*) tend vers 0. La
suite de fonctions (f,) converge donc simplement vers 0.

(b) Notons M un majorant de |g|. Pour z > a, on a |f,(z)] < Me ™ < Me ™, suite qui

tend vers 0 indépendamment de x. Ceci prouve la convergence uniforme sur [a, +oo].

(c) Par continuité de g en 0, et puisque g(0) = 0, il existe a > 0 tel que |g(z)| < € pour

x € [0,a]. Il vient |f,(z)| < € pour tout x € [0,a]. De plus, ce a étant fixé, la suite

(fn) converge uniformément vers 0 sur [a, +0o[. On peut donc trouver N tel que, pour



n > N, |fn(z)| < e. Résumons. Pour tout € > 0, on peut trouver N € N tel que, pour
tout n > N, on a

[fn(z)| < e

(le @ n’apparait plus, il sert uniquement dans la preuve.) C’est bien que la suite (f,)
converge uniformément vers 0 sur R..

2. (a) L’étude se fait suivant le méme principe. Pour 2 = 0, le terme général est nul, et pour
x > 0, il s’agit du terme général d’une suite géométrique de raison de module inférieur
strict & 1. On a bien convergence de ) f,(z). De plus, si € [a,+00[, on a

()] < Me™",

qui est le terme général d’une série numérique convergente. C’est bien que la série
converge normalement sur [a, +00[.

(b) Considérons le reste de rang n de la série : pour z > 0,

Rn(l’) = Z fk(g;) = #e*(nJrl)z.

T
— e—l
k>n+1

Si la courbe représentative de g est tangente a I’axe des abscisses a l'origine, c’est que

g(x)/x tend vers 0. Posons alors pour > 0 gy (z) = <22 Puisque 1 — e~

P ~o &, O1l
peut prolonger g; par continuité en 0 en posant g; (01) - 0. Ceci définit une fonction
bornée sur R et continue en 0. On se retrouve dans la situation de la question (1), et
on a bien convergence uniforme du reste vers 0 sur R, ou encore convergence uniforme
de la série sur cet intervalle. Réciproquement supposons que g(z)/x ne tend pas vers

0. Alors, g; non plus ne tend pas vers 0 en 0 et donc il existe € > 0 tel que

x

Vn > 0, 3z €]0,n[ tel que |g1(z)| > €.

En prenant des nombres 7 de la forme i = 1/n, on obtient pour chaque n > 1 un réel
T, tel que

1
0<mp, < —etl|gr(zn) >e.
n

Mais alors,

|Rn(2n)| > ce™("TDTn > gem(H/n > o=l /9

des que n est assez grand. Ceci nie la convergence uniforme sur R, .

Exercice 11.

Soit f : R — R une fonction continue, et soit a < b deux réels. Pour x € [a, b], on pose

n—1

fulw) = Z_;;f (x+ n) .

1. Etudier la convergence simple de la suite (f,,) sur [a, b].

2. Démontrer que la suite (f,,) converge uniformément sur [a, b].

10



1. On reconnait dans f,(z) une somme de Riemann pour f sur l'intervalle [z, + 1], avec pas
de 1/n. Puisque f est continue, (fy,(z)) converge vers f;“ f(t)dt pour tout = € [a,b] (et
en fait, pour tout = € R).

2. Soit z € [a,b]. On a

41 n—1 x+% -
o= [ s < |X [T 1 (e 2) - s
z i=0 VT Ty
n—1 m+it1 ;
< ;/ﬁ f<x+n>f(t)‘dt.

Fixons ensuite € > 0. On va utiliser I'uniforme continuité de f pour majorer ce qu’il y a a
Dintérieur de I'intervalle. Remarquons que z+ et ¢ sont dans I'intervalle [z, z+1] C [a, b+1].
Par le théoréme de Heine, la fonction f est uniformément continue sur le segment [a, b+ 1].
Il existe donc 1 > 0 tel que, pour tous u,v € [a,b+ 1],

lu—vl <n = [f(u) - f(v)| <e.

Soit N t¢1 que % < n. Pour n > N, pour z € [a,b], pour i € {0,...,n — 1} et pour
tefz+i,z+4], ona

1
T+ ——1

S =<n.
n

‘ 1

3

On en déduit que
‘f (x—l—z) —f(t)’ <e.
n

Finalement, il vient, pour tout n > N et tout = € [a, b],

T+ 'L;tl

z+1 n—1
AORY INIC ED oy IS
¥ i=0 V¥t n

Ceci prouve la convergence uniforme de la suite (f,,) sur l'intervalle [a, b].

Exercice 12.

Soient I et J deux intervalles et (g, ) une suite de fonctions de I dans J qui converge uniformé-
ment sur I vers une fonction g. Soit f € C°(J,R) et (h,) la suite définie par h,, = f o gy.

1. Montrer que si J est un segment, alors la suite (h,) converge uniformément.

2. Que se passe-t-il si on ne suppose plus que J est un segment ?

1. On va utiliser I'uniforme continuité de f sur le segment J (c’est le théoréme de Heine).
Fixons € > 0. Il existe § > 0 tel que,

lz -yl <d = |f(z) - f(y)| <e.

11



Puisque (g,,) converge uniformément, il existe N € N tel que, pour tout n > N, on a
Ve eI, |gn(z) — g(z)] <.
On en déduit :
Vn >N, Vz € I, |f(gn(2)) — f(9(2))] <e.

La suite (h,,) converge uniformément sur I vers f o g.

. La propriété devient fausse si J n’est plus un segment. Prenons par exemple g, (z) = 2+1/n
défini sur R, et f(z) = exp(z). Alors (g, ) converge uniformément sur R vers x — z et (fog,)
converge simplement sur R vers f o g. Cependant, la convergence n’est pas uniforme. En
effet,

fogn(@) — fog(x) =exp(z+1/n) — exp(z) = expz(exp(l/n) - 1).
Ceci tend vers 400 si x tend vers +o0o. Autrement dit, on a
”.f ©gn — f Og”oo = +00,

et donc la suite (f o g,) ne converge pas uniformément (elle ne pourrait converger unifor-
mément que vers f o g puisqu’elle converge simplement vers cette fonction).

12
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