Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°16

1. Exercices basiques

Exercice 1.

On considére la série de fonctions S(x) = 32,5 (;BL
1. Prouver que S est définie sur I =] — 1, +o0].

2. Prouver que S est continue sur I.

3. Prouver que S est dérivable sur I, calculer sa dérivée et en déduire que S est croissante
sur I.

4. Quelle est la limite de S en —17 en 4007

Tin , pour x > —1 fixé, est positive, décroissante et tend vers 0.

1. 11 est clair que la suite (
n
Par application du critere des séries alternées, la série est convergente pour tout = > —1.

2. Posons u,(x) = (;izl . Nous avons vérifié a la question précédente que, pour x > —1 fixé,

la série ), u,(x) vérifie le critere des séries alternées. Par conséquent, on sait que son reste
R, (z) vérifie

1

Ry (z)| < |up S
1B (@) < fnia (0)] € =g

Puisque > —1, on a en particulier

| R ()] <

Sl

Ceci tend vers 0 (indépendamment de z), de sorte qu’on a prouvé la convergence uniforme
de la série ) wun(x) sur I. Puisque chaque fonction w, est continue, la fonction S est

continue sur I.

_ n+1
3. Chaque fonction u,, est dérivable sur I avec u, (z) = %

précédente, pour x > —1 fixé, la série Z:oi ul (x) est convergente car elle vérifie les condi-
tions du critere des séries alternées. De plus, si on note T),(x) = Y, 41 Uy () son reste,

on a |T,(z)| < W < #, inégalité valable pour tout > —1. On peut donc majorer

uniformément le reste par une quantité qui tend vers 0 : la série dérivée est uniformément

convergente. On en déduit que la fonction S est dérivable, et que sa dérivée est donnée par
(_1)n+1

anl (z+n)2 *

sommes partielles consécutives, par exemple ici

De méme qu’a la question

De plus, on sait qu’on peut encadrer la somme d’une série alternée par deux

1 1 / 1
O<@rmr  Gror YW Groe

En particulier, la dérivée est positive et la fonction est croissante.



4.

De méme qu’a la question précédente, par le critére des séries alternées, on peut encadrer
S par deux sommes partielles consécutives :

-1 =1 1

<S < .
x+1 <x)_:c+1+x+2

Il suffit alors d’appliquer le théoreme d’encadrement des limites pour prouver que

lim S(z) = —occet lim S(z)=0.

r——1 r——+00

Exercice 2.

Pour tout ¢t € R, on pose u,(t) =
1.

arctan(nt)
2

Justifier que pour tout ¢ € R, la série ) - uy(t) est convergente. On note S(t) sa somme.

. Démontrer que S est une fonction continue sur R et impaire.

+ 2
oo 1 %).

2
3. Déterminer la limite de S en +oo (on rappelle que ) '~ —5 =

4.

5. Soit N € N. Démontrer qu’il existe un réel ¢y > 0 tel que, pour tout ¢t € —|t, to[\{0}, on a

Quel est le sens de variation de S 7

M un(t) 11
2y

. En déduire que la courbe représentative de .S admet une tangente verticale au point d’abs-

cisse 0.

. Tracer la courbe représentative de S.

Pour tout t € R, on a |u,(t)] < #, qui est le terme général d’une série convergente. La

série ) un(t) est donc absolument convergente pour tout ¢ € R.

L’argument de la question précédente prouve qu’en réalité, la convergence est normale sur
R (on a obtenu une majoration qui ne dépend pas de t). Puisque chaque fonction wu,, est
continue sur R, il en est donc de méme de S. De plus, chaque u,, est impaire, et donc S est
impaire.

. Puisque la série converge normalement, donc uniformément, sur R, on peut appliquer le

théoreme de la double limite et on a

= R 73
L Bl = Ztil?oo“”(t) = mE 12
n=1 n=1
. Puisque la fonction arctan est croissante, chaque u,, est croissante. On en déduit que S est
croissante.

. Remarquons que, pour tout n > 1,

. up(t) .. arctan(nt) 1 arctanu 1
hm =]lm -——=—]1m — = —.
t—0 t t—0  n(nt) 7 u—0 U n




Puisqu’on a une somme finie, on a

Appliquant la définition de la limite avec € = % ijzl %, on obtient le résultat demandé.

6. Fixons A > 0. Alors, puisque la série ) % est divergente, il existe un entier NV tel que

D’apres la question précédente, il existe tg > 0 tel que, pour tout ¢t € [—tg, to]\{0},

N
o=l i

Puisque pour ¢ # 0, arctan(nt)/t > 0, on en déduit que, pour tout ¢ €]t, to[\{0},

N
Sit) > ;::1 unt(t) > A

Ceci prouve que lim;_,q %5(0) = 400, ce qui prouve que la courbe représentative de S

admet une tangente verticale au point d’abscisse 0.
Exercice 3.

Soit la série de fonctions S(z) =3, 5, ;7ios-
1. Démontrer que S définit une fonction continue sur R.

2. Soit x > 0 et n > 1. Justifier que

n+1 T T n T
2 2dt§ 2 2 < 276[75'
n T4t x2+n 1 T2 + 2

3. En déduire que S admet une limite en +oo et la déterminer.

1. Remarquons d’abord que la série est convergente quelque soit 2 € R. Notons u, (z) =
et fixons M > 0. Alors, pour tout « € [—M, M], on a
M

(@) < =,

T _
z24+n?

et le membre de droite est le terme général d’une série numérique convergente. On en déduit
que la série de fonctions S(x) = ), <, un(z) converge normalement (donc uniformément)
sur [—M, M]. Puisque chaque fonction z — u,(z) est continue, on en déduit que S est
continue sur [—M, M]. Comme M > 0 est arbitraire, on en déduit finalement que S est



continue sur R.

2. La fonction ¢ — 5755 est décroissante sur [0, +-00]. En particulier, pour tout ¢ € [n,n + 1],

on a
T T

t2+$2 — n2+$2'
Intégrer cette inégalité entre n et n+1 donne la partie droite de 'inégalité précédente. Pour
l’autre partie, on part de

:c <
n2 4 a2 — 2

5
g2 PO tout t € [n — 1,n],

et on integre cette inégalité entre n — 1 et n.

3. Sommons les inégalités précédentes pour n allant de 1 & +o00. On trouve :

+oo T +o00o T
——dt < S < ——dt.
/1 2427 (I)_/O 2 4 ¢2

Mais on peut calculer les intégrales, et on trouve que

g — L arctan(1/z) < S(z) < 7/2.
T

Si on fait tendre x vers 400, on trouve par le théoréme des gendarmes que S(z) tend vers
/2.

Exercice 4.

Soit C,a > 0 et ¢ : [—a,a] une fonction continue vérifiant |¢(x)| < C|z| pour tout x € [—a,al.
On souhaite étudier les fonctions f : [—a,a] — R vérifiant la propriété suivante (notée P) : f
est continue, f(0) =0 et :

Vz € [=a,d], f(x) = f(z/2) = ¢(x).

1. Montrer que la série de fonctions ) - ¢ (2%) est normalement convergente sur [—a, a).
On note h la somme de cette série.

2. Montrer que h vérifie P.
3. Montrer que h est la seule fonction vérifiant P.

4. On suppose de plus que ¢ est de classe C! sur [—a,a]. Démontrer que h est de classe C!
sur [—a,a).

1. Soit x € [—a,al]. Alors

Bl = o

Or la série numérique Y, Ca/2" est convergente. La série de fonctions Y-, ¢ (5%) est bien
normalement convergente sur [—a, al.



2. On remarque d’abord que ¢(0) = 0 et donc que

h(0) =) ¢(0) = 0.

n>0

Ensuite, chaque fonction x — ¢(x/2™) est continue sur [—a,a]. Par convergence normale,
la fonction h, somme de la série Y ¢(x/2"), est elle aussi continue sur [—a, a]. Enfin, on
a, pour tout x € [—a,al,

) = b/ = 30 (2) - 30 ()

+oo . +oo .
=2 0(5) - 20(F)
= ¢(z)

ou on a fait un changement d’indice dans la deuxiéme somme.

3. Soit g une fonction vérifiant P. Alors, puisque g et h vérifient tous les deux P, on sait que,
pour tout x € [—a,al, on a

hx) = h(z/2) = g(x) — g(2/2) <= h(z) —g(z) = hz/2) — g(z/2).

En particulier, par une récurrence facile, on peut démontrer que, pour tout n € N,

hz) — g(x) = h(z/2") — g(z/2").

Faisons tendre n vers +o0o dans cette égalité. Puisque les fonctions h et g sont continues en
0, on obtient

h(z) — g(z) = h(0) — g(0) = 0.
Ainsi, g = h et h est 'unique fonction vérifiant P.

4. Posons, pour n > 0, u,(x) = ¢(z/2"). Alors chaque u, est de classe C! et vérifie, pour tout
z € [—a,a], u(z) = 5=¢' (£). Puisque ¢ est de classe C', ¢’ est continue sur le segment
[—a,a]. Elle y est donc bornée, et il existe M > 0 tel que |¢'(x)| < M pour tout x € [—a, al.
On en déduit que

M
(@) < .
La série ), u;, est donc normalement convergente sur [—a, a]. On en déduit que h est de
classe C' sur [—a,a] et que, pour tout z € [—a,a], h'(z) = 3, 5o u, (7).

2. Exercices d’entrainement

Exercice 5.

Pour z > 0, on pose S(x) = io (=1)"
vt 1+nx

1. Justifier que S est définie et continue sur |0, +oo].



2. Déterminer la limite de S en +o0.
3. Etablir que S est de classe C" sur |0, +oo[ et déterminer S’

On pose uy,(z) = %

1. La série définissant S converge d’apres le critére des séries alternées. De plus, notant R, (z)
le reste de la série, le critére des séries alternées donne également

1

|R, ()] < m

Fixons maintenant a > 0. Alors, pour tout z > a,

1 1

[Bn(@)] < 1+ (n+1)z = 1+ (n+1)a’

Ainsi, la suite (|R,,(z)|) est majorée pour x € [a, o] par la suite ( )a>, qui ne dépend

1
1+(n+1
pas de z, et qui tend vers 0. Ceci prouve la convergence uniforme de la série sur l'intervalle
[a, 0o[. Comme chaque fonction est continue sur [a, +oo[, il en est de méme de S. Puisque

a > 0 est arbitraire, S est continue sur |0, +00[.

2. Puisque la convergence est uniforme sur l'intervalle [1, +00o[, on peut appliquer le théoréme
d’interversion limite/séries et on a

n>0

On pouvait également appliquer le critere des séries alternées, et encadrer la somme par les
deux premieres sommes partielles. On a donc, pour tout x > 0,

1

— < <1.
1+33_S(x)_1

11 suffit alors d’appliquer le théoreme des gendarmes.

3. La fonction S converge simplement sur ]0, +o00[. Chaque fonction u,, est de classe C* sur
ce méme intervalle, avec

(_1)n+1n

(1+nz)?’

On fixe a > 0 et on va démontrer la convergence uniforme de la série ) -, u; (z) sur
[a, +o0o[ en appliquant le critére des séries alternées. Soit > a. On a aprés réduction au
méme dénominateur et simplification

Uy, () =

n(n+1)z? -1
1+ nz)2(1+ (n+1)x)2’

|un (@)] = g1 (2)] = (
Soit ng € N tel que, pour n > ng, on ait

n(n+1)a? —1>0.



Alors n(n+1)z%2 — 1 > 0 et donc la série de terme général u, (z) converge d’apres le critére
des séries alternées. De plus, si on note T, le reste de la série > wu/,, alors on a

1 1
TN < G+ Dee = Tr ot Dap

On conclut a la convergence uniforme comme a la premiére question. Donc, par les théoremes

généraux, S est de classe C'! sur [a, +oo[. Comme a > 0 est arbitraire, S est C* sur R%.. Sa
. a ) )

dérivée est donnée par S'(z) = 3_, 5o up(2).

Exercice 6.

On appelle fonction ¢ de Riemann la fonction de la variable s € R définie par la formule

()=

n>1
1. Donner le domaine de définition de { et démontrer qu’elle est strictement décroissante sur
celui-ci.
2. Prouver que ( est continue sur son domaine de définition.
3. Déterminer limg_, 4, (($).

4. Montrer que pour tout entier k£ > 1 et tout s > 0, on a

1 /kde 1
- < g
(k+1) — Ji xs — ks

T 1
En déduire que ¢(s) ~+ s=5-
5. Démontrer que ( est convexe.

6. Tracer la courbe réprésentative de (.

1. La série définissant ((s) est une série de Riemann. Elle est convergente si et seulement si
s > 1. De plus, pour chaque n > 1, les fonctions s — n~° sont décroissantes, et méme
strictement décroissantes pour n > 2. Pour 1 < s < t, on a donc

142°>1+4+2 et Z%ZZ%

n>3 n>3

(la deuxiéme inégalité n’est qu’'une inégalité large car on passe a la limite). Ajoutant les
deux inégalités, on en déduit que
¢(s) > <),
ce qui prouve que ¢ est décroissante.
2. Chaque fonction s — n~° est continue sur son domaine de définition. Il suffit de démontrer

que la série de fonctions converge normalement, donc uniformément, sur tout intervalle du
type [a, +o0o[, avec a > 1, pour prouver que la fonction est continue sur |1, +oo[. Or, pour



tout s € [a, +oo[, on a
1

ns

na
et le terme de droite est le terme général d’une série numérique convergente. Ceci prouve
la convergence normale de f sur [a, +o0].

. Puisque la série définissant ¢ converge uniformément sur [a,+oo[, on peut appliquer le
théoreme d’interversion des limites, et on obtient

. . 1
S =2 T e =t
n>1
. Pour z € [k,k+ 1], on a
1 1 1
—_— < =< —.
(k+1)s = xs ~ ks

En intégrant cette inégalité entre k et k + 1, on trouve

1 </k+1dﬂ:<1
) =), = 5w

On somme maintenant ces deux inégalités pour k allant de 1 & +o00. On obtient

“+oo
<(s)—1§/1 & s,

T
Or,

/+°°da:_ 1

. x5 s—1
On obtient finalement :

1 <((s) < 1 +1

s
s—17 “s—1

ou encore
1< (s=1)¢(s) <14 (s—1).

Par le théoréme des gendarmes, (s — 1){(s) tend vers 1 lorsque s tend vers 1. C’est bien
que ((s) ~1+ 7. En particulier, lim,_,; {(s) = +o0.

. On va démontrer que ¢ est de classe C? sur |1, +oo[ et prouver que ¢”(s) > 0 pour tout
s > 1. Pour prouver que ¢ est dérivable sur |1, +0o0[, on prouve que la série dérivée converge
uniformément sur tout intervalle [a, +00[, @ > 1. Notons f,(s) =n"°,n > 1et s > 1. Alors

f1(s) = (=Inn)n=5. Pour s € [a,+0o0[, on a

Inn

[fr(s) < —-

na

Or, le terme apparaissant a gauche est le terme général d’une série numérique convergente.
En effet, pour b €]1, a[, on a

Inn Inn
n®— — 0 et donc — = o(n?).
ne ne



Inn

b converge, il en est de méme de la série Y, <, a-- Par théoreme de

Comme ) ., n~
dérivation d’une série de fonctions, on en déduit que ¢ est C! sur tout intervalle [a, +o0],
donc sur |1, +00], et que sa dérivée ¢’ vérifie

(o= =2

n>1

De méme, on prouve que ¢ est de classe C? et que
oy N (nn)?
") =) 5
n>1

Comme tous les termes apparaissant dans la série sont positifs, on en déduit que ¢” est
positive. En particulier, ¢ est convexe.

Exercice 7.

On considére la fonction pu(z) = Z

(-1

ne
n>1

1. Quel est le domaine de définition de p?

2. Montrer que p est de classe C'*° sur son domaine de définition.
3.
4

. On souhaite démontrer que 1 admet une limite en 0.

Démontrer que 1 admet une limite en +o0o et la calculer.

(a) Démontrer que, pour tout > 0, on a

—1+2u(2) = 3 (1" (nl B (n+11>> '

n>1

(b) En déduire que pour tout > 0, on a

1
0< —1+2u(x) <1- .

(c) Conclure.

Si x <0, la série diverge grossierement, et si « > 0, elle vérifie le critere des séries alternées
et donc elle est convergente.

. Posons v,(z) = - de sorte que p(z) = Zn21(—1)"+1vn(m). Fixons a > 0. Puisque

chaque fonction v,, est de classe C'*°, il suffit de prouver que, pour chaque p > 0, la série
Zn>1(—1)”+1vr(f’)(x) converge uniformément sur [a, +oo[. On a

vP)(z) = (=1)P(Inn)Pn 7.



4.

On souhaite appliquer le critére des séries alternées & Y., -, (—1)""1v,(z) mais il faut
vérifier que la valeur absolue du terme général est bien décroissante. Pour cela, on introduit
h(t) = (Int)Pt=*. Alors h est dérivable et h'(t) = (Int)P~'¢t~*~1(p — Inz). Lorsque n est
supérieur & exp(p/x), on a h(n+ 1) < h(n) et donc la série vérifie bien le critére des séries
alternées. En particulier, pour tout x € [a, +00[, pour tout n > exp(p/a) (remarquons que
ce terme ne dépend pas du x choisi dans [a, +00[), on a par le critére des séries alternées

IR, (z)] <InP(n+1)"" <InP(n+1)(n+1)77

ou R, (x) désigne le reste de la série Zn>1(—1)"+1v,(1p) (z). Le reste est donc majorée indé-

pendamment de x € [a, +0o[ par une suite qui tend vers 0. La série Zn>1(71)"+1v£p)(x)
est donc uniformément convergente sur [a,+oo| pour p > 0, ce qui prouve que ju est de
classe C* sur |0, +oo[ et que puP)(z) = Zn>l(—l)”+1v,(f)(x).

Puisque la série définissant p converge uniformément sur [1,4o0[, on peut appliquer le
théoreme d’interversion des limites. Or, pour chaque N > 1,

N
) (_1)n+1
1 L et

(le premier terme de cette somme finie est constant égal a 1, les autres termes tendent vers
0). On en déduit que p tend vers 1 en +oo.

(a) C’est un calcul simple si on remarque que pu(z) =1+ Zn21 %
(b) Fixons z > 0. Alors la suite n — L — ﬁ tend vers 0 et est décroissante (par

exemple, en utilisant le théoreme des accroissements finis ou en étudiant la fonction

*ﬁ) En particulier, la série 3, o, (—1)"* (n—lx - ﬁ

des séries alternées. Sa somme est donc du signe de son premier terme, ici positif, et
est majorée en valeur absolue par la valeur absolue du premier terme, ici 1 —1/2%. On
trouve bien que

u— L ) vérifie le critere

1
0< —1+2u(z) <1- .

(c¢) Il suffit d’écrire que
1

1
§Su($)§1_2w+1

et d’appliquer le théoréeme des gendarmes.

Exercice 8.

Pour > 0 et n > 1, on pose f,(x) =

1.

T

vn(z +n)
Montrer que la série de fonctions de terme général f, est simplement convergente sur R .
On note f sa somme.

. Montrer que la série de fonctions de terme général f,, est normalement convergente sur

[0, M] pour tout M > 0. Est-elle normalement convergente sur R, 7

. Montrer que f est continue sur R, puis qu’elle est dérivable et croissante sur R.

10



3

‘ -

4. Soit n > 1 et &y > n > 1. Montrer que f(zo) > En déduire que

el

l‘
[N}
B

lim f(z)=4o0.

T—r+00

5. Montrer que lim ——= =0.
r—+o0 X

1. Le réel x étant fixé dans Ry, fr.(z) ~1o0o 757 si @ # 0, et f,(0) = 0. Ceci prouve la
convergence de Y fn(x).

2. Pour z € [0, M], on a
M M
0< z) < = .
S falz) < Vvn(0+n)  nyn
Le membre de droite est le terme général d’une série numérique convergente. On a donc
prouvé la convergence normale de ) f,, sur [0, M]. La convergence n’est pas normale sur

R. En effet, on a

n 1
”fn”oo > fn(n) = \/ﬁ(n—I—n) = 2\/ﬁ

et >, | fnlloo est divergente.

3. La série de fonctions convergeant normalement, donc uniformément, sur tout intervalle
[0, M], et chaque fonction f,, étant continue, la somme f est continue sur tout intervalle
[0, M], donc sur R. Pour montrer la dérivabilité sur R, on va s’intéresser a la série des
dérivées ) f). En effet, chaque f,, est de classe C L'sur R, et un calcul simple prouve que

N

fo(x) = m

On va prouver la convergence normale de ) f, sur tout [0, +00[. On a en effet, pour > 0,

1
/
0< fu(z) < REYCR

Le membre de droite est une série numérique convergente, > f) converge normalement
sur [0, +oo[ et donc f est de classe C! sur [0,4o0[ avec f'(z) = >, fh(z) > 0 puisque
chaque f/, est positive. Ainsi, f est croissante sur [0, +o0].
4. Sizg>n>1, alors
o

f(xo0) > ;7\@(%4_“).

Puisque 2z¢9 > g +n, on a

et on trouver bien que

(on pouvait aussi démontrer cette propriété en utilisant la croissance de f et plus particu-
lierement 'inégalité f(z¢) > f(n)). Déduisons en que la limite de f en 400 est +o00. Fixons



A > 0. La série >, ﬁ étant positive et divergente, on peut trouver un entier n > 0 tel

que ZZ=1 ﬁ > A. Pour tout z > n, on a

Ceci implique que f tend vers +oo en +00.

\ \/

2|

5. On sait que

flo) X1
z Zf(w+n>

De plus, la série > -, m converge normalement sur R . En effet, pour tout > 0,

on a
1

= B°

1
Vin(z +n)

terme général d’une série convergente. De plus,

1
li —F =0
o vn(n+ )

D’apres le théoreme d’interversion des limites,

i T 50

n>1

Exercice 9.

Pour z € R, on pose u,(z) = Mﬁ

1. Etudier la convergence simple de la série " -, u,(x). On note S(x) sa somme.
. Démontrer que S est définie et continue sur I[%*Jr

. Etudier la monotonie de S sur R7.

. Déterminer la limite de S en +oo.

[SAN GV G}

. Justifier que S admet une limite en 0. Démontrer que, pour tout entier N, on a

M1
S 2 3
n=

En déduire la valeur de lim,_,o S ().

1. Remarquons d’abord que s’il existe n > 1 de sorte que x = —=, alors u, (z) n’est pas définie.
On consideére donc « € R qui n’est pas égal a I'un des 75 Sl x =0, alors Un (T) ~noto0o rlu
et donc la série est divergente. Si x # 0, alors u,(z) ~p—too n2 et donc la série est

12



convergente. On en déduit que la série converge simplement sur R*\{—%; n > 1}.

. On va démontrer la convergence normale de la série de fonctions sur tout intervalle [a, +o0],
avec a > 0. Chaque u,, étant continue, ceci démontrera que S est continue sur [a, +0o0].
Puisque a > 0 est arbitraire, ceci prouvera la continuité de S sur R% . Donc, pour z > a,
on a

1
0< < —F-—.
< un(z) < n+n?a

1 sz ) ;. s . L sos
Or, 7, est le terme général d’une série numérique convergente. Donc la série -, - un ()

converge normalement sur [a, +00[.

. Chaque u,, étant décroissante sur R* , il en est de méme de la somme S. On aurait pu aussi
démontrer que S est dérivable sur R, et étudier le signe de la dérivée.

. Par convergence normale, donc uniforme, sur [1, 00|, on a

lim E Unp (T E lim wu,(z)=0.
r—+00 r—+00

n>1 n>1

. Puisque S est décroissante sur R* , S admet une limite en 0. Pour = > 0, on a

N

1
$@2 ) 4w
n=1

On passe a la limite, et on obtient

N
lm S@ 2 o

Fixons maintenant A > 0. Par divergence de la série de terme général %, on sait qu’il existe
N € N de sorte que

On a donc

Puisque A est arbitraire, il vient lim,_,o S(z) = +o0.

Exercice 10.

RPN ;. . efnt
On considere la série de fonctions ), - {1,z et on note f sa somme.
1. Quel est le domaine de définition de f 7

2. Démontrer que f est continue sur R™ et de classe C™ sur 0, +o0|.

3. On fixe A > 0.

(a) Justifier existence d’un entier N > 1 tel que

N

Zl—anZA
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(b) En déduire qu'’il existe é > 0 tel que, pour tout h €]0, J],

—nh

N e -1
— 0 <A+ 1.
2 hir )

(¢) Démontrer que f n’est pas dérivable en 0, mais que sa courbe représentative admet
une tangente verticale au point d’abscisse 0.

4. Déterminer la limite de f en +o0.

1. Pour t <0, { Tz he tend pas vers 0. La série diverge donc grossierement. Pour ¢t > 0, on a
I’inégalité suivante :
e~ 1
< —m< ——.
“14+n2 = 1+n?
7nt

Comme le terme de droite est le terme général d'une série convergente, la série ) >

est convergente. Donc le domaine de définition de f est [0, +o0l.

2. L’inégalité précédente prouve en fait que la série de fonctions est normalement convergente
sur [0,+o00[. Chaque fonction ¢ +— f; 7 étant continue, f est elleeméme continue. On va
maintenant étudier la convergence normale des séries dérivées. Fixons a > 0 et posons
fn(t) = {57 Alors, pour k > 1, on a

t
£ () = (—1)Fnk
1+n2’
En particulier, pour ¢ > a, on a
(k) (¢ ‘ < ki.
100 <t

Or, le terme apparaissant a droite est le terme général d’une série convergente, puisque
a > 0 et donc

—na

L €

_ —2

Ainsi, chaque série ) fT(Lk) converge normalement sur [a, +o0o[. Ceci prouve que f est de
classe C™° sur [a, +00[. Comme a > 0 est arbitraire, la fonction est de classe C*° sur |0, +o0].

3. (a) Puisque {5 ~too 5, lasérie 3o ) 17or est divergente, et la suite de ces sommes
partielles tend vers —|—oo On en déduit Pexistence de N > 1 tel que

> e 2N

n=1

(b) Lorsque h tend vers 0, la quantité ZnN:1 Z(_lnfhn}) converge vers Zn 115z < —A. En
particulier, il existe § > 0 tel que, pour tout h €]0,4[, on a

N €
it Y
D haT S AT
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4.

(¢) Le taux de variation de f en 0 est égal &

Puisque, pour tout n > 1, e=™* < 1, on en déduit que

h

I —JO) _ 3~ 2:1221)-
n=1

D’apres le résultat de la question précédente, on peut trouver < 0 tel que, pour tout
h €]0,4][, on a
f(h) — (0)
h

Ceci est la définition de lim,_,q+ M = —oo. Ainsi, f n’est pas dérivable en 0,
mais sa courbe représentative admet au point d’abscisse 0 une tangente verticale.

<-A+1.

Puisque la série définissant f converge normalement sur R, on peut appliquer le théoreme
d’interversion des limites. On en déduit

) efnt ) efnt
hm T .32 = E hm T, .o =
t—+o0 14+n t—+oo 1+ n
n>1 n>1

Exercice 11.

Sur I =] — 1,400, on pose
K11
S(x) = —— .
1. Montrer que S est définie et continue sur I.
2. Etudier la monotonie de S.
3. Calculer S(z + 1) — S(z).
4. Déterminer un équivalent de S(z) en —17F.
5. Etablir que, pour tout n € N, S(n) = >}, .
6. En déduire un équivalent de S(z) en +oo.

1 1 a3

. Posons, pour z € I, u,(z) = + — ey e B On a, pour z > —1 fixé, un(T) ~nsyoo nz

n n+x n(n+x
et donc la série ) wu,(x) est convergente. Pour prouver la continuité de S sur I, fixons

—1 < a < b et prouvons la convergence normale sur [a, b]. On a en effet, pour tout = € [a, b],

max(al, [b])

Le membre de droite est le terme général d’une série numérique convergente, et donc la
série converge normalement sur [a, b].

15



2. Tl est facile de vérifier (par exemple en les dérivant) que toutes les fonctions w,, sont crois-
santes. Donc S est croissante.

3. On a
—+oo +oo
1 1 1 1
S )-S5 = i _ - _
(z+1) () T;(n n—|—m+1) n_1<n n—l—x)
5 (o) £ (o)
! n—1 n+x = \n n—+ax
_ f( ! _1>_ L
! n—1 n r+1
= 1-1+ 1
B z+1
_ 1
oz +1

4. On remarque que S(0) = 0. Par continuité de S en 0, S(z+1) — 0si z — —17. On a donc

1 -1
c+1 Yyl

S(z) = S(z +1)

5. D’apres la troisieme question, on sait que pour tout n € N,

1

S(n+1) = S(n) = —.

Sachant que S(0) = 0, une récurrence immédiate établit immédiatement le résultat voulu.

6. On a, par croissance de la fonction S, pour tout z > 0,
S([z]) < S(x) < S([z] +1)
soit

Inz InS(z])  Sz)  Inzx " InS([z+1])
In[x] In[x] = Inz = In|x] In|x] '

On montre facilement que les membres de gauche et de droite de cette inégalité tendent
vers 1, notamment parce que In(x)/In([z]) tend vers 1 si = tend vers +oo. C’est donc que

S(x) ~ioo In(x).
3. Exercices d’approfondissement
Exercice 12.
: : . o 1 .
Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur [—1, 1] par f,(t) = —¢™ sinnt.
n
1. Montrer que la série  f,, converge simplement sur | — 1,1][.

2. Soit a €]0, 1].
(a) Montrer que la série Y f/ converge normalement sur [—a, al.

16



“+ o0

(b) En déduire que la fonction f = Z fn est de classe C! sur ] — 1,1 et montrer que,

n=1
pour z €] — 1,1],

, sinz + x cosx — 22
x) = .

() 1—2xcosx + a2

(¢) Montre f(t) = arct tsint our t €] — 1,1]
ntrer que = arctan ———— pour —-1,1[

d 1—tcostp

n
3. On pose pour tout n € N* et ¢t € [—1,1], A,(t) = Z t* sink ¢.

(a) Montrer qu'il existe M > 0 tel que pour tout n € N* et ¢ € [—1, 1] on ait |A,(¢)] < M.

(b) Montrer en écrivant t* sin(kt) = Ax(t) — Ax_1(t) que

zn: tk smkt i, An(t)

n
k=1 k=1

(c) En déduire que la série > f, converge simplement sur [—1,1] et que f(t)
Z i k + 1 sur [—1,1]. Montrer que f est continue sur cet intervalle.

+oo .
(d) En déduire les valeurs de z sinn et de Z ﬂ_

n=1 n=1

1. Pour z €] — 1, 1] fixé, on a

et donc la série (numérique) > f,(x) converge (absolument) pour tout « €] —1,1[. Autre-

ment dit, la série (de fonctions) > f, converge simplement sur | — 1, 1].

2. (a) On commence par calculer f,

fi(x) = 2" sin(nz) + 2" cos(nx).

Pour tout € [—a,al, on a
|[fa(@)| < 247,

qui est le terme général d’une série convergente. Ainsi, ) f) converge normalement

sur [—a,al.

(b) >, fn converge simplement vers f sur | — 1,1[, chaque f, est C* et > f/ converge

normalement, donc uniformément, sur [—a,a). Ainsi, f est C! sur [—a,a] avec f’
>, [r. Comme a est arbitraire dans ]0,1[, f est C' sur | — 1,1[, de dérivée f'(z)

> n>1frn(2). En fait, on peut effectivement calculer f’. En effet, pour » €] — 1,1],

17



puisque ze'® # 1,

(
: E e ) oo (s )

+§R xezx_w2
e
1—233(:05334—3:2 1 —2xcosx + z2

sinx + x cosx — 2

1—2zxcosx+ 22~

t sint

1—tcost
f'(t) pour tout t €] — 1, 1[. De plus, g(0) = f(0) = 0. C’est bien que f = g sur | —1,1].

(a) On calcule cette somme de la méme fagon qu’a la question précédente :

o tn+1ei(n+1)t
1 — tet >

(c) Posons g(t) = arctan Un calcul facile (mais fastidieux!) prouve que ¢'(t) =

1t
An(t) = Sm (te

Or, |teft —t"Hle Ao | <2pour t € [-1,1], et 1 — te est une fonction continue qui
ne s’annule pas sur [—1,1]. Elle est donc minorée par une constante a > 0, et donc

2
A, ()] < —.
An(t)] < =
(b) C’est un calcul direct en faisant un changement d’indices dans la somme.
(c) La seule nouveauté est la convergence en 1 et en -1, mais on traite tout [—1,1]. On a
d’une part, pour tout ¢ € [—1, 1],

A, (t
®) — 0.
n
D’autre part, puisque
At) | _ M?
k(k+1)| — k

la série ), 1&‘1:75:1)) converge (absolument). Ceci signifie que la suite (Zz;ll %)

admet une limite. De I’écriture obtenue a la question précédente, on déduit que la
somme >, _, f(t) converge et que

)= ful) Zkk+1

k>1

Or, la série szi k‘?,’;_f_tl)) converge normalement sur 'intervalle [—1, 1], puisque

A M
k(k+1) ~ k(k+1)

Chaque terme ¢ — g e )) étant continue, f est elle-méme continue sur [—1, 1].
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(d) Prenons I'égalité
t sint

t) = tan ———
f(t) = arc 8ml—tcost

valable pour ¢ €] — 1,1[. On fait tendre ¢ vers 1 dans les deux membres. Comme on a
deux fonctions continues, on obtient

sinn sin 1
Z =arctan { ——— | .
n 1—cosl

n>1

On peut simplifier ce résultat a ’aide des formules de trigonométrie pour obtenir que

sinn w—1
Z n B 2

n>1

Exercice 13.

Soit la série de fonctions ), -, fn, avec f,(z) =

- W NN

xe*’nil)

. On note S sa somme.
Inn

. Etudier la convergence simple, normale, uniforme de cette série sur [0, +o0].
. Montrer que S est de classe C! sur ]0, +o0].
. Montrer que S n’est pas dérivable a droite en 0.

. Montrer que, pour tout k, S(z) = o(z~*) en +oc.

. La convergence simple est immédiate. Pour la convergence normale, remarquons que le

1

maximum de ze~"* sur [0, +oo[ est —. Donc || fy]lc = —1—. Mais la série de Bertrand
en

1

—n diverge, et notre série ne converge pas normalement sur [0, +00[. Prouvons mainte-
nant la convergence uniforme : pour > 0, on a :

e " 1

+oo
x
0< R,(z) < ——— —hr — < ,
S Rn(@) < Inn+1 kz;rle (e* —1DIn(n+1) ~ In(n+1)

ol on a utilisé pour la derniere inégalité que e® — 1 > x. C’est aussi vrai pour x =0 : il y
a convergence uniforme sur [0, 4+00[.

On peut prouver que S est de classe C! sur |0, +o0o[ en étudiant la convergence uniforme de
S" sur [a,b] C]0, +o0o[. Mais il y a plus malin : posons A(u) =3, 5, L Cette série entiére
a pour rayon de convergence 1 d’apres la regle de D’Alembert. La fonction A est donc C'*°
sur | — 1,1[. Comme z — e~ " est de classe C* et envoie |0, +oo[ sur ]0, 1], la fonction S
définie par S(z) = zA(e™*) est C*° sur |0, +o0l.

On a, pour z > 0,et N >0 :

—nx

S(z) Y e _N AR
> > z —_—
pe —Z Inn =° Zlnn
n=2 n=2
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Posons zy = . Ona eV =1 et

S n’est pas dérivable en 0 (en travaillant un tout petit peu plus, on aurait pu prouver que
la limite de S(z)/x en 0 est +00).

2 —2x
. s . al e
. Avec les notations de la deuxieme question, on a A(u) ~o 7o5. Donc S(z) ~1o 55, ce

qui prouve bien ce que l'on cherchait & montrer. Cette méthode est assez astucieuse. On
pouvait également faire plus classique en utilisant une méthode de “double limite”.
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