Mathématiques spéciales

Feuille d’exercices n°18 bis - Révisions de Sup’ sur les
espaces préhilbertiens réels

1. Exercices basiques

Exercice 1.

Soit E un espace vectoriel euclidien et z,y deux éléments de E. Montrer que x et y sont ortho-
gonaux si et seulement si ||z + Ay|| > ||z|| pour tout A € R.

Exercice 2.

Soit F un espace préhilbertien, et A et B deux parties de E. Démontrer les relations suivantes :
1. ACB = Bt cA-
2. (AUB)t =A+tnBL
3. At = vect(A)*;

4. vect(A) C A++.
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. On suppose de plus que E est de dimension finie. Démontrer que vect(A4) = A++.

Exercice 3.
Dans R? muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser en suivant le procédé de Schmidt
la base suivante :
U= (1507 1)7 v = (1a la 1)7 w = (_la _170)'
Exercice 4.

Déterminer une base orthonormale de Ry[X] muni du produit scalaire

(P.Q) = / PQ(:

Exercice 5.

Dans R* muni de son produit scalaire canonique, on considére F le sous-espace vectoriel défini
par
F={(z,y,2,t) ER*: z+y+t=0etx+y+22z—t=0}

Déterminer le projeté orthogonal de u = (1,8,1,1) sur F.



Exercice 6.

Soit E = C([0,1]) muni du produit scalaire (f, g) = fol f(®)g(t)dt. Calculer le projeté orthogonal
de 2% sur F = vect(1, ).

Exercice 7.

Dans R3 muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la distance de u(3, 4, 3) au plan
P d’équation 2z +y — z = 0.

Exercice 8.

Soit E = M3(R) que 'on munit du produit scalaire

(M,N) =Tr(MTN).

OnposeF:{(_ab Z); (a,b)eR2}.

1. Déterminer une base orthonormée de F+.

2. Calculer la projection de J = (i }) sur F+.

3. Calculer la distance de J a F.

Exercice 9.

Soit E = R3[X] muni du produit scalaire suivant :
(ao + CL1X —+ CL2X2 —+ (13X3, bo + le —+ b2X2 —+ b3X3) = aobo —+ (llbl —+ a2b2 —+ agbg.

On pose H I'hyperplan H = {P € FE; P(1) = 0}.
1. Déterminer une base de H.
2. Déterminer une base orthonormale de H.

3. En déduire la projection orthogonale de X sur H, puis la distance de X a H.

Exercice 10.

Soit E = R* muni de son produit scalaire canonique et de la base canonique B = (e1, ez, €3, €4).
On considere G le sous-espace vectoriel défini par les équations

r1+x2 = 0
rz3+x4 = 0.

1. Déterminer une base orthonormale de G.

2. Déterminer la matrice dans B de la projection orthogonale pg sur G.

3. Soit & = (w1, x2,x3,24) un élément de F. Déterminer la distance de = & G.



Exercice 11.

Soit £ = R? muni de sa structure euclidienne canonique. Soit p € L(F) dont la matrice dans la
base canonique est

1 5 -2 1
Azé -2 2 2
1 2 5

Démontrer que p est une projection orthogonale sur un plan dont on précisera 1’équation. Dé-
terminer la distance de (1,1,1) & ce plan.

Exercice 12.

Dans R3 muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la distance de M(3,4,5) au
plan P d’équation 2x +y — 2z + 2 = 0.

2. Exercices d’entrainement

Exercice 13.

On considére E = C([0,1],R) muni du produit scalaire (f,g) = fol f(®)g(t)dt. Soit F = {f €
E, f(0) = 0}. Montrer que F+ = {0}. En déduire que F n’admet pas de supplémentaire
orthogonal.

3. Exercices d’approfondissement

Exercice 14.

Soit E un espace euclidien, f € L(F) et A > 0. On dit que f est une similitude de rapport A si
pour tout « € E, ||f(x)| = Al|z]|.

1. Question préliminaire : soient u,v € E tels que u + v L u — v. Démontrer que |ul| = ||v]|.

2. Démontrer que f est une similitude de rapport A si et seulement si, pour tous z,y € F,
(f(@), f(y) = A*(z,y).

3. On souhaite prouver que f est une similitude si et seulement f est non-nulle et conserve
lorthogonalité : pour tout couple (z,y) € E, si x L y, alors f(x) L f(y).

(a) Prouver le sens direct.

(b) Soit (eq,...,eyn) une base orthonormale de E. Démontrer que, pour tout couple (4, j),
I1f (el = I1f (e5)]l-

(c) Démontrer le sens réciproque.

Exercice 15.

Soit n et p deux entiers naturels avec p < n. On munit R™ du produit scalaire canonique et on
identifie R™ avec M,, 1(R). On considére une matrice A € M,, ,(R) de rang p et B € M, 1(R).



1. Démontrer qu'il existe une unique matrice Xy de M, 1(R) telle que
|AXo - B|l = inf{| AX — BJ; X € M,.1(R)}.
2. Montrer que X est 'unique solution de
ATAX = A"B.
3. Application : déterminer

inf{(z +y— 1?4+ (z —y)* + 2z +y +2)% (z,9) € R*}.
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