Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°18

1. Endomorphismes des espaces euclidiens
a. Adjoint

Exercice 1.

Soit E un espace vectoriel euclidien et soit v € L(E). Démontrer que rg(u) = rg(u* o u).

D’apres le théoreme du rang, il suffit de démontrer que
ker(u) = ker(u* o u).

Déja, il est clair que ker(u) C ker(u* o u). Réciproquement, soit « € E tel que u*(u(z)) = 0. En
particulier, on a

(w”(u(2)),2) =0 = (u(@),u(@)) = |u(@)]* =0.

Ainsi, z € keru et on a bien I’égalité souhaitée.

Exercice 2.

Soit E un espace vectoriel euclidien. Pour f € L(E), on mnote p(f) =
max{|\|; A valeur propre de f}. On rappelle que ||f|| = sup{||f(2)|; ||z] < 1}.

1. On suppose que f est autoadjoint. Montrer que || f|| = p(f)-
2. On ne suppose plus que f est autoadjoint. Montrer que || f||*> = || f*f||. En déduire que

1= v/p(f*f)-

1. Soit (eq,...,e,) une base orthonormale de E constituée de vecteurs propres pour f. Notons
(A1, ..., An) les valeurs propres associées. Pour x = Y1 | z;e;, ona f(x) = > i Nizie;, et
donc

n

IF @I =Y [NilPaf < p(5)2)ell?,

i=1

ce qui prouve que |f| < p(f). D’autre part, il existe k tel que p(f) = |Ax|. On a alors
1f(ex)ll = |A&| = p(F), et comme [lex[| =1, on a p(f) <]

2. Remarquons d’abord que f* f est autoadjoint (car (f*f)* = f*f). Ceci montre que p(f*f) =
£ f|l. Tl reste & prouver que || f|| = ||£*f]|'/2. Mais, on a || f*|| = || f||, et

1F* o fI < NI A = A1



D’autre part, si x € E,
1 @)1 = (F(F (@), 2) < NFF@)I - el < I FI - )P,

ce qui prouve que || f[|* < [[f*f].

Exercice 3.

Soit E un espace vectoriel euclidien et u € L(E).

1. Montrer que, si (e;) et (fx) sont deux bases orthonormées de E, alors

ZHU (el = ZHU ol

2. En déduire que la quantité >, |lu(e;)||* est indépendant de la base orthonormée choisie.

3. Soit A = (as,5)1<i,j<n une matrice symétrique, A1,..., A, ses valeurs propres, comptées
avec leur multiplicité. Montrer que

n

2 2

Z aij = Z/\k'
k=1

1<ij<n

1. On écrit

lutea)l® =D uled), fi) )

de sorte que

DoluEl® = DD uled, fu)l®
=1

i=1 k=1

- Xl

k=1i=1
= D Il ()l
k=1

2. Si (e;) et (€}) sont deux bases orthonormées, alors on aura toujours, (f;) désignant une base

orthonormeée fixe
Znu@ )12 = Znu )2 = Znu (fo) 12

La quantité est donc mdependante de la base orthonormee choisie.

3. Soit u endomorphisme canoniquement associé 8 A dans la base canonique (e, ..., e,) de
R™. Par un calcul direct, on a aussi

n
e) =Y e
i=1



de sorte que

lu(en) |+ + Jule) P = > of

1<4,j<n

Mais, u est un endomorphisme autoadjoint, il est diagonalisable dans une base orthonormée
(f1,-.-, fn) telle que u(f;) = A; fi- On a alors

a2+ -+ )2 = zv

D’apres le résultat de la question précédente, ces deux quantités sont égales!

Exercice 4.

Soit E un espace vectoriel euclidien, et f € L(E) tel que pour tout z, ||f(x)| < ||z

1.
2.
3.
4.

Montrer que f* a la méme propriété.

Montrer que f — Idg et f* — Idg ont le méme noyau.
Montrer que E = ker(f — Idg) @+ Im(f — Idg).
Calculer, pour x € E, lim,_, 4« % Zz;é F(x).

.Ona:

1£* @2 = (f*(@), f*(2)) = (F(£* (@), @) < W @)=l < £ @],

ou on a utilisé successivement 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis la propriété vérifiée par
f pour y = f*(x). En simplifiant par ||f*(z)||, on obtient le résultat demandé.

Prenons z € ker(f — Idp). On a :
17(@) = ]|* = | @)* + [l2]|* - 2(z, f*(2)).
Or, (z, f*(x)) = (f(z), ) = (z,2) = ||z/]%. On en déduit que :
1F*(2) =] < |f*@)II” = l|l=]* < 0.

Ainsi, f*(z) —z = 0, et & € ker(f* — Idg). On a donc prouvé que ker(f — Idg) C
ker(f* — Idg). Puisque (f*)* = f, et que f* vérifie la méme propriété que f, on en déduit
que l’inclusion inverse est aussi vérifiée.

Remarquons que ker(f — Idg) = ker(f* —id%) = (Im(f — Idg))*, ce qui prouve que les
deux sous-espaces sont supplémentaires orthogonaux.

. D’apres la question précédente, x = x1+x2, ot x1 € ker(f—Idg) et x5 € Im(f —Idg). Pour

r1,0ona f(ry) = z1, et par suite f*(z1) = x1. On en déduit que lim,, 4 % EZ;(I) F(zy) =

x1. Pour xo, 15 s'écrit 2o = f(y)— y Onaf(xg) F2(y)—f(y), et donc wo+ f(x2) = f2(y)—
p —_

y. Par récurrence, on prouve que - Z E(xe) = %. Mais || fP(y)|| < [lyll, et donc

lim, 4o L 5 ZZ:O f¥(xz2) = 0. En concluswn, on en déduit que lim,_, 4 Ei;é fE(x) = 21,

c’est-a-dire que cette limite est le projeté orthogonal de x sur ker(f — Idg).



b. Endomorphismes autoadjoints / Matrices symétriques réelles

Exercice 5.

Justifier que la matrice

1 -2 -2
A= -2 1 =2
-2 -2 1

est diagonalisable, et trouver P € O3(R) tel que PT AP soit diagonale.

La matrice A est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable. Le calcul du polynéme caracté-
ristique nous dit que —3 est valeur propre simple, et que 3 est valeur propre double. Cherchons
d’abord le sous-espace propre associé a 3. La résolution de I’équation AX = 3X montre que
I’espace propre associé est le plan vectoriel x +y+ 2z = 0. Une base de cet espace est donnée par le
vecteurs (1,—1,0) et (1,0, —1). L’orthonormalisation de cette base donne la base orthonormalisée
(1/v/2,-1/4/2,0), (1/3/6,1/+/6,—2//6). Pour I'espace propre associé a -3, il y a possibilité d’al-
ler plus vite. Comme on a affaire & une matrice symétrique, les espaces propres sont orthogonaux.
Ici, 'espace propre associé a -3 ne peut-étre que 'orthogonal du plan = 4+ y + z = 0. Un vecteur
normal a ce plan étant le vecteur (1, 1,1), une base orthonormée de 1’espace propre associée a -3
est le vecteur (1/+/3,1/4/3,1/+/3). Finalement, on trouve qu’une matrice P qui convient est :

1/vV3 1/V2  1/V6
P=| 1/v/3 -1/vV2 1/v6
1/v3 0 —2//6

Exercice 6.

Diagonaliser dans une base orthonormée la matrice suivante :

A

Il
|
O N O

La matrice est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable dans une base orthonormée. Le
calcul de son polynéme caractéristique montre que ses valeurs propres sont 3, 6 et 9. Une base de
vecteurs propres associés est (2,2, —1),(—1,2,2),(2,—1,2). Ses vecteurs sont déja orthogonaux
(cela aurait le cas quelque soient les vecteurs propres choisis, car les espaces propres sont de
dimension 1, et ils sont orthogonaux deux & deux). Pour obtenir une base orthonormale, il suffit
de divisier chaque vecteur par sa norme. Une base orthonormale de vecteurs propres est donc :

(2/3,2/3,—1/3),(—1/3,2/3,2/3), (2/3, —1/3,2/3).



Exercice 7.

Soit E un espace vectoriel euclien, et soient u,v deux endomorphismes autoadjoints de E.
1. Démontrer que ker(u) &+ Im(u) = E.

2. Démontrer que u o v est autoadjoint si et seulement si uov = v o u.

1. On va d’abord démontrer que ces deux sous-espaces sont orthogonaux, donc en somme
directe orthogonale. Soit = € ker(u) et soit y € Im(u). Alors il existe y € E tel que
y = u(z). On en déduit alors, en utilisant la symétrie de wu,

(z,9) = (@,u(2)) = {u(), ) = 0.

En utilisant le théoréme du rang, on conclut alors que ces deux sous-espaces sont supplé-
mentaires.

2. Soient z,y € E. En utilisant successivement le fait que uw et v sont autoadjoints, on en
déduit que

(uov(z),y) = (v(x),u(y))
= (z,vou(y)).

On en déduit que si uov = v o u, alors u o v est autoadjoint. Réciproquement, si u o v est
autoadjoint, alors le calcul précédent montre que, pour tous z,y € E, on a

(x,vou(y)) = (z,uov(y)) = (z,uov(y) —vou(y)) =0.

Ainsi, le vecteur uov(y) —vou(y) est orthogonal & tous les vecteurs de l’espace : il est donc
nul, et comme ceci est vrai pour tout y € £, on a uov =vou.

Exercice 8.

Déterminer les endomorphismes autoadjoints et orthogonaux d’un espace vectoriel euclidien.

Soit u un tel endomorphisme, et soit A une valeur propre de u. Si x est un vecteur propre associé,
on a ||u(z)| = ||z|| et [|u(x)|| = |A|||z||. On en déduit que A = 1. On a donc ker(u—Id)®*ker(u+
Id) = E et donc u est une symétrie orthogonale. Réciproquement, toute symétrie orthogonale
est un endomorphisme autoadjoint et orthogonal.

Exercice 9.

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2, a un vecteur unitaire de E' et A un réel.
1. Démontrer que
f(z) =2+ X\zx,a)a

définit un endomorphisme autoadjoint de F.



2. Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces propres correspondants.

1. Soient x,y € E. Alors on a d’'une part

(f(x),y) = (x,y) + M=, a)(a,y)
et d’autre part
(z, f(y)) = (z,y) + My, a){z, a).
On conclut par symétrie du produit scalaire que (f(x),y) = (z, f(y)).

2. D’abord, si A =0, f est I'identité : 1 est valeur propre et tous les vecteurs de ’espace sont
des vecteurs propres. On suppose donc que A # 0, et soit u une valeur propre de f de
vecteur propre associé x # 0. Alors on a

fl@)=pr <= (1—pz =Xz, a)a.

Si u =1, alors ceci est équivalent & (x,a) = 0. Ainsi, 1 est valeur propre de f, et 'espace
propre associé est vect(a)>. Si p # 1, on voit que z et a doivent étre proportionnels. Or,
on a

f(a) = (14 Na.

Ainsi, 1 + X\ est valeur propre de f, et son espace propre contient vect(a). Mais puisque
vect(a) et vect(a) sont supplémentaires, on a déterminé complétement les sous-espaces
propres de f.

Exercice 10.

Soit w un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien F vérifiant, pour tout =z € FE,
(u(z),z) = 0. Que dire de u?

Soit A une valeur propre de u, et £ un vecteur propre associé. Alors on a d’une part
(u(z),z) = (Az,z) = A|l?

et d’autre part, par hypothese,
(u(z),z) =0.

Toutes les valeurs propres de u sont donc nulles. Comme u est diagonalisable, on en déduit que
u = 0.

Exercice 11.

Soit A € M,,(R) symétrique. On suppose qu’il existe p € N tel que A? = 0. Que vaut A?



Soit A une valeur propre de A, et X un vecteur propre associé. Alors on a APX = APX mais
aussi APX = 0. Ainsi, on doit avoir \? = 0, soit encore A = 0. Ainsi, toutes les valeurs propres de
A doivent étre nulles. Mais comme A est diagonalisable, il est clair que ceci entraine que A = 0.
Réciproquement, la matrice nulle vérifie bien ceci !

Exercice 12.

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique. Est-ce que la matrice A + il,, est inversible ?

Il suffit de prouver que 0 n’est pas une valeur propre de A + ¢I,,. Mais A étant une matrice
symétrique réelle, elle est diagonalisable sur R et admet donc uniquement des valeurs propres
réelles, A1,..., A, (éventuellement répétées plusieurs fois si la valeur propre est multiple). Donc
les valeurs propres de A + il,, sont Ay +1,..., A, +4. Ainsi, 0 n’est pas valeur propre de A + il
et cette matrice est inversible.

Exercice 13.

Soit u : E — E tel que, pour tous z,y € E, on a (u(x),y) = (z,u(y)). Démontrer que u est
linéaire.

Soient z,y € E. Pour démontrer que u(z +y) = u(x) +u(y), il suffit de démontrer que le vecteur
u(z +y) — u(xz) — u(y) est orthogonal & tous les vecteurs de 'espace. Prenons donc z € E. Alors
ona

(u(x +y) —u(@) —uly),2) = (ulz+y),2) — (u),2) = (u(y),2)
= (@+yu2) - (z,u(z) - (y,u(z))
= 0.

Avec une méthode tout & fait similaire, on prouve que u(Az) = Au(z) pour tout A € R, et donc
u est bien linéaire.

Exercice 14.

Soit E un espace vectoriel euclidien, soit u un endomorphisme autoadjoint de E et soient (e;),
(f;) deux bases orthonormales de E.

1. Démontrer que
n

> lule)l* = Z ()1

i=1

2. Soit A = (ai,j)i,j € Sp(R) une matrice symétrique réelle, et soient A1,..., A, ses valeurs



propres. Démontrer que

n n

2 _ 2
E Q; ;= E A
7,7=1 =1

1. Pour tout i =1,...,n,on a

On en déduit alors, en utilisant la symétrie de wu,

Sl = 303 (e, £7)?

=il g=il

= 3 e ulsy))?

j=1i=1

= DI

2. Soit u ’endomorphisme canoniquement associé a A sur R™. Alors, si (eq,...,e,) est la base
canonique de R™, on a pour tout j =1,...,n

||’LL 6.7 ”2 Za’z]

et donc
n n
Yoai; = llule)l
ij=1 i=1
Si maintenant (fi, ..., f,) est une base orthonormée de vecteurs propres de u, avec u(f;) =
Aifi, on a

Z lu(f:)|I? = ZV

Le résultat est alors une conséquence immédiate de la question précédente.

Exercice 15.

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension supérieure ou égale & 3. Soit (u,v) une famille
libre de vecteurs de E et on considere I'endomorphisme f de E défini par

f(z) = (u, z)u — (v, z)v.
1. Démontrer que f est un endomorphisme autoadjoint.
2. Déterminer ker(f) et Im(f).



3. Déterminer les valeurs propres de f ainsi que la dimension des sous-espaces propres asso-
ciés.

1. Pour xz,y € E, on a

(f(@),y) = ((u, x)u — (v, z)v,y)
<uvx><uvy> - <v7x><v7y>.

D’autre part, on a aussi

<$7 f(y)> = <Z‘, <u7y>u - <’U,y>’U>
= (z,u)(v,y) — (z,0)(v,y).

En utilisant la symétrie du produit scalaire, on obtient bien (f(x),y) = (z, f(y)) et donc f
est un endomorphisme autoadjoint.

2. Puisque (u,v) est une famille libre, f(x) = 0 si et seulement si (u,z) = 0 et (v,z) = 0.
Notons P le plan engendré par les vecteurs u et v. On a prouvé que z € ker(f) si et seulement
si « est orthogonal au plan P, autrement dit ker(f) = P+. Ainsi, puisque dim(P) = 2, on a
dim(ker(f)) = n— 2. Par le théoréme du rang, Im(f) est de dimension n — dim(ker(f)) = 2.
De plus, il est clair que Im(f) est inclus dans P qui est lui aussi de dimension 2. Par égalité
des dimensions, Im(f) = P.

3. On sait déja que 0 est valeur propre de f et que ’espace propre associé est de dimension
n — 2. D’autre part, dans une base de E constituée par une base de ker(f) et de (u,v), la
matrice de f s’écrit

0 ... 0 0 0
0O ... 0 0 0
0 ... 0 Jul® (u,v)
0 0 —(u,v) —[vl?

On calcule le polynéme caractéristique de f en utilisant cette matrice et on trouve
Xp(X) = (=X)"72 (lul® = X) (=llv]l* = X) + (u,v)?
= (=X)"72 (X2 + (Iol® = llul®) X + (u,0)* — [[u]?[[0]|*) -
Le discriminant du polynéme de degré 2 qui apparait vaut
2
A= (Jloll* = [lull®)” = 4w, ) + 4f|ul*||v]*
2
= (ol + llull?)” - 4(u, v)?
= (Il + lull® = 2¢u, 0)) (ol + flull +2(u, v))
= [lu = v*[lu + v|*.

Comme (u,v) est libre, on n’a pas u = v ou u = —v et donc A > 0. Le polynéme Xy admet
donc deux racines distinctes non nulles qui sont

1
5 (Il = lloll* % flu = vf[llu + ]l)

Ces deux racines sont les deux derniéres valeurs propres de f, et les espaces propres associés
sont de dimension 1.



Exercice 16.

x1

. . 1 . T2
Soit H la matrice H = | ——— , et soit X = . un vecteur de R"”.

iti=1) '

Tn

1. Exprimer (HX,X) a l'aide d'une intégrale (on pourra remarquer que +gl'—1 =

fol i tI=2dy).

2. En déduire que la matrice H est définie positive.

1. Rappelons la formule générale pour une matrice A = (a;;)1<i j<n :
n
<AX7X> = Z Q4,5 LT 5.
i,j=1
Ici, et utilisant I'indication, on a
n 1
(HX, X) = Z Iixj/ T2 dy,
i,j=1 0
Utilisant la linéarité de 'intégrale et reconnaissant un carré, on obtient :

1 n
/ g Tzt 3dy

0 ;=1

1/ n ' 2
/ Z x| da.
0 \i=1

2. De la formule précédente, on déduit immédiatement que H est positive. Démontrons qu’elle
est définie positive. En effet,si (HX, X) = 0, alors, puisqu’on intégre une fonction continue
et positive sur [0, 1] dont I'intégrale doit étre nulle, on déduit que

(HX, X)

n

Yz € [0,1], inzifl = 0.

=1

Un polynoéme ayant une infinité de racine étant le polynéme nul, on en déduit que tous les
x; sont nuls, soit encore que X est nul. Ainsi, H est bien définie positive.

Exercice 17.

Quel est le sous-espace vectoriel engendré par les matrices symétriques définies positives dans

M, (R)?

10



Soit A une matrice symétrique quelconque. Il existe une matrice inversible P telle que A = PDPT,
ou D est une matrice diagonale, D = diag(Ay, ..., A ). Soit M > max(|A1], ..., |A|). On considere
les deux matrices suivantes :

B = Pdiag(M + \y,...,M + \,)PT et C = Pdiag(M, ..., M)PT.

Alors B et C sont deux matrices symétriques définies positives, et A = B — C. L’espace vectoriel
engendré par les matrices symétriques définies positives contient donc toutes les matrices symé-
triques. Comme ’ensemble des matrices symétriques est un espace vectoriel, on en déduit que
c’est le sous-espace vectoriel recherché.

Exercice 18.

Soit E un espace vectoriel euclidien. Un endomorphisme autoadjoint u € S(E) est dit positif si
pour tout x de E, (u(z),z) > 0. Il est dit défini positif si pour tout z de E non nul, (u(x),x) > 0.
On notera ST(E) I'ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs, et ST (E) I'ensemble
des endomorphismes autoadjoints définis positifs.
1. Soit u € S(FE). Montrer que u appartient & S*(F) si et seulement si ses valeurs propres sont
positives ou nulles. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres de
u € S(E) pour que u € STT(E).
2. Soit u € ST(E), A1,...,\, ses valeurs propres (distinctes), et E; = ker(u — A\;Idg). On
définit v; par v;(z) = VN siz € By, et v;(z) = 0siz € Ei-. On note enfin v = vy +- - +vp.
Justifier que v2 = v ov = u, et que v est positif.

3. Soit w un autre élément de ST (E) tel que w? = u.

(a) Montrer que wu = uw.
(b) En déduire que w(E;) C E;.
(¢) Soit w; 'endomorphisme induit par w sur F;. Vérifier que w; est autoadjoint positif,
puis diagonaliser w;.
(d) En déduire que w = v.
4. Soit f € GL(E).
(a) Montrer que fo f* € STT(E).

(b) Montrer qu’il existe un unique couple (h,g) € O(E) x STT(E) tel que f = hog.
Cette factorisation s’appelle décomposition polaire de f.

1. Puisque u est autoadjoint, il existe une base orthonormée B = (eq,...,e,) de vecteurs
n
propres, correspondant aux valeurs propres Ai,...,\,. Prenant « € E, x = )" | z;¢e;, on
a

Si toutes les valeurs propres sont positives, on en déduit que cette quantité est positive.
D’autre part, s’il existe une valeur propre strictement négative, par exemple Aj, alors
(u(er),e1) = A1 < 0, et u n’est pas positif. Pour que u soit défini positif, il est nécessaire et
suffisant que toutes les valeurs propres de u soient strictement positives. Le raisonnement

11



est identique.

2. D’apres le théoréme spectral, les F; sont en somme directe orthogonale. Ainsi, siz € E;, on a
vj(z) = 0sij #ietv(x) = VANz. Alnsi, v(z) = v1(@)+- - Fop(z) = VAiz, et v2(z) = Nz
Puisque E1 @ --- @ E, = F, la relation est vraie sur E tout entier par recollement. D’autre
part, v est autoadjoint positif, car chacun des v; est autoadjoint positif.

3. (a) Ona:wou=u?ou=ud=uou?=uow.

(b) Il est bien connu que si deux endomorphismes commutent, le noyau de tout polynéme
en 'un est stable par 'autre. En particulier, les sous-espaces propres de u sont stables
par w.

(¢) w; est un endomorphisme autoadjoint positif, car c’est la restriction & un sous-espace
stable d’'un endomorphisme positif. w; est donc diagonalisable dans une base ortho-
normale. En outre, si u est une de ses valeurs propres, associée au vecteur propre y, on
aw(y) =py = w3(y) = p?y = Niy. 1l vient p = /);, puisque u est positif. Ainsi,
W; =/ )\zIdEI o

(d) Ainsi, w coincide avec v sur chaque E;, et puisque E est somme directe des E;, w = v.

4. (a) Siz#0,o0na:
(f(f* (@), z) = (f*(2), f*(2)) > 0,
car f*(x) # 0 puis que f* est inversible.

(b) Prouvons d’abord l'unicité, en supposant que f = hjog; = hoogs. On a nécessairement
fo f*=h? = hZ Puisque hy et hy doivent étre autoadjoints positifs, le résultat des
questions précédentes prouve que h; = hs. On en déduit, en inversant hy et ho, que
g1 = go. Ce raisonnement nous guide alors pour l'existence. Posons h la racine carré
positive de f o f*, qui est donnée par les questions précédentes. Il faut remarquer que
h est définie positive, car h est inversible puisque h? I’est. On pose ensuite g = h~1 f,
de sorte que go g* = h™'fo f*h~! = h='h?h~! = Idg, ce qui prouve que g est une
isométrie vectorielle.

c. Isométries vectorielles / Matrices orthogonales

Exercice 19.

Quelles sont les matrices orthogonales triangulaires supérieures ?

On va prouver que ce sont les matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont égaux a
+1. Commencons par la premiere colonne de la matrice M orthogonale et triangulaire supérieure.
Puisque sa norme vaut 1, et que seul le premier coefficient est non-nul, celui vaut 1. Considérons
désormais la deuxiéme colonne, dont les coefficients éventuellement non-nuls sont m; 2 et mos.
Puisque la premiére colonne est orthogonale a cette colonne, on a £m; 2 = 0 et donc m; 2 = 0. En
considérant la norme, on trouve que mg 2 = 1. Considérons maintenant la troisieme colonne. Ses
coefficients éventuellement non-nuls sont mq 3, ma 3 et ms 3. Ecrivons que la troisiéme colonne
est orthogonale & la premiére. On trouve m; 3 = 0. Ecrivons ensuite que la troisiéme colonne
est orthogonale a la seconde. On trouve my 3 = 0. Le calcul de la norme donne m33 = £1. On
continue ainsi pour chaque colonne. Réciproquement, une matrice diagonale dont les coefficients
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diagonaux sont égaux a +1 est bien une matrice orthogonale.

Exercice 20.

Soit E = R3[X] muni du produit scalaire (P, Q) = f_ll P(t)Q(t)dt. On considére 'endorphisme
de E défini par ¢(P)(X) = P(—X). Démontrer que ¢ est une symétrie orthogonale.

Il faut d’abord prouver que ¢ est une symétrie, c’est-a-dire que ¢ o ¢ = Id. Mais c’est clair, car
P(—(—X)) = P(X). 1l faut aussi démontrer que ¢ est une symétrie orthogonale, c’est-a-dire que
¢ conserve le produit scalaire, ou encore que

(6(P),6(Q)) = (P, Q)

pour tous polynémes P, Q € E. Mais,

(G(P), 6(Q)) = / P(—0)Q(~t)dt = / P(H)Q(t)dt = (P,Q),

=1 =1

le seul argument utilisé étant le changement de variables u = —t.

Exercice 21.
Soit E un espace vectoriel euclidien, et a € E\{0}. On pose

(a, )
(a,a)

Montrer s, est une isométrie vectorielle. Calculer ker(s, — id), ker(s, + id). Décrire alors géo-
métriquement s, .

Sa(z) =2 —2

Posons F' = Vect(a) et G = at. Soit z € E, que 'on décompose en x = g + \a, avec g € G. On
a alors :

A
sq(T) zx—Q(a’ a)a:)\a+g—2)\a:g—/\a.
(a,a)
Ceci prouve en particulier, & I’aide de la relation de Pythagore, que ||z||?> = ||so(2)]|?> = |lg||* +

A?||a|?, et que s, est une isométrie vectorielle. Le calcul précédent prouve en outre que ker(s, —
id) = G et ker(s, + id) = Vect(a). Ainsi, on a

ker(s, — id) ®* ker(s, + id) = E.

s, est la symétrie orthogonale par rapport & I’hyperplan a'.
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Exercice 22.

1 8 —4
On consideére la matrice M = % 8 1 4 |]. Vérifier que M est une matrice orthogonale
-4 4 7

et symétrique. Sans calculer son polynéme caractéristique, justifier que M est diagonalisable,
déterminer ses valeurs propres avec multiplicité, et calculer son polynéme minimal.

La matrice M est clairement symétrique, et on vérifie qu’elle est orthogonale en vérifiant que les
vecteurs colonnes sont de norme 1 et orthogonaux deux a deux. Puisque M est symétrique réelle,
elle est diagonalisable dans R, notons A1, A5 et A3 ses valeurs propres. Puisque M est une matrice
orthogonale, c’est une isométrie et donc A; € {—1,1}. De plus, on sait que M est semblable
a la matrice diagonale avec A1, Ay et A3 sur la diagonale. Comme la trace est un invariant de
similitude, on doit avoir A\; + Ay + A3 = 1. La seule possibilité est que 1 est valeur propre double,
et —1 est valeur propre simple. De plus, puisque M est diagonalisable, son polynéme minimal est
scindé & racines simples et vaut done (X — 1)(X + 1).

Exercice 23.

Caractériser géométriquement I’endomorphisme de R? canoniquement associé a

1 -8 4 1
A:§ 4 7 4
1 4 -8

On remarque que la matrice A est symétrique et orthogonale. L’endomorphisme canoniquement
associé est donc une symétrie orthogonale. Pour le déterminer complétement, il suffit de déter-
miner ’ensemble de ses points invariants. On résout donc I’équation AX = X, et on trouve
que lensemble des points invariants est F = vect(1,4,1). A est donc la matrice, dans la base
canonique, de la symétrie orthogonale par rapport a F, ou encore du retournement par rapport
aF.

Exercice 24.

Caractériser ’endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est

A:

Wl
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On vérifie que les colonnes de A forment une base orthonormée. Ainsi, f est une isométrie
vectorielle. De plus, det(A) = 1. f est donc une rotation. Cherchons son axe en cherchant ses
points fixes. L’équation AX = X donne que I’axe est la droite vect(1,1,1). Posons v = (1,1,1).
Pour déterminer ’angle de cette rotation, que ’on note 8, on remarque qu’en écrivant la matrice
de f sous forme réduite, on a Tr(A) = 1+2cos 6. Or, Tr(A) = 2, et donc cos(f) = £, soit 6 = +%
modulo 27. Pour conclure quant au signe de 6, on peut remarquer que, posant v = (1, —1,0), qui
est orthogonal & wu, alors la base (u,v, f(v)) est directe, ce qui signifie que € €]0, 7| modulo 27.
On en déduit donc que f est la rotation d’axe dirigé par (1,1, 1) et d’angle 7/3.

Exercice 25.

Soient (a,b,c) € R3, on pose S =a+b+ cet o = ab+ be + ca, et

b
M = a
c

N0
Q0

1. Démontrer que M € O3(R) si et seulement o =0 et S = £1.
2. Démontrer que M € SO3(R) si et seulement si 0 =0 et S = 1.

1. On sait que M € O3(R) si et seulement si les colonnes forment une base orthonormale de
R3. Or, le produit scalaire de deux colonnes différentes est toujours égal & o, et la norme
de chaque colonne vaut (a? + b% 4+ ¢2)'/2. On a donc

M€ O3(R) <= o=0et (a>+b*+c?) =1.

Or,sioc=0,o0na
S?=a?+b>+c?+20=a’+b2+ 2.

On en déduit donc que

MeO3R) < 0=0et S?=1 < oc=0¢et S ==1.

2. On a

M e SO3(R) <= M € O3(R) et det(M)=1 <= oc=0et S==let det(M) = 1.
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Calculons le déterminant de M. On a
a
det(M) = | ¢

o 8 o
Q 0

b

at+b+ec
= at+b+c
at+b+c

(=l

= (a+b+¢)

— == o Q9 o

o8 S 2 o0
o

1 b c
= S0 a—-b b—c

0 ¢c—b a-—c
= S(a®>+b*+c% —ab—bc — ca)
= S(5%-30).

Maintenant, si on sait déja que S = £1 et o = 0, alors det(M) = S, et donc det(M) =1
est équivalent a S = 1.

Exercice 26.

Soient E un plan euclidien orienté, r une rotation de E et s une symétrie orthogonale de FE.
1. Déterminer l'isométrie vectorielle s or o s.
2. Déterminer I'isométrie vectorielle 7 o s or.

3. A quelle condition a-t-on sor =ros?

1. Soit e; un vecteur unitaire tel que s soit une symétrie par rapport & vect(ey), et soit ey tel
que (e1,ez) soit un repeére orthonormé direct. On constate que s o r o s est une isométrie
vectorielle du plan de déterminant égal a 1. C’est donc une rotation. Pour connaitre l’angle
de cette rotation, il suffit de calculer I'image d’un vecteur, par exemple e;. Notons 6 I’angle
de r. Alors :

soros(er) sor(er)

s( cos fleq + sin fey)
= cosfe; — sinfeq
= cos(—0)ey + sin(—0)es.

Ainsi, soros est la rotation d’angle —6 (c’est-a-dire 7—!). Un autre raisonnement peut-étre
plus simple peut étre mené. s o r est une transformation orthogonale comme composée de
transformations orthogonales, son déterminant est —1 comme produit des déterminants de
r et de s, donc sor est une symétrie orthogonale. Elle est d’ordre 2 donc (sor)o(sor) = Id.

Par associativité, on a (soros)or = Id et donc (par unicité de 'inverse), soros =r~1.
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2. Notons 0 = rosor. Alors on a d’aprés la question précédente
soog=sorosor=r"tor=Id.

Ainsi,

3. Supposons que sor = r o s. Puisque s = s~1, en composant & droite par s, on trouve
soros=r.

Mais le terme de gauche est la rotation d’angle —6 si r est la rotation d’angle 6. Il faut
donc que ces deux rotations coincident. Ceci n’est possible que si r est la rotation d’angle
0 ou la rotation d’angle m, c’est-a-dire si r = Id ou r = —Id. Réciproquement, si r = Id ou
r = —1Id, s et r commutent.

Exercice 27.

Soit E un plan vectoriel euclidien orienté, et soient u et v deux vecteurs unitaires de F. Déter-
miner les automorphismes orthogonaux qui envoient w sur v.

Il suffit de déterminer les rotations et les symétries qui envoient w sur v. Pour les rotations, c’est
treés simple : il ne peut que s’agir de la rotation d’angle (u,v). Pour les symétries, il y a deux cas
a distinguer :
— Siu=wv ousiu= —wv, alors il ne peut s’agir que de la symétrie orthogonale par rapport a
vect(u, v).
— Si wv et v be sont pas colinéaires, alors soit s une symétrie orthogonale par rapport a la
droite D qui envoie u sur v. Notons e; un vecteur directeur unitaire de D, et e; un vecteur
unitaire orthogonal & e;. L’expression analytique de la symétrie s est

s(z1e1 + woes) = x1€1 — T9€9.

Notons u = uje; + uses et v = vie; + vaes. Alors s(u) = v entraine u; = vy et ug = —vo.
Faisons la somme de u et v, on en déduit que e; est proportionnelle & u + v et donc s est la
symétrie orthogonale par rapport & vect(u + v). Réciproquement, la symétrie orthogonale
s par rapport & vect(u 4+ v) envoie bien u sur v. En effet, puisque |Ju|]| = ||v|]| =1, u+ v et
u — v sont orthogonaux et s est aussi la symétrie par rapport a vect(u + v) parallelement &
vect(u — v). Eerivant u = ((u +v) + (u — v)), on obtient immédiatement que s(u) = v.

Exercice 28.

Soit E un espace vectoriel de dimension 3, et soit f € O~ (F). Démontrer que f est la composée
d’une rotation d’axe une droite D et de la réflexion par rapport a D+,
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11 existe une base orthonormale (u,v,w) de F telle que la matrice de f dans cette base orthonor-

male soit de la forme
-1 0 0

0 cosf —sinf
0 sinf cosf

Notons D = vect(u) de sorte que D+ = vect(v,w). Soit s la réflexion par rapport & D*. Sa
matrice dans la base (u,v,w) est

-1 0 0
0 1 0
0 0 1
Ainsi, la matrice de so f est
1 0 0
0 cosf —sind

0 sinf cosf

I =5, on a bien

C’est bien la matrice d’une rotation r d’axe D. Puisque s~
f=ros=sor

qui est donc la composée d’une rotation et d’une réflexion.

Exercice 29.

Déterminer les réels a, b, ¢, d, e tels que la matrice

A:

s = sk
sk

représente une rotation de R3.

A va représenter une rotation si et seulement si ses vecteurs colonnes forment une base ortho-
normée directe de R2. Pour que la premiére colonne soit de norme 1, il faut et il suffit de a = 0.
Pour que la deuxieme colonne soit orthogonale & la premiere, il faut et il suffit que b = f%.
Remarquons que dans ce cas la deuxiéme colonne est bien de norme 1. Pour déterminer c,d, e,

plusieurs méthodes sont envisageables :

— La plus simple est d’utiliser le produit vectoriel. Si (u,v) est une famille orthonormale, le
seul vecteur w tel que (u, v, w) forme une base orthonormée directe est w = uAv. On trouve

5 i —_1 g2 = Jd
alors facilement que ¢ = 75 d= s et e = 75

— On écrit toutes les relations connues : I'orthogonalité de la premiere et de la troisieme
colonne donne ¢ + e = 0, celle de la deuxiéme et de la troisieme donne ¢ +d — e = 0. On
obtient alors ¢ = —e et d = 2e. Sachant que ¢ + d? + e? = 1, ceci permet de déterminer e
au signe pres. On calcule alors le déterminant de la matrice A, qui doit étre égal a 1, pour
trouver le signe de e.
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Exercice 30.

L’espace R? est muni de sa structure canonique usuelle d’espace euclidien orienté. La base
canonique est noté (4,7, k). Le vecteur (1,1,1) = i + j + k est noté . Dans cet exercice, on
souhaite calculer la matrice M dans la base canonique de la rotation r d’axe R¥ et d’angle 27/3.

1. Méthode 1 : en étudiant la restriction de r au plan affine P d’équation x +y + 2z = 1,
déterminer la matrice M.

2. Méthode 2 : En utilisant la matrice de r dans une base orthonormée directe donc le premier
vecteur est le vecteur %U, déterminer M.

1. Utilisons les notations affines suivantes : O = (0,0,0), A = O +4,B=0+j,C=0+ k.
Alors ABC est un triangle équilatéral du plan P. De plus, la droite affine O + R est
orthogonale au plan P et elle coupe ce plan en (1/3,1/3,1/3), centre de gravité du triangle
équilatéral ABC. Donc la restriction de r au plan P transforme A en B, B en C et C en

—

A. Ceci permet de conclure que (i) = j, 7(j) = k et (k) = i. Donc

M:

o = O

0
0
1

o O =

Cette méthode est facile mais un peu particuliéere puisqu’elle dépend fortement de la nature
géométrique de r. La méthode de la question 2 est plus générale.

2. Soit e; = %T)’: (1/+/3,1/4/3,1//3). Le vecteur e = %(1, —1,0) est unitaire et orthogo-
nal a e;. Posons ensuite e3 = e A ea, de sorte que

o5 — %(1,1,4).

La famille B = (e, ez, e3) est une base orthonormée directe de R3. La matrice de r dans
cette base est

1 0 0 1 0 0
My=| 0 cos(2r/3) —sin(27/3) | = 0 —1/2 —/3/2
0 sin(27/3)  cos(27/3) 0 Vv3/2 —1/2

La matrice de passage de la base canonique a la base (e, ea,e3) est

S-S~

Y
I
Sl
SIS
s

V3

Par les formules de changement de base, on a
M = PM,PT.

Tout calcul fait, on retrouve bien siir la méme matrice qu’a la premiére question !
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Exercice 31.

Soit E un espace vectoriel euclidien et soit u € O(E) diagonalisable. Démontrer que u est une
symétrie.

Soit A une valeur propre de u, de vecteur propre associé z. Alors on a

]l = flu(@)I] = [A] < .

Ainsi, on a A = £1. Ainsi, dans une base de vecteurs propres, la matrice de u est constituée de
1 et de —1 sur la diagonale. C’est bien la matrice d’une symétrie.

d. Divers

Exercice 32.

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2. Un endomorphisme u € L(FE) est dit antisymé-
trique si

quy € E, (u(x),y> = —<:L‘,u(y)>

Le but de I'exercice est d’étudier certaines propriétés des endomorphismes antisymétriques.

1.
2.

®© N o o

Montrer que u est antisymétrique si et seulement si, pour tout z € E, (z,u(x)) = 0.

Montrer que u est antisymétrique si et seulement si sa matrice dans toute base orthonor-
male est antisymétrique.

On fixe pour la suite de l’exercice un endomorphisme antisymétrique v € L(E). Démontrer
que Im(u) = (keru)t.

Soit F un sous-espace de E stable par u. Démontrer que F'*- est stable par .

Montrer que ker(u) = ker(u?).

Démontrer que le spectre de u est soit vide, soit restreint & {0}.

Montrer que u? est diagonalisable et que ses valeurs propres sont négatives.

Soit F un espace euclidien, v € L£(F) antisymétrique tel que v?> = —a?Idp, ot a > 0.

Démontrer qu’il existe une base orthonormale de F' telle que la matrice de v dans cette
base soit de la forme

J@) 0 0
Ala) = 0 J.(.oz) 0 :
0 J(e)

. En déduire qu’il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u a pour
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forme

Alaq) 0 0 0
0 A(Oég) 0
0 oo Alay)
0 e 0
1. D’une part, il est clair que si u est antisymétrique, alors (u(z), z) = —(x, u(x)) = —(u(x), )

et donc (u(x),z) = 0 pour tout = € E. Réciproquement, supposons que (u(z),z) = 0 pour
tout x € E et considérons x,y € E. Alors on a

(u(z+y),x+y)=0

et aussi

(ul+y)zt+y = (u(@),z)+ (u(@),y) + (wy), z) + (uy),y)

ce qui prouve que

et donc que u est antisymétrique.

2. Soit u € L(FE), soit (e1,...,e,) une base orthonormale de E et soit A la matrice de u
dans cette base. Alors on a a; ; = (u(e;), e;) pour tous ¢, j. Supposons désormais que u est
antisymétrique. Alors pour tout couple (4,75), on a

ai; = (u(ej), ei) = —(u(e:), e5) = —a;;

et la matrice A est bien antisymétrique. Réciproquement, supposons que A est antisy-
métrique, et prouvons que u est bien antisymétrique. On sait que l'on a (u(e;),e;) =
—(u(e;), €j). Fixons maintenant z,y € E et écrivons les = > 1" | wie; et y = Y1, yie;.
On a alors

(u(z),y) = <Z zjules); Y yi6i>
j=1 i=1

> wiyiule)), e

i,5=1

= — Z z;yi(ej, u(es))

,j=1

. <zxjej,zyiu<ei>>
j=1 i=1
= —(z,u(y))

ce qui prouve bien que w est antisymétrique.
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. Pour démontrer que Im(u) = (keru)=, il suffit de démontrer que Im(u) C (keru)!, puis de
remarquer que ces deux sous-espaces ont la méme dimension, qui vaut dim(E)—dim (ker(u)).
Prenons donc y € Im(u), que l'on écrit y = u(x) et soit z € ker(u). Alors on a

(y,2) = (u(z),2) = —(z,u(z)) =0

et donc on a bien y € (keru)= .
. Soit x € F et y € F-. Alors on a

(u(y), z) = =(y,u(x)) = 0

puisque y € F* et u(z) € u(F) C F.

. On a toujours ker(u) C ker(u?). Réciproquement, soit = € ker(u?). Alors

lu(@)]|* = (u(z), u(2)) = —(z,u*(z)) =0

et donc z € ker(u).

. Si le spectre de u n’est pas vide, soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre
(non-nul) associé. Alors
(u(x),z) =0

alors que l'on a aussi
(u(z), z) = Al|z||?

et donc A = 0.

. Il est facile de prouver que u” est diagonalisable, car en effet, u
autoadjoint : pour tous x,y € F,

(u?(2),y) = —(u(@), u(y)) = (z,u*(y)).

Soit maintenant A une valeur propre de u?, de vecteur propre associé . Comme ci-dessus,
on a

2 2

est un endomorphisme

(W (2), ) = All*.
D’autre part,
(W?(2), 2) = —(u(@), u(z)) = —|lu(@)|?,
ce qui prouve bien que A < 0.

. On va procéder par récurrence sur la dimension de F'. Remarquons déja que la dimension de
F' ne peut pas étre égale a 1. En effet, en dimension 1, un endomorphisme antisymétrique
ne peut étre que nul (regarder par exemple la matrice). Supposons donc que F soit de
dimension 2. Soit e; un vecteur unitaire de F, et soit ez = Lv(e1). On a alors

1
v(eg) = an(el) = —ae;.

Ainsi, la matrice de v dans la base (e, ez) est bien J(a). Reste a voir que (e, ez) est une
base orthonormée. On a en effet

1 1
(e1,€2) = a<€1>v(€1)> = —a<v(€1),€1> = —(ea, €1)

et donc (e1,e2) = 0. D’autre part,

leall” = —5olen), vlen)) = e, v?(e1) = fleall? = 1.
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Supposons désormais le résultat démontré pour toute dimension inférieure ou égale a p — 1
et démontrons-le en dimension p. Soit (e, €2) une famille orthonormale de F' définie comme
dans le cas de la dimension 2. Posons G = vect(e1,ez)®, qui est stable par v, et vg est
un endomorphisme antisymétrique de G. Par I’hypothése de récurrence, on peut trouver
une base orthonormale (e3,...,e,) de G telle que la matrice de v|¢ ait la bonne forme. La
matrice de v dans la base orthonormale (e1,...,e,) de v a alors la forme voulue.

. Notons —a?, ..., —a? les valeurs propres non-nulles de u?, et E; les espaces propres associés.
On sait que
E=FE & - ©E, ®ker(u?)

et la somme est orthogonale. On réduit ensuite u dans chaque sous-espace propre de u? en
utilisant la question précédente, et puisque ker(u) = ker(u?), u est I'endomorphisme nul sur
ker(u?). En recollant toutes ces bases orthonormales, on obtient la réduction voulue pour
U.
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