Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°21

Partie A

Probabilités : Espérance, variance et fonctions génératrices

1. Espérance, variance

Exercice 1.

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A > 0. Calculer 'espérance
de la variable aléatoire H-#X

Notons Y = H% Y prend ses valeurs dans {H%k, k> 0} et on a

1 DL
P(Y1+k)k!e '

On en déduit que

Exercice 2.

On lance une piece de monnaie dont la probabilité de tomber sur pile vaut p. On note X la
variable aléatoire correspondant au nombre de lancers nécessaires pour obtenir r fois pile.

1. Quelle est la loi de X 7



. Soit Y1,...,Y, des variables aléatoires indépendantes suivant une loi géométrique de pa-

rametre p. Démontrer que Y7 + --- + Y. a la méme loi que X.

. En déduire 'espérance de X et sa variance.

Il est d’abord clair que X prend ses valeurs dans {r,r +1,...,}. Soit k > r. Remarquons
que si X = k, alors le dernier lancer est un pile. Pour les lancers précédents, on a obtenu
r — 1 fois pile, parmi k — 1 lancers. Le nombre de tirages correspondant & X = k est donc
(fj) La probabilité de chaque lancer est p"(1 — p)*~". On en déduit que :

k—1

Px=n=(F2))ra-pr.

On peut proposer deux raisonnements tres différents pour cette question. Le premier est
calculatoire, en calculant effectivement (par exemple, par récurrence sur r), la quantité
P(Y1+ - -+ Y, = k). Le seconde est probabiliste. On considére une suite de lancers indé-
pendants de la piece de monnaie considérée dans ’énoncé. Notons Y; le nombre de lancers
nécessaires avant d’obtenir pile. Alors Y7 suit une loi géométrique de parametre p. Le pre-
miere pile étant obtenu, notons Y5 le nombre de lancers nécessaires, depuis le premier pile,
pour obtenir pour la premieére fois un autre pile. La variable aléatoire Y5 suit aussi une loi
géométrique. Plus généralement, notons Y; le nombre de lancers nécessaires pour obtenir le
premier pile apres le ¢ — 1-eme pile. Les Y; suivent des lois géométriques de parametre p et
sont indépendantes. De plus, Y; + --- 4+ Y,. compte le nombre de lancers nécessaires pour
obtenir r piles. On a donc X =Y; 4+ ---+ Y}, ce qui donne le résultat.

. Par linéarité de l'espérance et de la variance (pour des variables aléatoires indépendantes),

on a

EX)=EM)+ -+ EY) ==, V(X)=V¥)+--+V(¥) = (1192p)

7
p

Exercice 3.

Un concierge rentre d’une soirée. Il dispose de n > 2 clés dont une seule ouvre la porte de son
domicile, mais il ne sait plus laquelle.

1.

La soirée a été un peu arrosée, et, aprés chaque essai, le concierge remet la clé dans
le trousseau. On note X la variable aléatoire égale au nombre d’essais nécessaires pour
trouver la bonne clé.

(a) Quelle est la loi de X (on reconnaitra une loi classique) ?

(b) Quel est le nombre moyen d’essais pour trouver la bonne clé ?

. Le concierge est en réalité accompagné de Sam, qui n’a pas bu. Sam élimine donc apres

chaque essai infructueux la clé qui n’a pas convenu. On note Y la variable aléatoire égale
au nombre d’essais nécessaires pour trouver la bonne clé.

(a) Quelles valeurs peut prendre Y ?
(b) Déterminer P(Y =1), P(Y = 2).



(¢) On note E; I'événement "on fait au moins i essais et le i-éme ne convient pas” et
S; I'événement "on fait au moins i essais et le i-éme convient”. Déterminer, pour
2 < i < n, les probabilités conditionnelles

P(EilEl N Ey ﬂ---f\IEifl) et P(SilEl N Ey ﬂ-“ﬁEi,l).

(d) En remarquant que 'événement Y = k est égal & S N Ex_1 N---N Ey, déterminer la
loi de Y.

(e) Quel est, dans cette situation, le nombre moyen d’essais nécessaires pour trouver la
bonne clé.

(a) On est dans le cadre d’une répétition indépendante d’expériences de Bernoulli, avec
probabilité 1/n de réussite et la variable aléatoire X désigne le rang du premier succes.
X suit donc une loi géométrique de parametre 1/n. Autrement dit, pour tout k > 1,

onaP(X =k)=(1- l)k_l i

n

(b) Par les formules du cours, le nombre moyen d’essais est
E(X)=n.

(a) Comme on retire une clé & chaque essai infructueux, Y ne peut prendre ses valeurs
que dans {1,...,n}.

(b) Il est clair que P(Y = 1) = 1/n. Pour calculer P(Y = 2), on peut faire un arbre de
probabilité représentant les deux premiers choix de clés. On peut aussi, en utilisant
les notations de la question suivante, remarquer que

P(S:|Ey) _1/(n—-1) 1

P(Y =2) = P(S,NE) = il ey bt

(c¢) Lorsque les événements Fq N---N E;_; sont réalisés, le trousseau n’est plus constitué
que de n + 1 — ¢ clés. On a donc

n—1 1
PE|EiNEsN---NE;_1)=———c¢et P(S;|E1NEN---NE;_;) = ——.
(il By 2 1) n—|—1—ze (Sil 2 ) n+1—1
(d) On va appliquer la formule des probabilités composées. Elle donne
P(Y:k) = P(SkﬂEk_lﬂ~~~ﬁE1)
= P(Sk|Ek_1ﬂﬂE1) X P(Ek_l‘Ek_gﬂ"'ﬂEl) X X P(El)
1 n+1-—k n—1 1
o X NEEE _
n+l—-—k n+2-—-k n n
-
on
La variable aléatoire Y suit donc ”tout simplement” une loi uniforme sur {1,...,n}.

(e) Le nombre moyen d’essais est ’espérance de Y, qui vaut "T'H Ce n’est pas si différent !



Exercice 4.

On joue a pile ou face avec une piéce non équilibrée. A chaque lancer, la probabilité d’obtenir
pile est 2/3, et donc celle d’obtenir face est 1/3. Les lancers sont supposés indépendants, et on
note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir, pour la
premiére fois, deux piles consécutifs. Pour n > 1, on note p,, la probabilité P(X = n).

1. Expliciter les événements (X = 2), (X = 3), (X = 4), et déterminer la valeur de p3, ps,
Ps.

2. Montrer que 'on a p,, = %pn,g + %pn,l, n > 4.

3. En déduire l'expression de p,, pour tout n.

4. Rappeler, pour g €] — 1, 1], Uexpression de j,i% ng"™, et calculer alors E(X). Interpréter.

1. On note Py (resp. F)) I’événement on obtient pile (resp. face) au k—iéme lancer. L'événe-
ment (X = 2) correspond & :

2\> 4
(XQ)P1P2:>172<) =—.

De méme,

2
1 /2 4
(X:3):F1P2P3:>p3:3() = —,

Pour (X = 4), cela se corse un peu!

(X = 4) = FLF,PsP,UP,F,PoPy —> py— (= NEAR AV NEEY
— %) = 111247314 115721573174 p4_3 3 3 3—27

2. On s’inspire du calcul de py : pour obtenir X = n, on peut :

— ou bien avoir obtenu pile au ler lancer. Dans ce cas, on a forcément obtenu face au
second lancer (sinon X = 2), donc avec une probabilité de 1/3. Puis il reste n — 2
lancers, et le premier “double pile” doit arriver au bout du n — 2-eme. Ceci se produit
avec une probabilité valant p,_s. On a donc

1 2
P(X:TL|P1) = gpn_g et P(Pl) = g

— ou bien avoir obtenu face au ler lancer. Il reste n — 1 lancers ou il faut obtenir le
premier double pile au bout du n — 1-éme, ce qui se produit avec une probabilité
valant p,_1. On a donc

1
P(X = n|F1) = Pn—1 et P(Fl) = g
D’apres la formule des probabilités totales, on trouve :

_ 2 + 1
Pn = 9pn—2 Spn—l-

3. On a une classique formule de récurrence linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique
r?2 =r/3+42/9 a pour solution 2/3 et —1/3. On en déduit finalement que, pour n > 2, on a

eall) o5 ()



On détermine « et B en testant sur les premiers termes (ps et p3). On obtient :

7gn+1+é;1n
Prn=13 3\ 3 ) -

Remarquons que cette formule reste valable pour n = 1 puisqu’on a alors p; = 0.

4. Tl est bien connu que pour tout ¢ €] — 1,1[, on a :

+oo q
n _
2" = (1-q)*

n=0

On en déduit, apres un peu de calculs :

e 15
E(X)= ann =7
n=1

En moyenne, si on répéte un grand nombre de fois expérience aléatoire, il faudra 15/4
lancers (non entier!) pour obtenir pour la premiére fois deux piles consécutifs.

Exercice 5.

Un sauteur tente de franchir des hauteurs successives numérotées 1,2, ..., n,.... Il ne peut tenter
de passer la hauteur n + 1 que s’il a réussi les sauts aux hauteurs 1,2,...,n. On suppose que
le premier saut est toujours réussi et que, en supposant que le sauteur a réussi tous les sauts
précédents, la probabilité de succes au n-eme saut est : p, = % Pour tout £ € N*, on note Sy
I’événement : « le sauteur a tenté et réussi son k-eme saut » et on note X la variable aléatoire
réelle égale au numéro du dernier saut réussi.

1. Ecrire une fonction Python simulX() qui simule la variable aléatoire X.
2. Déterminer ’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X.

3. Déterminer P(X =1).

4. Justifier que «X = 2» = S; N S N S3. En déduire P(X = 2).
5

6

. Démontrer que, pour tout n > 3, P(X =n) = % (1 — %_H) .

. Démontrer que X admet une espérance, puis calculer cette espérance. On pourra utiliser
+00 1
sans démonstration que E —=e
n

n=0

Exercice 6.

On tire un nombre entier naturel X au hasard, et on suppose que X suit une loi de Poisson
de parametre a > 0. Si X est impair, Pierre gagne et recoit X euros de Paul. Si X est pair
supérieur ou égal a 2, Paul gagne et regoit X euros de Pierre. Si X = 0, la partie est nulle. On
note p la probabilité que Pierre gagne et ¢ la probabilité que Paul gagne.

1. En calculant p + q et p — ¢, déterminer la valeur de p et de q.

2. Déterminer 'espérance des gains de chacun.



1. Notons également r la probabilité que la partie soit nulle. On sait que p+ g+ r =1 et que
r=P(X =0)=e ®doup+q=1-—e * D’autre part,

+oo +oo
d P(X=2m+1)-) P(X=
n=0 n=1
Y too a2ntl too a2n
- ° (g(gnﬂ)f;m)

=1
+o0 (_1)n+1 n

_ a
= e ¢ E =
n!

On en déduit que

1

(1 — —a 2'

2. Notons G le gain de Pierre. Si X = 2n, alors G = — X, sinon G = X. G admet une espérance
si la famille (nP(G = n))nez est sommable, c’est-a-dire si la famille (nP(X = n)),en est
sommable, ce qui est le cas car X suit une loi de Poisson donc admet une espérance. On a
donc

1
p=51—e?)etg=

+oo a2ntl

E(G) = ) (-2n *“+Z2n+1 e

n=0

= ae

Remarquons que Pierre est avantagé a ce jeu.

Exercice 7.

On considére une suite de parties indépendantes de pile ou face, la probabilité d’obtenir "pile” &
chaque partie étant égale & p, ou p €]0,1[. Si n > 1, on note T}, le numéro de I’épreuve amenant
le n—iéme pile. Enfin, on pose A1 =T1 et A, =T, — T,_1.

1. Quelle est la loi de T 7 Donner la valeur de son espérance.

2. Soit n > 2. Montrer que A1, ..., A, sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent
une méme loi.



1. La variable aléatoire T est le temps d’attente du premier pile; elle suit la loi géométrique
de parameétre p, donc d’espérance 1/p.
2. Notons X,, la variable aléatoire égale a 1 si la partie numéro n amene pile. Les variables

X, sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de méme parametre p. Soit
(i1,...,1,) € N*. L’événement (Ay = i1,..., A, =1i,) s’écrit aussi :

Xi==X41=0,X;, =1, X 1n="=Xy15,b1=0,X;, 45, =1,.. ., X 44, = 1.
Donc, en posant ¢ =1 —p, on a :

P(A1 =41,..., A, =i,) = g pgp. gt .

En sommant pour (i1,...,4,_1) parcourant (N*)"~1 on a :

P(A, =i,) = g 1p.

(A,,) suit bien une loi géométrique de parameétre p. De plus l'expression ci-dessus prouve
que :
P(A1=i1,...,Apn=1i,) = P(A1 =1i1)... P(4, = in),

ce qui montre que les variables A4, ..., A, sont indépendantes.

Exercice 8.

On considére une rue infiniment longue et rectiligne. On souhaite aller & un numéro précis de
cette rue. Devant chaque numéro se trouve une place de parking. On cherche a savoir a partir
de quel moment on doit commencer a s’intéresser aux places disponibles pour pouvoir se garer
au plus pres de I'arrivée.

Au départ, nous sommes au début de la rue. Par convention, nous poserons que le début de la
rue a pour numéro 0. Devant chaque numéro n, il y a une place de parking qui peut étre libre
avec une probabilité p €]0, 1[. On suppose que p ne dépend pas de n et que les occupations des
places sont indépendantes les unes par rapport aux autres.

Notre stratégie est la suivante : on se donne s un entier naturel. On roule sans interruption
jusqu’au numéro s de la rue et on choisit la premiere place disponible a partir du numéro s
(inclus). On note X le numéro de la place libre trouvée par cette méthode.

1. Quelles sont les valeurs prises par X 7
Déterminer la loi de X.
Soit Y = X — s+ 1. Démontrer que Y suit une loi géométrique de parametre p.

En déduire 'espérance et la variance de X.

DAl

On souhaite aller au numéro d de cette rue avec d € N*. Notre stratégie consiste a choisir
un numéro s compris entre 0 et d. L’espérance Dy = E(|X — d|) est la distance moyenne
a larrivée (on admet existence de Dy). Etablir que Dy = S1 + Sa, avec

d +o0
S1 =) (d=n)P(X =n), S = zd: (n—d)P(X =n).
n=s n=d+1



. Soit la suite (uy) définie pour k£ > 0 par

k

we= (k= i)(1 - p)'.

=0

Démontrer que pour tout k > 0, ug+1 = (1 — p)ur + k + 1.

. Montrer par récurrence que, pour tout k > 0,

kEk 1—-p 1-—p
p  p? p?

(1—p)~.

8. En déduire une expression de Sy en fonction de d et s.
9. Justifier que Sy — S = E(X — d). En déduire la valeur de Sy puis celle de D;.

10.

Démontrer que Dy est minimal pour s le plus petit entier strictement supérieur a a =
d—|— In 2

. X prend ses valeurs dans NN [s, +-o0].

Soit k > s. Notons Ay I’événement “la place face au numéro k est libre”. Alors on a
X =k :AkﬂAkflﬂ-“ﬁAis.
Comme les événements sont indépendants, on a

P(X =k)=p(1—p)**.

. Y prend ses valeurs dans N*. De plus, pour k£ € N*, on a

PY=k)=P(X=k+s—1)=p(l—p)* L

On reconnalt une loi géométrique de parametre p.

.OnaE(Y)= % et V(Y) = 1;2”. Ainsi,

E(X):E(Y)Jrs—l:%Jrs—let V(X)=V(Y) = —

. Par le théoréme de transfert, puisque X prend ses valeurs dans N N [s, +00],

+oo
D, =E(X-d)=> P(X =n)n—d|.

On coupe ensuite la somme en d et on remarque que si n < d, |n — d| = d — n alors que si
n>d+1,|n—d =n—d.



6. En effectuant un changement d’indice j =¢—1, on a

k+1 .
w1 = » (k+1—14)(1-p)
=0
k+1 .
=k+1+) (k+1-4)(1—p)
i=1

—k+1+§: — /)1 —py*t

=k+14+(1-p p)?

Pﬁw

]:0
=k+1+(1—plug

7. Démontrons cette propriété par récurrence. D’une part, ug = 0 et la formule donnée vaut
aussi 0 pour k = 0. Soit maintenant k& € N tel que

Alors,

ugr1 = k+ 14+ (1 —plug

k. (1-p? 1-
:k+1+(r—mp—«m+ P(1—p)rt?

p? p?

k+1 1 (1-p2 1-—
=i

p P p P

k+1 p*P-p—(1-p)3? 1-p k1
=— 7 e +—(1-p)

k+1 —-14p 1-—p
= + 2 + 2 (1_p)k+l'

P P p

L’égalité est donc vérifiée au rang k + 1 et par le principe de récurrence, elle est vérifiée
pour tout k£ > 0.

8. On a
d
1= 3= mplt -
e
SO I
i=0
= PUd—s
Ainsi,



9. On a

So—S1 =Y (n—dP(X=n)-

n=d+1

“+o0 d
=> (n—d)P(X =n)-> (d—n)P(X =n)
=E(X —d)
= ! +s—d-1

p

On a donc
1 1 2
Dszsl—f—SQ:251—|—7+S—d—1:d—s—‘rl—*—f—*(l—p)d_s-i_l.
p p D
10. On calcule
_ — 2 _ d—s_g _ o \d—s+1
Ds+1 Ds_ 1+ (1 p) (1 p)
p p
2 _
=—1+5(1—p)d *(1-(1-p)
= —1+2(1 — p)*=*

Ainsi, en tenant compte du fait que In(1 — p) < 0,

1
D1 — D, <0 < (1—p)d*5§5
<— (d—s)ln(l —p) < —1n2
—In2
) > =
— (d 8)_1n(17p)

<~ s<a.

Si « est entier, alors D est minimal pour s = a + 1 (et dans ce cas Ds_1 = Dy). Si «
n’est pas entier, la valeur mininimale est bien atteinte pour le plus petit entier strictement
supérieur a a.

Exercice 9.

1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.
(a) Montrer que, pour tout n € N*, on a :

ikP(X =k)= HX_:P(X > k) —nP(X >n).
k=0 k=0

(b) On suppose que Zji% P(X > k) converge. Démontrer que X admet une espérance.

10



(¢) Réciproquement, on suppose que X admet une espérance. Démontrer alors que
(nP(X > n)), tend vers 0, puis que la série P P(X > k) converge, et enfin

que

BE(X) = +fp(x > k).

2. Application : on dispose d’une urne contenant N boules indiscernables au toucher numé-
rotées de 1 a N. On effectue, a partir de cette urne, n tirages successifs d’une boule, avec
remise, et on note X le plus grand nombre obtenu.

(a) Que vaut P(X < k)? En déduire la loi de X.
(b) A laide des questions précédentes, donner la valeur de F(X).

1 N-—1

(¢) A Taide d’une somme de Riemann, démontrer que la suite (W k=0 (%)n> admet
N

une limite (lorsque N tend vers +00) que l'on déterminera.

(d) En déduire que limy_, 400

E(X) _

N n+1-°

1. (a) Pour n > 1, on peut écrire :

zn: kP(X =k) =
k=0

(b) On a, pour tout entier n,

M3

k(P(X >k—1)— P(X > k))

i
—_

(]

(k+1-—k)P(X > k) —nP(X >n)+ P(X >0)

k=1
n—1
P(X > k) —nP(X >n).
k=0
n +oo
> kP(X =k) <Y P(X >k).
k=0 k=0

La suite des sommes partielles d’une série a termes positifs est majorée. C’est que la

série converge.

(c) Si X admet une espérance, la série > kP(X = k) converge. Mais :

oo

0<nP(X>n)=n » PX=k)< i kP(X =k).

k=n-+1 k=n+1

Ce dernier terme tend vers 0, lorsque n tend vers l'infini, comme reste d’une série

convergente. Donc :

+oo
E(X)=> P(X > k).
k=0

11



2. (a) On a X <k si et seulement si les n épreuves ont amené un résultat inférieur ou égal
a k, et on a donc :

k n k n
PIX<k)=|— P(X =1—-(= .
wzn(5) = menoi(3)
Quant a la loi de X, on trouve, pour 1 < k < N :
P(X:k:):P(ng)—P(ng—l):]‘;_](v+l).

(b) Par la question précédente :

AN
E(X)=N z;) ( N) .
(¢) On reconnait ici une somme de Riemann de la fonction x — z™, continue sur [0, 1].

On a donc, pour N qui tend vers I'infini :

1= (k" ! 1
L Ll w | z"dz= :
NZ%(N) TN /Ox R

(d) On a:

N—1 n
E(X) 1 k 1 n
N _1_NZ<N) Sl T At

Exercice 10.

Soit Xy, ..., X des variables aléatoires sur 'univers 2 a valeurs dans Z. Soit T une variable
aléatoire sur Q & valeurs dans {0,...,k}. On suppose que Xi,..., Xy, T sont mutuellement
indépendantes et on définit la variable aléatoire Y sur €2 par

T(w)

Y (w) = Z X;(w).

1. On suppose que les variables aléatoires Xy, ..., X} admettent toutes une espérance. Dé-
montrer que Y admet une espérance.

2. On suppose de plus que tous les X; ont méme loi. Exprimer E(Y') en fonction de E(Xy)
et de E(T).

1. On doit prouver la convergence de ) -, IP(Y =) et la convergence de ), o |[{|P(Y =1).
Commencons par la premiére série (la seconde se traite de fagon complétement similaire).

Soit NV > 0 et majorons, indépendamment de NV, Z;\Lo [P(Y =1). Pour cela, on introduit,
pour j = 0,...,k, la variable aléatoire S; = >7_, X; et on remarque que ([T = j]) =0,k

12



est un systéme complet d’événements. On a alors
N N ok
Y IP(Y = =ZZZP — N X+ Xy =)
1=0 §=0
N
=Y M IPT=jnX+--+X; =1).
1=0

Maintenant, £, j et [ étant fixés, les variables aléatoires T" et X+ - -+.X; sont indépendantes,
donc les événements T' = j et X; 4 --- + X; = [ sont indépendants. On a donc

N k N
SIPY =)= S IP(T = HP(Xy+-+X; =)
1=0 j=01=0
k N
=Y P(T=4)Y IP(S;=1)
j=0 1=0

Or, S;, comme somme finie de variables aléatoires admettant une espérance, admet une
espérance, et donc Zf\io IP(S; =1) < E(]S;|). On a donc prouvé que, pour tout N € N,

N
> IP(Y
=0

Le membre de droite ne dépend plus de N. Ceci prouve que Y admet une espérance.

E(|S;1)-

Mw

7=0

2. On peut écrire (les sommes et leurs interversions sont légitimes par convergence absolue
des séries)

Y)=>Y IP(Y =

LEZL
k
:ZZ[P(T:jﬂX1+--~+Xj =1)
1€Z j=0
k
=Y > IP(T = j)P(S; =1)
l€Z j=0
k
=Y P(T=j)Y IP(S;=1)
7=0 leZ

2. Fonctions génératrices

13



Exercice 11.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que les réels a et k sont tels que la suite

n
(pn) définie, pour n > 0, par p,, = (ﬁ) k soit la loi de probabilité d’une variable aléatoire a

valeurs dans N. Donner alors la fonction génératrice d’une telle variable aléatoire.

11 faut et il suffit que p,, > 0 pour tout entier n et que ZI:(’) pn = 1. Implicitement, on remarque
qu’il faut avoir a # —1, sinon la suite (p,) n’est pas définie. On remarque d’abord que 1’on ne
peut pas avoir k = 0, sinon p,, = 0 pour tout n > 0 et la deuxieme condition ne peut pas étre
satisfaite. Le cas a = 0 entraine k = 1 (dans ce cas, seul py est non nul, avec la convention 0 = 1).
Si a # 0, la premiére condition appliquée pour n = 2 impose k > 0. De plus, pour que la série
>, Pn converge, on doit avoir

a
a+1

1
‘<1<:> ’—1‘<1
a+1

—-1< —-1<1

<=
a+1
= 0 ——<2
a
<=

1
1> =
a—+ 5

1
< > —=.
“= 73

Mais alors, comme la série converge, on sait que

+oo k
an =1 o =k(a+1)
n=0 T a+l

et donc on a k = %H Finalement, puisque k£ > 0 et p; > 0, on doit donc avoir GLH > 0 ce qui

implique a > 0 puisqu’on sait déja que a + 1 > 0.

Réciproquement, sia =0et k=1, oua >0et k= #, on vérifie facilement que les deux pro-
priétés précédents sont vérifiées et donc que (p,,) est une distribution de probabilité. La fonction
génératrice est alors donnée par

k 1

G(t) = antn = at = °
e 1—aJrl a+1—at

Exercice 12.
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de parameétre

respectif A et . Démontrer, a ’aide des fonctions génératrices, que Z = X + Y, suit une loi de
Poisson de parametre \ + p.
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Notons Y, <o ant™, >, <o bnt™ et >, <o cnt™ les fonctions génératrices respectives de X, Y et Z.

On a donc
AN e Hu™
a,=———etb, =
n! n!

La série génératrice de Z est obtenue en effectuant le produit de Cauchy de ces deux séries. On
a donc

Cn

n
5 arbn—t
k=0

n

Akunfk

— e+ A
El(n — k)!

k=0
—(Atp) M
_ ¢ N\ \k n—k
= e ()
k=0
ef()ﬁHJ«)()\_’_u)n
n! '

On reconnait bien la fonction génératrice d’une loi de Poisson de parametre A + p. Comme la
fonction génératrice caractérise la loi d’une variable aléatoire, Z suit bien une loi de Poisson de
parametre A\ + p.

Exercice 13.

1. Démontrer que toutes les racines (complexes) non-nulles du polynéme P(X) = X2 + X3+
-+ + X2 sont simples.

2. Peut-on truquer un dé de sorte que, en le lancant deux fois de suite, la somme des numéros
obtenus suive la loi uniforme sur {2,...,12}7?

1. Factorisons P par X2. On trouve
PX)=X?’x(14+X +---4+ X,

Les racines de 1 + X + - -- + X9 sont les racines 11-iemes de 'unité, excepté 1. Elles sont
donc toutes simples.

2. Notons p; la probabilité que le lancer de dé donne le numéro ¢, i = 1,...6. Notons X; le
résultat du premier lancer, et X5 le résultat du second lancer. Les fonctions génératrices de
X1 et X, sont égales et valent

Puisque X; et X5 sont indépendantes, la fonction génératrice de leur somme est

Gs(x) = (f(z))>.

Ainsi, Gg est un polyndéme dont toutes les racines (sur C) sont de multiplicité paire (donc
au moins égale & 2). Or, si S suivait la loi uniforme sur {2,...,12}, sa fonction génératrice

15



serait

1
1
Les racines de Gy, autres que 0, sont de multiplicité au plus égales a 1. On a donc une
contradiction.

Gy (z) (z® + .- +2'2).

Exercice 14.

Soit X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice de X la
série entiere

= W N

+oo
Gx(t) =) _ P(X =n)t".
n=0

. Démontrer que le rayon de convergence de G x est supérieur ou égal a 1.
. Démontrer que Gy définit une fonction continue sur [—1,1] et C* sur | — 1, 1].
. Démontrer que si Gx = Gy sur | — 1,1], alors X et ¥ ont méme loi.

. Calculer Gx lorsque X suit une loi de Bernoulli de parameétre p, puis lorsque X suit une

loi binomiale de parametres (n,p).

. On suppose que X et Y sont indépendantes. Démontrer que, pour tout t €] — 1,1[, on a

Gxiy (t) = Gx(t)Gy(t).

. Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres (n,p), et ¥ une

variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres (m,p). On suppose que X et YV
sont indépendantes. Quelle est la loi de X 4+ Y 7 Retrouver ce résultat autrement que par
les fonctions génératrices.

. 11 suffit de démontrer que la série Gx (t) converge pour tout t €] — 1, 1[. Mais, pour tout

n €N,

[P(X = n)t™[ < [t
et la série )~ - [t|™ converge. Par majoration, la série ) ., P(X = n)t"™ converge absolu-
ment, donc converge. -

. Gx définit une fonction C* sur | — 1, 1] car c’est la somme d’une série entiére de rayon de

convergence supérieur ou égal a 1. Pour démontrer que G x définit une fonction continue
sur [—1,1], il suffit de démontrer que la série ), ., P(X = n)t" converge normalement sur
[—1,1], puisque t — P(X = n)t" est continue sur [—1, 1]. Mais, pour tout t € [—1,1] et
tout n > 0,

|[P(X =n)t"| < P(X =n)
et le terme de droite de cette inégalité est le terme général d’une série numérique convergente
(dont la somme vaut 1). On a donc bien prouvé la convergence normale. Remarquons que
cette inégalité aurait aussi pu étre utilisée a la premiere question.
Rappelons que si les sommes de deux séries entiéres sont égales sur un intervalle ouvert
contenant 0, alors tous les coefficients sont égaux. Ainsi, si Gx = Gy sur 'intervalle | -1, 1],
on a pour tout n € N, P(X =n) = P(Y =n). Puisque X et Y sont a valeurs dans N, ceci
signifie que X et Y ont la méme loi.
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4. Si X suit une loi de Bernoulli de parametre p, alors Gx (¢t) = (1 — p) + pt. Si X suit une loi
binomiale de parameétres n et p, alors

n

N\ k n—kk n
Gx(0) =3 () -t = (=) + 1)
k=0
5. Puisque X et Y sont a valeurs dans N, pour tout n € N, on a
(X+Y=n)=|JX=kN¥ =n—k).
k=0
Par indépendance de X et de Y, on a donc

P(X—i—an):zn:P(X:k)P(Y:n—k).

Reconnaissant le produit de Cauchy de deux séries entiéres, on conclut que

+o0 4o n
Y PX+Y=n)=)Y Y P(X=kt"P(Y =n—kt"" = Gx()Gy (t).
n=0 n=0 k=0

6. On a
Gx+y(t) = Gx(t)Gy (1) = (p+ (1 —p)t)" ™.

Ainsi, X +Y suit une loi binomiale de parameétres n + m et p. On pouvait aussi dire que,
puisque X est la somme de n variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de parametre p
et que Y est la somme de m variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de parameétre p,
et puisque X et Y sont indépendantes, X +Y est la somme de n+ m variables aléatoires de
Bernoulli indépendantes de parametres p. Ainsi, X +Y suit une loi binomiale de parametre
(n+ m,p).

Partie B

Equations différenticlles

1. Révisions : Equations différentielles de Sup’
a. Equations différentielles linéaires scalaires du ler ordre

Exercice 15.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. 7y +2y =223 — 522 + 4o — 1;
2.y +2y=2%—2x+3;
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T

3.y +y=mze ",
4. y' — 2y = cos(z) + 2sin(x);

1. On résout d’abord ’équation sans second membre 7y’ + 2y = 0. La solution générale est de
la forme y(z) = Ke~2%/7. On cherche ensuite une solution particuliére sous la forme d’un
polynome de degré 3. Si P(X) = aX?+bX?+cX +d, alors P est une solution de I’équation
si et seulement si

7(3az? + 2bx + c) + 2(az® + ba® 4 cx + d) = 22% — 522 + 42 — 1 pour tout = € R
soit
2ax® + (21a + 2b)2” + (14b + 2¢)x + (Tc + 2d) = 22° — 522 + 42 — 1 pour tout = € R.

Par identification, on trouve que a, b, ¢ et d sont solutions du systeme

20 = 2
2la+2b = -5
14b+2¢ = 4

Tc+2d = -1

On résout ce systéme et on trouve qu’une solution particuliere est donné par 2 — 13z2 +
93x — 326. L’ensemble des solutions de 1’équation est donnée par les fonctions

x5 25 — 1322 + 93z — 326 + Ke 2*/7 avec K € R.

2. On résout I’équation sans second membre y’ + 2y = 0 dont la solution générale est e 2%.

On cherche ensuite une solution particuliére sous la forme d’un polynome de degré 2, y(z) =

axz? 4 bx + c. En procédant exactement comme & la question précédente, on trouve qu’une
2

solution particuliere est donnée par %- — %x + %. Les solutions de I’équation sont donc les

fonctions

2
20 T _3 .9
T Ae +2 2$+4,)\€R.

3. On résout d’abord 1’équation sans second membre 3y’ + y = 0 qui donne y(z) = Ke™*
avec K € R. On cherche ensuite une solution de 1’équation complete sous la forme y(x) =
P(x)e™*, avec P un polynéme. Puisque dans ce cas y'(z) = P'(z)e”* — P(x)e™*, on trouve
que y est solution de ’équation si et seulement si, pour tout « € R,

P'(z)e ™ — P(x)e ™ + P(z)e * = we™ ",
c’est-a-dire si et seulement si, pour tout x € R,

P(x)e ™ =xe " < P'(z)=u.

Le polynéme P(x) = 2%/2 convient, et une solution particuliére de I’équation compléte est
donc x—;e_x. Les solutions de I’équation sont donc les fonctions

1
T (23:2 + K) e ", avec K € R.
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4.

La solution générale de Iéquation sans second membre est y(x) = Ke?*, K € R. Il y
a ensuite plusieurs méthodes pour rechercher une solution particuliere. Par exemple, on
peut chercher une solution particuliére de I’équation 3’ — 2y = cosz. Pour cela, on écrit
que cosz = Re(e®) et on cherche une solution de 3’ — 2y = €'®. Puisque €’ n’est pas
solution de I’équation sans second membre, on cherche une solution particuliere sous la
forme y(r) = ae®®. Cette fonction est solution de 3’ — 2y = €@ si et seulement si

1ae”™ — 2ae"™ = e**

ie si et seulement si

1 —2—1 241
o = == .

T 240 (—24i0)(—2—4) 5

Une solution particuliere de ¢y’ — 2y = cos z est donc donnée par

e\ — e = ——COST — S xT.
) ) )

On cherche ensuite une solution particuliere de 3’ — 2y = 2sinz en utilisant exactement la
méme méthode, mais en remarquant que cette fois sinz = Im(e**). Une solution particu-
liere est donc donnée par

241 4 2
23m <— —5~_26”> :—gsinx—gcosx.

Par le principe de superposition des solutions, on trouve finalement que I’ensemble des
solutions de ’équation différentielle est donnée par les fonctions

4 3 .
z— Ke** — Zcosx — gsmx, avec K € R.

Exercice 16.

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1.
Q42 +y=1+In(l+2z)sur | —1,4o0[;

. y’—%:mQ sur ]0, +oo[;

U = W N

Yy +y= 71-5-191 sur R;

Yy —2zy = —(22 — 1)e” sur R;
-y — 2y =% sur |0, 4o0[;

On commence par résoudre 1’équation homogene 3’ + y = 0 dont la solution générale est
y(x) = Ae~ . On cherche une solution particuliére sous la forme y(z) = A(x)e™?, de sorte
que y'(z) = M (z)e * — A(z)e~*. On introduit ceci dans I’équation différentielle et on trouve

1

/ -z —z -z _
N (z)e Az)e ™ 4+ A(z)e e
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Apres simplification, ceci donne :
1 e’
= N(z) = .
1+4e® (z) 1+e®
Une solution particuliére est donc donné par y(x) = In(1 + e*)e~". Finalement, la solution
générale de ’équation avec second membre est donnée par

N(z)e™

= In(l+e®)e™™ + Ae™ "

. On commence par résoudre 1’équation homogene (14 2x)y’ +y = 0, dont la solution générale

est donnée par y(z) = H%’ A € R. On cherche une solution particuliere par la méthode de
variation de la constante, en posant y(z) = ’1\52, de sorte que
Nz)  AMz)

y(e) = 1+z (1+x)?

En introduisant ceci dans 1’équation différentielle, on trouve

(1+a2) (f/fi — (1/\&2)0 + f‘fl —1+1In(1+z)

ce qui donne apres simplifications
N(z) =1+ In(1+2).

Une primitive est donnée par A(z) = (14 ) In(1 + ), et la solution générale de 1’équation
avec second membre est donc donnée par

A
r+— —— +In(1+ x).
1+ ( )
. On commence par résoudre I’équation sans second membre 3" — £ = 0. On remarque que
r +— x est une solution. L’ensemble des solutions de ’équation sans second membre est donc
les fonctions x — Cz, C' € R. On cherche ensuite une solution particuliere sous la forme
y(xz) = A(z)z. Reportant dans I’équation différentielle, on trouve l’équation X' (z) = x, ce

qui donne A(z) = % + C. L’ensemble des solutions de I’équation différentielle est donc
donné par les fonctions
3
= Cr+ %

. On commence par résoudre I’équation homogene ¢y — 2zy = 0. On a

/

Yy =22y =0 < Y9z — Inly| =2+ C,
Y

et donc la solution générale de I’équation homogene est ¢ — Xe®”. On cherche ensuite une
solution particuliere de l;équation en utilisant la méthode de variation de la constante. On
pose donc y(z) = A(z)e®” et introduisant y dans équation avec second membre, on trouve

X(@)e” = (~22+ 1) = N(z) = (<20 +1)e "+,

. oy 7 — 2 . . BN 7’ .
Une primitive est donnée par A(x) = e~* 1% et donc une solution particuliere de I'équation
avec second membre est donnée par

.2 2
T e T T — o,

Finalement, les solutions de I’équation sont les fonctions x — Ae®” + e®.
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5. On commence par résoudre 1’équation homogene 3’ — %y = 0. On trouve que les solutions
sont les fonctions de la forme y(t) = At2. On cherche une solution particuliére par la méthode
de variation de la constante en posant y(t) = A(¢)t2. L’équation devient :

Dés lors, ' (t) = 1 soit A(t) =t + C. Finalement, les solutions sur |0, +o0o[ de I’équation de
départ sont les fonctions
t—t°+Ct2

Exercice 17.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. ¢ 4+ tan(t)y = sin(2t), y(0) = 1 sur | — w/2,7/2(;
2. (x+ 1)y +ay=a®>—2+1, y(1) = 1 sur | — 1,400 (on pourra rechercher une solution
particuliére sous la forme d’un polyndéme).

1. La solution générale de I’équation homogene est donnée par ¢ — Acost, A € R. On cherche
une solution particuliere par la méthode de variation de la constante et posant y(t) =
C(t) cos(t). Introduisant cette fonction dans 1’équation, et tenant compte de la formule
sin(2¢) = 2sin(t) cos(t), on trouve C’'(¢) = 2sin(¢) dont une primitive est ¢ — —2cost.
Une solution particuliere de I’équation différentielle est donc donnée par la fonction ¢ —
—2cos?t. Les solutions de 1’équation sont alors les fonctions vérifiant ¢ — Acost — 2 cos? t.
On cherche la solution valant 1 en 0. On trouve A — 2 = 1, soit A = 3. Ainsi, la solution
recherchée est la fonction

t — —2cos?t 4 3cost.

2. La résolution de I’équation homogene ameéne a chercher une primitive de la fonction x —
—Z . Pour cela, il suffit d’écrire

r+1°
-z —x—1+1 - 1
z+1  xz+1 z+1°
Les solutions de I’équation homogene, sur 'intervalle | — 1, 400, sont donc les fonctions

x — Az + 1)e~*. On cherche une solution particuliére de 1’équation sous la forme d’un
polynéme. Or, si P est un polynome, le degré de (x + 1)y’ + xy vaut le degré de P plus 1.
On cherche donc y sous la forme d’un polynéme de degré 1, soit y(z) = ax +b. Introduisant
cela dans I’équation différentielle, on trouve

(x+Da+z(ax+b) =22 —z+1.

Par identification, on trouve a = 1, a + b = —1, soit b = —2. Les solutions de ’équation
sont donc les fonctions x — (z—2)+ A(x+1)e~*. La solution vérifiant y(1) = 1 est obtenue
pour A = e.
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Exercice 18.

1. Soient C, D € R. On considere la fonction f définie sur R* par

_ C’exp(%) six >0
f(m)_{DeXp (_71) siz <O.

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur C' et D pour que f se
prolonge par continuité en 0.

(b) Démontrer que si cette condition est remplie, ce prolongement, toujours noté f, est
alors dérivable en 0 et que f’ est continue en 0.

2. On considere ’équation différentielle
22y —y=0.

Résoudre cette équation sur les intervalles |0, +oo] et | — o0, 0].

3. Résoudre I’équation précédente sur R.

1. (a) Il est clair que lim, .o+ f(z) = 0, indépendamment de la valeur de C, et que
lim,_,o- f(z) = +oo si D # 0, et lim,_,g- f(z) = 0 si D = 0. Ainsi, on a un prolon-
gement continu en 0 si et seulement si D = 0. Dans ce cas, on a f(0) = 0.

(b) On suppose donc que D = 0. La fonction f étant identiquement nulle & gauche de 0,
elle est dérivable a gauche en 0 et sa dérivée est nulle. Pour > 0, on a

f(z) = f(0)

. = %exp(—l/x).

Posons u = % Lorsque z tend vers 07, u tend vers +oo et

é exp(—1/x) = uexp(—u).

Par comparaison des fonctions polynomes et exponentielle, on en déduit que w
tend vers 0 lorsque x tend vers 0T, et donc f’ est dérivable & droite en 0, de dérivée
nulle. Ainsi, on a bien que f est dérivable en 0, avec f/(0) = 0. La continuité a gauche
de f’ en 0 ne pose alors pas de problémes. En ce qui concerne la dérivée a droite, on
remarque que, pour > 0, on a

f(z) = ;C; exp(—1/z) = Cu? exp(—u)

toujours avec le méme changement de variables. Comme précédemment, on en tire que
lim,_,o+ f'(z) = 0, et donc que f est continue en 0.

2

2. Sur lintervalle ]0, +o0], la fonction z# ne s’annule pas et 1’équation est équivalente a

L
Yy = x2 Y.
Les solutions de cette équation sont les fonctions y(z) = Cexp(—1/z), ou C' € R. La

résolution sur l'intervalle | — co, 0] donne exactement le méme ensemble de solutions.
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3. Soit y une solution sur R. Sa restriction & |0, +o00[ est solution sur ]0, +o00[, et donc il existe
une constante C' € R telle que, pour tout « > 0, y(z) = C exp(—1/x). La restriction de y a
] — 00, 0] est aussi solution sur | —oo, 0], et donc il existe une constante D € R telle que, pour
tout < 0, y(z) = Dexp(—1/x). Remarquons ici que C et D n’ont aucune raison d’étre
égaux. En effet, les résolutions sur | — 0o, 0[ et ]0, +00] se font totalement indépendamment.
Drailleurs, le résultat des premieres questions entraine que, pour que y soit continue en 0,
il est nécessaire que D = 0. Dans ce cas, la fonction y est de classe C, et elle vérifie bien
I’équation différentielle : c’est clair pour x # 0, et c’est aussi vrai en 0 par continuité de y
et y' en 0.

Exercice 19.

Déterminer les solutions sur R des équations différentielles suivantes :
1.ty — 2y =1t3;
2. t2y —y =0;
3. (1-t)y —y=t.

Les trois équations ont en commun que le terme devant ¢’ s’annule. Il faut donc résoudre I’équation
sur des intervalles ou cette fonction ne s’annule pas (par exemple, |0, +oo[ et | — 0o, 0] pour la
premiére équation), puis étudier si les solutions se recollent correctement (ie si en ”collant” une
solution sur |0, +-o00[ et une solution sur | — oo, 0] on peut obtenir une solution C* sur R).

1. ty' — 2y = t2 : sur |0, +ool, on résout d’abord 1’équation sans second membre

/
ty —2y =0 < y—zg
Y t
et donc les solutions de 1’équation sans second membre sont les fonctions de la forme y(t) =
At2. Pour trouver les solutions de I’équation avec second membre, on peut utiliser la méthode
de variation des constantes, ou remarquer plus facilement que ¢ — #3 est solution. Une
fonction y est donc solution de I’équation sur |0, +oo[ si et seulement s’il existe A € R tel
que y(t) = M2 + 3. De méme, une fonction y est donc solution de I'équation sur | — oo, 0
si et seulement s'il existe u € R tel que y(t) = ut? + t3. Essayons maintenant de résoudre
I’équation sur R. Siy : R — R est solution de ’équation sur R, alors il existe deux constantes
A et p telles que
(t):{ M2 +13 sit>0
ut? +13 sit<0

On veut que y soit continue en 0. Mais on remarque que

Jm y(t) = lim y(t) =0.

y ainsi définie et prolongée par y(0) = 0 est bien continue en 0. De méme, il faut que y
soit dérivable en 0. Mais, y est dérivable & droite en 0, et y/(0) = 0 (c’est la dérivée de
t — M? + 1% en 0), et y est dérivable & gauche en 0 avec y,(0) = 0. Ainsi, la formule

précédente définit bien une fonction y dérivable sur R. De plus, y est solution de I’équation.
On pourra remarquer que l’ensemble des solutions, dans ce cas, est de dimension 2.
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2. t?y’ —y = 0 : On résout d’abord I'équation sur ]0, +oo[. Elle est équivalente & 3/ /y = %, ce
qui nous dit qu’une fonction y est solution sur ]0, 400 si et seulement si y(t) = e~ 1/t avec
A € R. De méme, une fonction y est solution sur | — oo, 0[ si et seulement si y(t) = pe=/*
avec p € R. Si on cherche maintenant une solution y sur R, ses restrictions a |0, +oo[ et &
] — 00, 0[ sont aussi solutions, et il existe A\, u € R tels que

) = Ae7/t st >0
v\ = pe YVt sit <0

On étudie la continuité éventuelle de y en 0. On a

li t) = lim de '/t =0,
S v = i e

tandis que
400 siu>0
lim y(t) = lim pe '/t ={ —co0 sip<0
t—0— t—=0— g —
0 sip=0.

Pour assurer la continuité de y en 0, il est donc nécessaire que = 0 et on prolonge y par
continuité en 0 en posant y(0) = 0. Mais alors, pour ¢ > 0, on a

1 _
y'(t) = 3¢ e

et par comparaison des fonctions puissance et exponentielle, on a
lim 7/(¢) = 0.
t—0+ Y ( )

Puisque bien stir lim;_,o- 3/(¢) = 0 (rappelons que . = 0), y est dérivable en 0. Les solutions
sur R de I’équation sont donc les fonctions

C xeTVt st >0
y(t)_{() sit<0.

On pourra remarquer que ’ensemble des solutions, dans ce cas, est de dimension 1.

3. (1 —4¢)y —y = t : on résout cette fois ’équation sur chacun des intervalles ]1,+oo[ et
| — 00, 1]. Les solutions de I’équation homogene associée, sur |1, +oo[, sont les fonctions de
la forme

A
t— ——, AeR
l—>1_t, €

On résout ensuite ’équation générale par la méthode de variation de la constante. En posant

y(t) = %, on trouve

N(t)=t
et donc une solution particuliere est donnée par y(t) = Q(fiz_t) On a donc prouvé qu’une
fonction y est solution sur |1, +oo[ de I’équation si et seulement s’il existe une constante
A € R telle que y(t) = Qza'tt:). Quand A décrit R, 2\ décrit lui aussi R et on peut réécrire
cet ensemble de solutions plus simplement comme ’ensemble des fonctions qui s’écrivent
y(t) = 2?‘%_{;, A € R. On résout de méme 1’équation sur | — oo, 1[. Considérons maintenant
y une solution sur R de I’équation. Alors il existe deux constantes A et u telles que

{ by sit>1

S sit< L.

y(t) =
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Pour que y soit continue en 1, puisque 1 —t — 0 lorsque ¢ tend vers 1, il est nécessaire que
A+ t2 — 0 lorsque t — 1, soit A = —1. De méme, on doit avoir y = —1. Ainsi, si y est
solution sur R, pour t # 1, elle s’écrit

W) = 3= = —51+ 0.

Cette fonction se prolonge par continuité en 1, et on vérifie aisément qu’elle est solution de
I’équation. Dans ce cas, I’ensemble des solutions est un espace affine de dimension 0.

Exercice 20.

Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes :

_1l4lnz

2% sur |1, 400, puis sur ]0, +00[;

1. (xlnz)y —y =

2. 2y +2y = 75 sur Ry

3. ycos’x —y =e?"% sur R;

1. Sur |1, +o0[, la fonction x — xInz ne s’annule pas et donc on a bien affaire & une équation
différentielle linéaire d’ordre 1 sur cet intervalle. L’ensemble de ces solutions est donc une
droite affine. On commence par résoudre I’équation sans second membre,

y' 1

(zlnz)y —y=0 < == .
y xlnz

Puisqu’une primitive de # — —— est In(In(z)), on intégre et on trouve In[y| = In(In(z)) +
K, soit y(z) = Cln(z). On cherche maintenant une solution particuliére en utilisant la
méthode de variation de la constante : on cherche donc une solution sous la forme

f(z) = C(x) In(z).

En dérivant,

f'(z) = C'(z) In(z) +

C(x)
et
On introduit alors dans I’équation pour obtenir :
(z1n(z)) In(z)C’'(z) = —(1 + In(z))/z
soit
_ 1+In(z)
P2 @)?

Ceci est de la forme —u’/u?, avec u(z) = z In(z). On peut donc intégrer pour trouver qu’une
solution particuliére est donnée par C'(z) = ﬁ(m), soit f(x) = % Finalement, on trouve

C'(z) =

que les fonctions solutions de 1'équation différentielle sur |1, +oco[ sont les fonctions

1
xl—);—kC’ln(m), C eR.
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Etudions maintenant cette équation sur R’ . Le probleme est que x + zInz s’annule en 1
et que l'on sort du cadre des théorémes usuels. On ne sait donc méme pas s’il existe des
solutions sur cet intervalle et, s’il en existe, quelle sera la dimension de I’espace des solutions.
En revanche, on sait résoudre I'équation sur |1, +oo[ et aussi sur ]0,1[ (exactement de la
méme fagon). Si f est donc une solution sur ]0, +oc], il existe donc deux constantes C' et D
telle que )
=+ Clnz siz>1
fa) = { g—l—Dlnx si z €]0,1].

Il faut remarquer que les constantes C et D peuvent étre distinctes, puisqu’on a simplement
écrit que f est d’une part solution sur |1, +ool, d’autre part solution sur ]0, 1[. Tout le travail
maintenant consiste a savoir s’il y a raccordement de ces solutions, c’est-a-dire si on peut
choisir C' et D de sorte que la formule précédente définisse une fonction dérivable sur
10, 400[. D’une part, puisque In(1) = 0, on remarque que

La fonction est donc continue en 1, quelles que soient les valeurs de C et D. On dérive, et
on sait que f/(z) = —% + € siz > 1, f/(z) = —% + £ sinon. On a donc

lim f'(z) = —1+ C tandis que lim f'(z)= -1+ D.

z—1t T—1-
Les limites & droite et & gauche de f’ coincident si et seulement si C = D. Autrement dit,

/' est dérivable en 1 si et seulement si C = D. Ainsi, les solutions de I’équation sur ]0, +o0]
sont les fonctions qui s’écrivent

1
z+— —+Cln(z), C eR.
x

. On va résoudre I’équation différentielle sur I; =|0,4o0[ et sur Iz =] — 00, 0], intervalles
ou la fonction devant y’ ne s’annule pas. On fixe donc j dans {1,2}. On résoud sur I,
I’équation sans second membre, zy’ + 2y = 0. Les solutions qui ne s’annulent pas vérifient
y'/y = —2/z, soit In|y(x)/C| = In|1/2?| avec k une constante. Les fonctions z — 1/2? sont
donc solutions, et puisqu’on sait que ’ensemble des solutions est de dimension 1, on trouve
que l'ensemble des solutions sur I; de équation xy’ + 2y = 0 sont les fonctions Cj/mz.
On résoud maintenant ’équation avec second membre en utilisant la méthode de variation
de la constante. On pose donc y(x) = A\(x)/x?. y est solution de I’équation différentielle si

et seulement si

x? 1

172 it
En intégrant, une solution particuliere est donnée par

X ()

xr — arctanx

A(z) = 5

X

Les solutions sur I; de I’équation différentielle sont donc les fonctions

x —arctanz + Cj
T 5 .
x
Soit maintenant z une solution sur R. Alors z|;, est solution de I’équation différentielle sur
I;. Ainsi, il existe des constantes C et Cy telle que z vérifie sur I;

x — arctanz + C}
5 .

z(x) = .
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Il faut que z soit continue en 0. Pour que la fonction admette une limite finie en 0, il est
nécessaire que C; = 0. Réciproquement, si z(z) = ‘”’a‘;% pour z # 0, alors on effectue
un dl et on trouve

z(x) = g + o(x).

Il suit que z, prolongée par z(0) = 0, est dérivable en 0 avec z'(0) = 1/3. z est donc 'unique
solution de I’équation différentielle sur R.

3. On commence par résoudre I’équation différentielle sur wun intervalle du type
]—g +km, 5+ kw[, avec k € Z, intervalle sur lequel la fonction tan est bien définie. La
solution générale de I’équation homogeéne est de la forme x — Aet22%, X\ € R. La recherche
d’une solution particuliere par la méthode de variation de la constante amene a

/\’(]J) COS2(1‘)€tanm —_ etan:c

ce qui donne comme solution particuliere z +— €% (tanz + \), A € R. Lorsque x tend
vers 7/2 + km (par valeurs inférieures), cette fonction tend vers oo : il n’y a donc pas de
raccodement possible.

Exercice 21.

L’accroissement de la population P d’un pays est proportionnel a cette population. La population
double tous les 50 ans. En combien de temps triple-t-elle ?

L’accroissement de la population est mesuré par P’(t), cette fonction est donc proportionnelle &
P(t). Autrement dit, P vérifie une équation différentielle du type P’(t) = kP(¢). Sa solution est
de la forme P(t) = Ce**. De I'autre information (la population double tous les 50 ans), on déduit
que P(t + 50) = 2P(¢) pour tout ¢ > 0. Ainsi, on a

CeMeP% = 2Cek" — 50k =1n2 = k = In2/50.

On cherche z tel que P(t + x) = 3P(t) pour tout ¢t > 0. Ceci donne

CeFteb® = 3Cef — kr=In3 — 2 = 5(1) 123 ~ 79, 24.
n

La population triple environ tous les 79 ans un quart.

b. Equations différentielles linéaires scalaires du 2nd ordre a coefficients constants

Exercice 22.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
Ly =2y +y=u2,y(0)=y(0)=0;
2. y"+9y=x+1,y(0)=0;

3.y — 2y +y=sin’z;
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1. On commence par résoudre I’équation homogene y” — 2y’ + y = 0. Son équation caracté-
ristique est r? — 2r 4+ 1 = 0, dont 1 est racine double. Les solutions générales de I’équation
homogene sont donc les fonctions

x = Ae” + pxe®.

Comme 0 n’est pas racine de I’équation caractéristique, on va chercher une solution particu-
liere sous la forme d’un polynome de degré 1. Mais y(x) = ax + b est solution de ’équation
différentielle si et seulement si :

VeeR, 2a+ar+b=2 < Yz eR,(a—1)z+ (b—2a)=0.

Un polynome réel étant identiquement nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls,
on en déduit que a = 1 et b = 2. Les solutions de 1’équation sont donc les fonctions de la
forme

x = Ae® + pxe® + (x + 2).

Si on ajoute les conditions y(0) = y'(0) = 0, on obtient les équations
A+2=0etA+pu+1=0,
soit A = —2 et u = 1. La seule solution de I’équation est donc la fonction
z = (z—2)e” + (z +2).

2. L’équation homogene y” + 9y = 0 admet pour équation caractéristique associée r2 +9 = 0,
dont les racines sont 3¢ et —3i. Les solutions réelles de I’équation homogene sont donc les
fonctions de la forme ¢ — cos(3x) et ¢t — sin(3z). On cherche une solution particuliere
sous la forme d’un polynéme de degré 1, et on trouve x — %"1. Les solutions de I’équation
différentielle sont donc les fonctions de la forme

r+1

x +— Acos(3z) + Bsin(3x) + 9

La condition y(0) = 0 entraine A = —1/9.

3. L’équation caractéristique est 72 — 2r + 1 = 0 dont 1 est racine double. Les solutions de
I’équation homogene sont donc les fonctions de la forme

x+— (A+ Bzx)e®, A,BeR.

, , . . 1—cos(2 ..
Pour résoudre 'équation avec second membre, on linéarise sin? z = 2=<%2%) Pay Je principe
) 2

de superposition des solutions, on cherche d’abord une solution particuliere qui correspond a
1/2. La fonction constante égale a 1/2 convient. On cherche ensuite une solution particuliére
convenant & cos(2z) (il suffira ensuite de multiplier par —1/2 pour trouver une solution
convenant a —cos(2x)/2). On cherche cette solution particuliere sous la forme y(z) =
ccos(2x) + dsin(2z). On a alors

y"(z) — 29/ (z) + y(x) = (—3c — 4d) cos(2z) + (4c — 3d) sin(2z).

On cherche donc ¢ et d solutions du systeme

—3c—4d= 1

dc—3d= 0
On trouve ¢ = —3/25 et d = —4/25. Les solutions de I’équation différentielle sont donc les
fonctions

1 3 2
x+— (A+ Bx)e® + 5 0 cos(2z) + 3E sin(2z), A,B € R.
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Exercice 23.

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1
2
3
4
5

1.

Yy =4y +3y= (224 1)e 7

Yy =4y 4+ 3y = 22+ 1)e”;

Y =2y +y= (224 1)e® + 37

Yy — 4y + 3y = 2%e® + xe*® cosx;

Y =2y + 5y = —de * cos(x) + Te T sinx — 4e® sin(2z) ;

On commence par résoudre I’équation homogene 3" — 4y’ + 3y = 0. Son équation carac-
téristique est r2 — 4r + 3 = 0, dont les racines sont 1 et 3. Les solutions de 1’équation
homogeéne sont donc les fonctions x +— Ae® + ue3*. Comme -1 n’est pas racine de 1’équation
caractéristique, on cherche une solution particuliére sous la forme y(z) = (az + b)e™®. En
dérivant, on trouve

y'(z) = (—az + (=b+a)e”, y'(z) = (az + (b—2a))e”"

et donc a et b sont solutions du systeme :

8a = 2
8 —6a = 1

On résoud ce systéme, et on trouve qu’une solution particuliére est donnée par yo(z) =
(% + 1573) e~”. Finalement, les solutions de 1’équation avec second membre sont les fonctions
de la forme

€ 5 T ] 3x
xr—>(4+16>e + e + pe’® A\ peR.

. L’équation homogene a déja été résolue a la question précédente. Pour résoudre I’équation

avec second membre, on remarque cette fois que 1 est racine simple de ’équation caractéris-
tique. On cherche donc une solution particuliére sous la forme y(x) = (ax? +bx)e® (on peut
trouver un polyndéme sans terme constant car la fonction x +— e” est solution de 1’équation
homogene). On dérive pour trouver

y'(z) = (az® + (2a + b)z + b)e” et y'(z) = (az® + (4a+ b)z + (2a + 2b))e”.

Par identification, a et b sont solutions du systeme

—4a = 2
20 —2b = 1

On obtient comme solution a = —1/2 et b = —1. La solution générale de 1’équation avec
second membre est donc donnée par la formule

2

Y > (?—x)e‘f—i—)\em—kue‘?’m, A€ R.

. On commence par résoudre I’équation homogene y” — 2y’ + y = 0. L’équation caractéris-

tique associée est 72 — 2r + 1 = 0 qui admet 1 comme racine double. La solution générale
de I’équation homogene est donc (Azx + B)e”.
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On cherche une solution particuliere de ’équation générale en utilisant le principe de su-
perposition des solutions. On commence donc a chercher une solution de y” — 2y’ +y =
(2 + 1)e®. On la cherche sous la forme d'une exponentielle polynome P(z)e®. Comme 1
est racine double de ’équation caractéristique, on sait qu’on va trouver une solution avec
un polynéme P de degré inférieur ou égal a 4. Utilisant

Y (z) = (P'(z) + P(x))e” y'(z) = (P"(2) + 2P'(x) + P(x))e”,

on obtient
y'(z) — 2y’ (z) + y(z) = P"(x)e”.

y est donc solution de I’équation si et seulement si P” = x2 + 1. On obtient donc une
solution particuliere sous la forme
4 2
x x -
— 4+ — ) e
(12 + 2 )

On cherche maintenant une solution particuliere de y” — 2y’ + y = €3%. Cette fois, 3 n’est
pas racine de ’équation caractéristique, et on peut chercher une solution particuliére sous
la forme y(z) = ae®®. On obtient, en introduisant dans I’équation

1
dJao—ba+a=1 <= azi.

Les solutions de I’équation générale de départ sont donc les fonctions

4 2
x x 1
A |l=4+—=—+4+A B e® + =32,
T (12—1—2—1— T+ )e+4e
. On résoud ’équation homogene y”" — 4y’ + 3y = 0. On introduit I’équation caractéristique
r2 —4r +3 = 0. Ses racines sont 1 et 3. On en déduit que la solution générale de I’équation
sans second membre est
x> Ae® + pue® A\ peR.

On cherche une solution particuliere en utilisant le principe de superposition des solutions.
On cherche donc d’abord une solution de y” — 4y’ + 3y = x%e®. Puisque 1 est solution de
’équation caractéristique, on cherche une solution sous la forme y; () = (a2 +ba? +cx)e®.
En dérivant et en identifiant, on obtient le systéme

—6a = 1
6a —4b =
2b—2¢c = 0

Une solution particuliere est donc obtenue par

1 3 1 2 1 a3
z)=—|=x>+ x4+ -z | €.
y1() (6 T Ty )
On cherche ensuite une solution particuliere de y” — 4y’ + 3y = we?* cosz. On va en fait
chercher une solution particuliére de 3’ — 4y’ + 3y = xe®>T9* et on en prendra la partie
réelle. 2 4 ¢ n’étant pas solution de 1’équation caractéristique, on cherche une solution sous
la forme ys(z) = (ax + b)e®>t)?. Aprés dérivation et identification, on trouve le systéme

—2a = 1
2ia —2b = 0.
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On trouve ya(x) = (f%x — %) e(2t9)7  Prenant la partie réelle, une solution particuliére de

y" — 4y’ + 3y = 2€* cos x est obtenue par
. T n 1 .
x ——cosx + —sinz | e”®.
2 2
La solution générale de I’équation différentielle initiale est donc donnée par

1 1 1 1
T — <6a?3 + ZxQ + 430) e’ + <—;Ucosx+ 2sinaz:) e2® + \e® + pue®.

. L’équation caractéristique est r2 — 2r + 5 = 0, dont les racines sont 1 + 2 et 1 — 2i. La
solution générale de 1’équation homogene est donc donnée par

x = Ae” cos(2z) + pe® sin(2z),
avec A, 4 € R. On cherche ensuite une solution particuliere de ’équation
y" — 2y + 5y = —de” " cos(x) + Te” " sin(x).
On va plutdt résoudre y” — 2y’ + 5y = e(~119? puis considérer les parties réelles et imagi-
naires. Comme —1 41 n’est pas racine de I’équation caractéristique, on cherche une fonction
de la forme yo(z) = ae=')*. On trouve, en dérivant et en utilisant 1’équation
(1442 —2(-1+4) +5)a=1.

Il vient a = 1/(7 — 4i) = (7 + 44)/65. Une solution particuliere de y” — 2y’ + 5y =
—4e~" cos(x) + Te~ " sin(x) est alors donnée par

—4Re (ae(_l‘”)x) + 7Sm (ae(_1+i)x) = —43m (iae(_l‘”)x) + 7Sm (ae(_l'”)”)

Sm ((—4i + 7)ae(*1+i)w)

m (6(71+7L)z)

=e *sinz.

&

On cherche ensuite une solution particuliere de 1’équation
y" — 2y + by = —4e” sin(2x).

On cherche de la méme facon a résoudre y” — 2y’ + by = —4e(1 292 Comme 1 + 2i est
solution de I’équation caractéristique, on va chercher une solution sous la forme aze(! 1297,
dont on prendra ensuite -4 fois la partie imaginaire. On trouve finalement que xe® cos(2x)
est solution de y” — 2y’ + by = —4e” sin(2z). Finalement, les solutions de I’équation de
départ sont les fonctions

x > xe® cos(2z) + e~ Tsinz + \e® cos(2z) + pe” sin(2x), A\, p € R.
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Exercice 24.

On cherche a résoudre sur R’} I’équation différentielle :
z2y"—3zy + 4y = 0. (E)

1. Cette équation est-elle linéaire 7 Qu’est-ce qui change par rapport au cours ?
2. Analyse. Soit y une solution de (E) sur R%.. Pour t € R, on pose z(t) = y(e).
(a) Calculer pour t € R, 2/(¢) et 2" (¢).

(b) En déduire que z vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants que 'on précisera (on pourra poser z = e’ dans (E)).

(¢) Résoudre 'équation différentielle trouvée a la question précédente.
(d) En déduire le "portrait robot” de y.

3. Synthese. Vérifier que, réciproquement, les fonctions trouvées a la fin de ’analyse sont bien
toutes les solutions de (E) et conclure.

1. Oui, il s’agit bien d’une équation linéaire, mais elle n’est pas a coeflicients constants.

2. (a) On doit dériver une fonction composée. On trouve
2 (t) = ety (ef) et 2" (t) = 'y (e?) + ety (e).
(b) En posant, comme indiqué dans I’énoncé, z = e!, (E) se réécrit :
ety (et) — ety (e') + 4y(e?) = 0.
On exprime ensuite 3’ (e?) et " (e!) en fonction de 2/(t) et de 2”(t). On trouve :
y'(e') =e 2 (t) et y(e') = e (t) — ey () = e (2 (1) — £ (¢)).
En introduisant cela dans (F), on obtient
2'(t) = 2'(t) = 32/ (t) +42(t) = 0 <= 2"(t) — 42/ (t) +4z(t) = 0.

(¢c) I s’agit maintenant d’une équation différentielle du second ordre a coefficients
constants. Son polynome caractéristique est A2 — 4\ +4 = 0, dont la seule solution est
A\ = 2. Ainsi, il existe deux constantes a et b telles que z(t) = ae® + bte?:.

(d) On revient a y par y(x) = z(Inz) et t = Ina. On trouve que si y est solution de
I’équation, alors on a
y(x) = az? + bz In(z).

3. On a montré que si y est solution de (E), alors il existe deux réels a,b tels que, pour tout
x>0, on a y(z) = ax® + bx? In(x). Réciproquement, il est facile de vérifier que la fonction
x — ax? + bx?Inz est solution de ’équation. On a donc trouvé toutes les solutions de
I’équation.
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Exercice 25.

Pour les équations différentielles suivantes, déterminer 'unique fonction solution :
1.y + 2y + 4y = ze®, avec y(0) = 1 et y(1) = 0.
2.y’ =2y + (1+m?)y = (1+4m?) cos(mz) avec y(0) = 1 et 3/ (0) = 0; on discutera suivant
que m =0 oum # 0.

1. On commence par résoudre I’équation homogene. Son équation caractéristique est r2 4 2r 4
4 = 0, dont le discriminant est —12 et les racines sont —1 + iv/3 et —1 —i4/3. Les solutions
de I’équation homogene sont donc les fonctions de la forme

y(x) = ae~® cos(V/3z) + be % sin(v/3z),

avec a,b € R. Cherchons maintenant une solution de 1’équation avec second membre. On
peut chercher une solution de la forme y,(z) = (cx + d)e”. On a alors

Yy () 4 2y, () + 4yp(x) = (Tcx + 7d + 4c)e”.

Apres identification des coefficients, on trouve une solution particuliere pour ¢ = % et
d= Z—g. Les solutions de ’équation différentielle sont donc les fonctions de la forme
ze®  4e”
ae™® cos(V/3x) + be ™% sin(V/3z) + TR

avec a,b € R. Maintenant, si ’'on cherche une solution vérifiant y(0) = 1, on doit avoir

53

a=—.

49

La condition y(1) = 0 est alors satisfaite si et seulement si
_ 53cos V3 + 3e?
49sin/3

Remarquons qu’on démontre que 1’équation différentielle, avec les conditions imposées, ad-
met une unique solution, ce qui n’est pas un résultat de cours (existence et unicité sont
obtenues sous une condition de la forme y(zo) = yo et ' (zo) = y1).

2. On commence par traiter le cas m = 0, ou I’équation différentielle devient y” — 2y +y = 1.
Son équation caractéristique est 72 — 2r + 1 = 0, qui admet 1 pour racine double. On peut
continuer la résolution, ou bien remarquer que ’on sait par le cours qu’il existe une unique
solution au probléme (avec les conditions initiales), et que la fonction constante y = 1
est solution du probléeme! Traitons maintenant le cas m # 0. L’équation caractéristique
admet pour discriminant —4m? dont les racines sont +2im. Les solutions de 1’équation
caractéristique sont donc 1 + im et les solutions de 1’équation homogene sont donc les
fonctions de la forme

y(z) = aexp(x) cos(mz) + bexp(x) sin(max),

avec a,b € R. Cherchons maintenant une solution particuliere sous la forme y,(z) =
ccos(ma) + dsin(mz). On a

y'(z) =2y (2) + 1+ mP)y(z) = (—cm?—2dm+ (14 m?)c) cos(mz) +
(= dm?® + 2em + (1 + m®)d) sin(ma).
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Par identification, on cherche c et d satisfaisant le systeme

—em? —2dm + (1+m?)c = (1+4m?)
—dm? +2cm + (1+m?)d = 0.
La résolution de ce systeme donne ¢ = 1 et d = —2m. Les solutions de I’équation sont donc

les fonctions de la forme
y(x) = aexp(x) cos(mz) 4+ bexp(x) sin(mzx) + cos(mz) — 2m sin(mz).

La condition y(0) = 1 donne a = 0, tandis que la condition 3'(0) = 0 donne b = 2m.
L’unique solution au probleme est donc la fonction

x +— 2mexp(z) sin(ma) + cos(mz) — 2m sin(mz).

2. Spé : systémes différentiels

Exercice 26.
Le mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique suivant 'axe (Oz) est régi
par un systeme différentiel de la forme
x// — wy/
= —wr’
2 =0

ou w dépend de la masse et de la charge de la particule, ainsi que du champ magnétique. En
posant u = x’ + 13/, résoudre ce systéme différentiel.

D’abord, l’équation z” = 0 donne facilement z(t) = at + b, avec a et b des constantes. Ensuite,

on a
u =" +iy =wy —iwr = —iwu.

On en déduit que u(t) = (c + id)e~™!. En prenant les parties réelles et imaginaires, on trouve
que

2'(t) = ccos(wt)+ dsin(wt)
y'(t) = dcos(wt) — csin(wt).

11 suffit d’intégrer une nouvelle fois pour trouver les valeurs de x et de y :

z(t) = ¢ sin(wt) —d cos(wt) +
y(t) = d sin(wt) + ¢ cos(wt) + yo

ot on a posé ¢ = c/w et d = d/w. Il s’agit d’un mouvement hélicoidal.

34



Exercice 27.

Résoudre les systemes différentiels suivants :

¥ = z4+2y—2 r = y+z
1.{ ¢y = 2x+4y—2z 2¢ 9y = —x+2y+=z
2 = —z—-2y+z 2 = x4z

1. Introduisons la matrice

1 2 -1
A= 2 4 -2,
-1 -2 1

'(t)
de sorte que le systéme s’écrit X’ = AX avec X(t) = | y'(t) |. Le polynéme caracté-
(1)
ristique de A est X?(X — 6). 0 est valeur propre double, mais A est de rang 1 et donc
ker(A) est de dimension 2. Une base de ker(A) est donnée par les vecteurs u; = (1,0, 1) et
uz = (2,—1,0). D’autre part, une base de ker(A — 61) est donné par uz = (1,2, —1). Les
solutions sont donc données par les triplets s’écrivant

X (t) = Mg + puy + veblus.

2. Introduisons cette fois la matrice

~

z'(t)
de sorte que le systéme s’écrit X' = AX avec X (t) y'(t) Son polynome caractéris-
()
tique est X (X — 1)(X —2), de sorte que ses valeurs propres sont 0, 1,2, de vecteurs propres
respectifs associés up = (1,1, —1), u; = (0,—1,1), et ug = (1,1, 1). A1n51 les solutions sont
données par les triplets
X (t) = dug + pelug + ye*tus.

Exercice 28.

Donner les solutions réelles du systéme différentiel X’ = AX lorsque

1 10 0 1 -1
1A= -1 2 1 2A=(1 4 -2
1 01 2 6 -3
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1. Les valeurs propres (complexes) de A sont 2, 14 et 1 —4. Un vecteur propre associé & 2 est
donné par (1,1,1). Pour les deux autres valeurs propres, et pour trouver les solutions réelles,
on va appliquer la méthode des coefficients indéterminés. On cherche donc une solution X (t)
s’écrivant

a d
X(t)y=| b |e‘cost+ | e |e'sint
c f
et on cherche les relations sur les coefficients a, . . ., f pour que X (¢) soit solution du systeme.

La relation X'(t) = AX(t) donne le systéme :

(a+b)etcost + (d+e)etsint = (a+d)etcost+ (—a+ d)elsint
(—a+2b+ c)etcost + (—d +2e + f)etsint = (b+e)elcost+ (—b+e)elsint
(a+c)etcost + (d+ fletsint = (c+ f)etcost + (—c+ f)elsint
Par identification, on trouve
b = d
e = —a
b = —c
e = —f
a = f
d = —c

Les deux dernieres équations sont inutiles car elles se déduisent des précédentes. On peut
alors choisir a et b comme parameétre, et on obtient un espace vectoriel de dimension deux
de solutions, décrit par

cost sint
et | —sint | + pet cost
sint —cost

En conclusion, un triplet (z1(¢),z2(t),z5(t)) est solution du systéme ssi il existe trois
constantes a, A\ et u telles que

21(t) = e + el cost + pelsint
2o(t) = e — \elsint + pet cost
x3(t) = e’ + Xelsint — pel cost

2. Les valeurs propres de la matrice sont 1, ¢ et —i. Un vecteur propre associé a 1 est V; =

1 )
—3 |. Un vecteur propre associé a i est V; = 1 |. Bien entendu, la matrice étant
—4 2

réelle, un vecteur propre associé & —i est V;. Pour obtenir des solutions réelles, on peut
considérer (toujours parce que la matrice A est réelle) Re(V;e) et Im(V;e'). On trouve
alors les solutions (indépendantes)

—sint cost
cost et sint
2cost 2sint

La solution générale du systéme dans R est donc

Aet — pusint 4+ vcost
—3Xet + pcost + vsint
—4Xe! + 2pcost + 2usint
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Exercice 29.

Résoudre le systéme différentiel X' = AX lorsque

0 2 2 -6 5 3
1. A= -1 2 2 2 A= -8 7
-1 1 3 -2 1 1

1. On calcule le polynéme caractéristique de A qui est (X — 2)2(X — 1). On cherche ensuite

2 2
un vecteur propre pour la valeur propre 1. On trouve | 0 |. La fonction ¢ — et [ 0
1 1

est donc une solution. Malheureusement, si on calcule A — 21, on obtient que la matrice est
de rang 2, et donc le sous-espace propre associé a 2 est de dimension 1 : la matrice n’est
pas diagonalisable ! On applique alors la méthode des coefficients indéterminés pour obtenir
I’espace vectoriel de dimension 2 des solutions associé & cette valeur propre. Autrement dit,
on cherche les conditions sur a, b, ¢,d, e, f pour que la fonction

at+b
Xt)=e*| ct+d
et + f

soit solution de X'(t) = AX(¢). Ceci est équivalent &

)-
2at + (a + 2b) 2(c+e)t+2(d+ f)

2ct+(c+2d) | = (—a+2c+2e)t+ (—b+2d+2f)
2et + (e + 2f) (—a+c+3e)t+ (—b+d+3f)

On identifie d’abord les termes de degré 1. On trouve le systéme

a = c+e a—c—e = 0
2c = —a+2c+2e <+ a—2 = 0
2 = —a+c+3e a—c—e = 0

La premiere et la troisieme ligne sont identiques. On trouve donc

a = 2e
= e
e =

On identifie ensuite les termes constants. On trouve :

a+2b = 2(d+f)
c+2d = —b+2d+2f
e+2f = —b+d+3f

On remplace a et ¢ par leur valeur en fonction de e (qui est un parameétre), puis on simplifie.
Deux équations sont identiques et on trouve que le systéme précédent est équivalent a :

b = 2d—e
—b+2c+2f = e — d - d
—b+2f = f = d
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Ainsi, la solution générale de ’équation est

2 2et +2d — e
Xet | 0 | +e? et +d ,
1 et+d

A, d et e étant des parameétres réels.

. Le polynéme caractéristique de A est X (X — 1)2. On peut vérifier que A(A —I) # 0, et
donc que le polynéme minimal de A est X (X — 1)2. La matrice A n’est pas diagonalisable.

1
On recherche ensuite la valeur propre 0. Un vecteur propre associé est 0 et donc la
2
1
fonction t — | 0 | est une solution. On étudie ensuite la valeur propre 2 en appliquant la
2
at+b
méthode des coefficients indéterminés. On pose X (t) = [ ct+d | €' et on étudie & quelle
et + f
condition X'(t) = AX(t), c’est a dire :
at+ (a+b) = (—6a+5c+ 3e)t+ (—6b+5d+3f)
ct+(c+d) = (—8a+Tc+4de)t+ (—8b+7d+4f)
et+(e+f) = (—2a+c+e)t+(—2b+d+f)

On peut alors résoudre ce systéme (en fait, exprimer tous les paramétres en fonction de 2).
On peut aussi utiliser la méthode suivante. On cherche une solution sous la forme

X(t) = e (tVa + V7).
On a X'(t) = AX (t) si et seulement si

AV, = Vo . Vo = (A-DVi
AV = Vi+V, (A-D2V; = 0

On cherche alors I'expression d’un élément Vi de ker(A — I)?2. 1l est facile de vérifier que le
noyau de (A — I)? est le plan d’équation 3X — 2Y — Z = 0, dont une base est constituée

1 1
des vecteurs 1 ], 0 |.V; sécrit donc
1 3
1 1
Vi=2A 1 +u 0 s
1 3
avec A, des réels. On en déduit
1
Vo=(A-DVi =(A+2p) 2
-1
Finalement, les solutions s’écrivent donc
1 At p 1
v 0 | +eéf A + (A + 2u)te! 2
2 A+ 3p -1
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Exercice 30.

a b c
Soit A la matrice A = 0 a b |. Calculer exp(A). En déduire la solution générale du
0 0 a
syteme X' = AX.
Introduisons
0 1 0
B=|0 0 1
0 0 O
Il est facile de remarquer que
0 0 1
B*=|0 0 0
0 0 0

et B" =0 pour n > 3. De plus, A = (al3 + bB + c¢B?). Puisque I3, B et B?> commutent, on a
exp(A) = exp(a) exp(bB) exp(cB?).

Or, utilisant que B™ = 0 pour n > 3, on trouve

“+o0o
(bB)"
exp(bB) = Z py
n=0
b? B2
= I3+ bB + 5
et
+oo 2\n
2y (eB*%)
exp(cB?) = T;) "
= 13 ol CBZ.
Il vient
b2 B2
exp(A) = e ([3 +bB + 5 ) (Is + cB?)
b2
= €a <I3+bB+<2+C> BQ>
soit
e®  be? % + c) e?
eXp(A) = 0 ea bea
0 0 e?

La solution générale de X’ = AX est alors donnée par X (¢) = exp(tA4)X(0), soit, en posant
X(0) = (a, 8,7)

1 bt ct + b22t2
Xt)=ae™ | 0 | +pe | 1 | +~e™ bt
0 0 1
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Exercice 31.

Résoudre les systemes différentiels suivants :

L et = 6ai(t) +3a(t) — 3t + 4e3t o [ wi(t) = x(t)+2ma(t) +
T 2h(t) = —dwy(t) — z2(t) + 4t — e zh(t) = —4dx1(t) — 3za(t).
On donnera les solutions réelles.
. 6 3 . 5
1. Soit A = 4 1 la matrice du systeme. Ses valeurs propres sont 2 et 3, avec vecteurs

propres respectifs (—3,4) et (4, —4). Soit P la matrice de passage de la base canonique & la
nouvelle base, c’est-a-dire

_ (-3 4 4 _1(4 4
P‘(4 —4>’P _4(4 3)'

Soit Y (t) = (z;gg) tel que X (t) = PY (t). Le systéme se réécrit alors en

PY (t) = APY (t) + B(t) <= Y(t) = P 'APY (t) + P"'B(t),

ou B(t) = (;‘it_téiff) Ainsi, on obtient le systéme différentiel diagonal suivant :
yi(t) = 2u(t)+t
yh(t) = 3ya(t) + 3.

Il est désormais facile de résoudre séparément chacune des équations différentielles séparé-
ment, en cherchant notamment une solution particuliere sous la forme d’une exponentielle-
polynome. On trouve alors que

wi(t) = e —§-3
ya(t) = pe +te’

Revenant & X (), on trouve que les solutions du systéme différentiel initial sont les fonctions

z1(t) = —3Xe? + 4ued + % + % + 4tet
To(t) = 4Xle? —4puedt — 2t — 1 — 4tedt.

2. La méthode est similaire, mais cette fois la matrice n’est diagonalisable que sur le corps des
1 2
-4 -3
propres sont —1 + 2i et —1 — 2i, avec vecteurs propres respectifs (1 —4,2i) et (1 + ¢, —2i).

Soit P la matrice de passage de la base canonique a la nouvelle base, c’est-a-dire

_f1—i 1+ L) i - =1y
P‘( 2i 21)’]) _4(2i 11)'

Soit Y (t) = (g;gg) tel que X (t) = PY (t). Le systéme se réécrit alors en

nombres complexes C. On pose donc A = ( ) la matrice du systeme. Ses valeurs

PY(t) = APY(t) + B(t) <= Y(t) = P *APY(t)+ P"'B(t),
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ou B(t) = (é) Ainsi, on obtient le systeme différentiel diagonal suivant :

{ ) = (=1+4+20)y(t) +t/2
yo(t) = (=1 —2d)ya(t) +1t/2.

Ses solutions (complexes) sont

A

=

)
|

pat) = ey Lo 242

avec ¢, cp € C. Sion revient & 1 et 3, et en remplacant e(~ 129 par e~*(cos(2t)+i sin(2t)),
on trouve

{ z1(t) ((Cl +c2) — i(c1 — 02)) cos(2t) + ( c1 —c) + (e + 02))€—t sin(2t) + % _
zo(t) = 2i(c; —co)e teos(2t) — 2(c1 + c2)e sin(2t) — ﬁ TN

On pose X = ¢; + ¢ et u =i(c; —ca). Le couple (A, u) parcourt C? lorsque (c1, c2) parcourt
C?, et les solutions complexes du systéme sont

z1(t) = (A— u) tcos(2t) + (A + p)e tsin(2t) + 2 — &
za(t) = 2pe~'cos(2t) — 2 e 'sin(2t) — £ + 2.

Pour obtenir les solutions réelles, il suffit de prendre A, p dans R.

Exercice 32.

: b . . .
Soit A = z d ) une matrice complexe. Montrer que toutes les solutions du systéme X'(t) =

AX(t) tendent vers 0 en 400 si et seulement si les valeurs propres de A sont toutes de partie
réelle strictement négative.

On peut réduire la matrice A sur C. Il existe une matrice inversible P telle que P~tAP est égale
a l'une des deux matrices suivantes :

A0 Al
T_<0 M)ouT—<0 )\>'
Posant Y (t) = P~1X(t), le systéme est équivalent &
PY'(t) = APY (t) < Y'(t) =TY (t).

Toutes les normes sur C? étant équivalentes, il suffit de vérifier que les lignes de Y (¢) sont toujours
bornées.

— Dans le premier cas (A diagonalisable), les solutions sont les fonctions de la forme
yl(t) = OleAt et yg(t) = Cgeﬂt.

Ces deux fonctions tendent toujours vers 0 en 400 si et seulement si Re(A\) < 0 et Re(p) < 0.
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— Dans le second cas (A trigonalisable), les solutions sont de la forme
y1(t) = eM(CL 4+ tCy) et yo(t) = Coe™.

Par comparaison des fonctions exponentielles et des polynomes, ceci tend toujours vers 0
en +oo si et seulement si Re(A) < 0.

Exercice 33.

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Démontrer ’équivalence de
1. A est antisymétrique;

2. toutes les solutions de 1’équation X’ = AX sont de norme constante.

On va noter M7 la transposée d’une matrice. La norme de X (au carré) est donnée par Y (¢) =
X ()T X (t). On cherche une condition sur A pour que, pour toute solution X, la dérivée de Y est

constante. Or,
Y'(t)= X' 0)TX#)+ XO)TX'(t) = X()T (AT + )X (t).

Ainsi, si A est antisymétrique, on a bien Y’(t) = 0 et les solutions sont de norme constante.
Réciproquement, si les solutions sont toutes de norme constante, on sait que, quelque soit le
choix de X (0) € R, on a

X(0)T(AT + 4)X(0) = 0.

Par suite, si X(0) est un vecteur propre de ’endomorphisme symétrique AT + A, associé a la
valeur propre A, on a

2
AIX(0)[" =0,
et donc A = 0. Donc la seule valeur propre de AT + A est 0. Cet endomorphisme étant symétrique,
donc diagonalisable, on en déduit qu’il est nul et que AT = —A, c’est-a-dire que A est anti-
symétrique.
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