Mathématiques spéciales

Feuille d’exercices n°9

Exercices a traiter en priorité :
Exercices : 1;5;6; 7; 10; 11; 15.

1. Exercices basiques

a. Connexité par arcs

Exercice 1.

Soit E un espace vectoriel normé et A, B deux parties connexes par arcs de E.
1. Démontrer que A X B est connexe par arcs.
2. En déduire que A + B est connexe par arcs.

3. L’intérieur de A est-il toujours connexe par arcs?

Exercice 2.

Soit (A;)ier une famille de parties connexes par arcs de 'espace vectoriel normé F telles que

Nic; Ai # @. Démontrer que (J;o; A; est connexe par arcs.

Exercice 3.

Soit I un intervalle de R et f : I — R. On souhaite démontrer a I’aide de la connexité par arcs
le résultat classique suivant : si f est continue et injective, alors f est strictement monotone.
Pour cela, on pose C' = {(z,y) € R%; = >y} et F(z,y) = f(z) — f(y), pour (z,y) € C.

1. Démontrer que F(C) est un intervalle.

2. Conclure.

Exercice 4.

On dit que deux parties A et B de deux espaces vectoriels normés E et F' sont homéomorphes
s’il existe une bijection f : A — B telle que f et f~! soient continues.

1. Démontrer que R?\{0} est connexe par arcs.
2. Démontrer que R et R? ne sont pas homéomorphes.

3. Démontrer que [0, 1] et le cercle trigonométrique ne sont pas homéomorphes.

b. Espaces vectoriels de dimension finie



Exercice 5.

Soit n € N et E I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n. Démontrer qu’il
existe A > 0 tel que, pour tout P € F, on a

1
|P(t)|dt > X sup |P(t)].
0 tefo,1]

Exercice 6.

Démontrer que ’ensemble des matrices symétriques est un fermé de M, (R).

Exercice 7.
Soit N une norme sur M, (R). Démontrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout

A,B € M,(R), on a
N(AB) < CN(A)N(B).

2. Exercices d’entrainement
a. Connexité par arcs

Exercice 8.

Soit E un espace vectoriel normé de dimension supérieure ou égale & deux (éventuellement, de
dimension infinie). Démontrer que sa sphére unité Sg est connexe par arcs.

Exercice 9.

Soit I un intervalle ouvert de R et soit f : I — R une application dérivable. Notons A = {(z,y) €
IxI; z <y}

1. Démontrer que A est une partie connexe par arcs de R2.

) = W=7 Démontrer que g(A) C f/(I) C g(A).

2. Pour (z,y) € A, posons g(x,y =

3. Démontrer que f'(I) est un intervalle.

b. Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 10.

Montrer que ensemble GL, (R) des matrices inversibles est un ouvert dense dans M, (R).



Exercice 11.

Soit E' un espace vectoriel normé de dimension finie, K une partie compacte de £ et r > 0. On
pose L = U, cx B(z,r). Démontrer que L est compact.

Exercice 12.

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Montrer que tout sous-espace vectoriel de
E est fermé.

Exercice 13.

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé E.
1. Démontrer que pour tout a € E, il existe x € F' tel que d(a, F) = ||z — a]|.

2. On suppose F' # E. Soit a € E\F et soit © € F tel que d(a,F) = |la — z|| On pose
b= (a—z)/|la— z||. Démontrer que d(b, F) =1 et ||b]] = 1.

3. On suppose que E est de dimension infinie. Construire une suite (b,,) de E telle que, pour
tout n € N,
Ibn]l =1 et d(by, vect(bg,...,bp—1)) = 1.

4. En déduire que la boule unité fermée de E n’est pas compacte.

Exercice 14.

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, A une partie bornée non-vide de E. On
souhaite prouver qu’il existe une boule fermée de rayon minimal contenant A. Pour cela, on note
D = {r > 0; A est contenu dans une boule de rayon r}.

1. Démontrer que D admet une borne inférieure. Cette borne inférieure sera notée r.
2. Pour n > 1, on pose r,, = rg + % Démontrer qu’il existe z,, € E tel que A C B(x,,7,).
3. Démontrer que (x,) est bornée.

4. Conclure.
5

. On suppose dans cette question que E = (R?, ||-||o ). Donner un exemple d’ensemble borné
A pour lequel il existe plusieurs boules de rayon minimum contenant A.

6. On suppose dans cette question que E = (R%, || - ||2). Démontrer qu'’il existe une unique
boule de rayon minimal contenant A. On rappelle l'identité du parallélogramme

lz +yl* + llz =yl = 2(/l=1* + 1y11%)-

Exercice 15.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et A une partie bornée de E non vide.
1. Soit a € E. Démontrer qu'’il existe une boule B(a, R,) de rayon minimal qui contient A.
2. On pose R = inf{R,; a € E}. Démontrer qu'il existe b € E tel que A C B(b, R).

En particulier, B(b, R) est une boule de E de rayon minimal contenant A.



Exercice 16.

Montrer que '’ensemble des matrices orthogonales O, (R) (celles qui vérifient ‘MM = I,,) est
un compact de M, (R). Est-il connexe par arcs?

3. Exercices d’approfondissement
a. Connexité par arcs

Exercice 17.

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E, et f : A — F une application continue, ou
F est un espace vectoriel normé. On dit que f est localement constante si, pour tout a € A4, il
existe r > 0 tel que f est constante sur B(a,r) N A. Le but de Pexercice est de démontrer que
si A est connexe par arcs et f est localement constante, alors f est constante. Pour cela, on fixe
a,b € A et on considere ¢ : [0,1] — A un chemin continu tel que ¢(0) = a et ¢(1) = b. On pose
t = sup{s € [0, 1); £(6(s)) = f(a)}.

1. Démontre que t = 1.

2. Conclure.

Exercice 18.

Soient A une partie connexe par arcs d’un espace vectoriel normé, et soit B une partie de A
qui est & la fois ouverte et fermée relativement & A. On pose f : A — R définie par f(x) =1 si
x€Bet f(x)=0six ¢ B.

1. Démontrer que f est continue.

2. En déduire que B = @ ou B = A.

b. Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 19.

Soit n > 0 et 0 < p < n deux entiers. Montrer que l'ensemble F), des éléments de M, (R) de
rang inférieur ou égal a p est un fermé de M, (R).

Exercice 20.

Soit n > 1 un entier.
1. Démontrer que l'ensemble des matrices diagonalisables est dense dans M., (C).

. 0 1
2. SmtA—(_l 0

aucune matrice diagonalisable.

. Démontrer qu’il existe un voisinage de A dans Ms(R) ne contenant



Exercice 21.

Déterminer I'intérieur de I’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C).

Exercice 22.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Soit u € L(E) vérifiant, pour tout = € E,
Ju(z)]] < 1.

1. Montrer que ker(u — Idg) = ker(u — Idg)?.
2. En déduire que ker(u — Idg) ® Im(u — Idg) = E.

3. Pour n > 1, on pose u, = +(Idg + u+ ---+u""'). Montrer que u,, converge dans L(E)
vers une application v que I'on déterminera.

Exercice 23.

o
Soit E un R—espace vectoriel normé de dimension finie, et K un compact de E tel que 0 €K.
On note H lensemble des u € L(F) tels que u(K) C K. Montrer que pour tout u € H, on a
|detu| < 1.
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