Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°13

Exercices obligatoires : 1;2;4;5;9; 11; 12; 15; 20; 23; 26.

1. Révision de Sup’ sur les séries numériques

Exercice 1.

Etudier la convergence des séries Y  u,, suivantes :

1 Vn
1. u, = (2) 2. up, =a"n!, a €R 3. u, =ne V"
In(n? 97+ 1 1 1\
4w = n(n? + 3) +1 5w, — B 6 (L .
4n In(em — 1) n

1. On a:

n*u, = exp (2lnn — v/n1n2) = exp <—\/ﬁ <1n2 - 2%)) .

11 résulte de lim, IHTZ =0 que

lim n?u, = 0,
n—oo

et par comparaison a une série de Riemann, la série est convergente.

2. Par croissance comparée des suites géométriques et de la suite factorielle, le terme général
ne tend pas vers 0, sauf si @ = 0. La série ) u, est donc convergente si et seulement si

a=0.

3. On écrit tout sous forme exponentielle :

ne V" = exp(Inn — v/n).

On a alors |
explnn = vn) _ o ainn— V) 0
exp(—21lnn)
et donc )
ne*ﬁ =0 <2> .
n

La série est convergente.

4. On vérifie aisément que
2Inn
Up ~poo ——————-

(4/V2)"



Puisque 4/\/§ > 2, on obtient
1

5. On remarque que 0 < In(e™ — 1) < In(e™) = n. Ainsi, pour n > 3,

et donc la série est convergente.

Inn

Up > >

n
et donc la série de terme général u,, diverge.
6. On a

Ainsi, u, ~yoo % et la série est divergente.

Exercice 2.

Donner la nature des séries numériques » | u,, suivantes :

[ 1
l.unzl—cosﬁ 2. U, =/ch— —1
n, n

1. En utilisant le développement limité du cosinus, ou ’équivalent 1 — cosx ~q %, on voit
que :

2

Un ~+oo 22’
et la série est convergente.
2. Le terme général u, est positif, et de ch(1/n) = 1+ 1/2n? + o(1/n?), on déduit que

u, ~ ——. Par conséquent, la série est divergente.

ﬁn
1
U = exp [ —n?In ( ) )

R SR C))
S

=  exp nJr +0 ))

~ oo 61/26777,'

Par comparaison a une série géométrique positive et convergente, la série de terme général
Uy, CONVerge.



Exercice 3.

Montrer que la série de terme général

1 2 1

Vo Y Y

(pour n > 2) est convergente, et calculer sa somme.

Up =

On a affaire & une série télescopique un peu compliquée. Les simplifications se font sur 1’écriture
de 3 termes consécutifs. Précisément, on a

" 1 2 1
S, = =&
E:( E—1 Vk k+1>

k=2

n—1 n n+1 1

= \f kzzf =k
1 1 1

V2 Vn o n+l
On prouve donc que la série converge, et que sa somme fait : 1 — %
Exercice 4.

Sachant que e = ° . =, déterminer la valeur des sommes suivantes :

1. Z"+1 32%?;

n>0 n>0 ’ n>0

1. La premiére somme ne pose pas de problémes :

PIEE T PR P ZH

n>0 n>0 ! n>0

2. La deuxiéme somme est plus compliquée & cause du terme en n?. Pour qu'il se simplifie
bien avec le n!, le plus commode est de ’écrire

n®=n(mn-1)+n
de sorte que

Zﬂf PRI S S e EE)D ._e+e_2e_o

n>0 ’ n>2 n>1 n>0

3. La méthode est similaire. Dit de facon algébrique, on va décomposer le polynéme X3 dans
la base 1, X, X (X — 1), X(X —1)(X —2). En raisonnant d’abord avec le terme de plus haut



degré, puis celui juste apres, etc..., on trouve :
X=XX-1D)X-2)+3X(X-1)+X.

On en déduit :

n3 n(n—1)(n— n
Zﬁ = w—&—fﬂZn(n—l)nH—Za

n!

>1 Z>:1 >1 >1
1 3 1
Ym it it oD

n>2 n>1

Exercice 5.

Soit ), uy, une série a termes positifs.
1. On suppose que y_ u, converge. Prouver que, pour tout o > 1, >~ 2 converge.

2. On suppose que ) u, diverge. Prouver que, pour tout o €0, 1[, >~ u? diverge.

1. Puisque la série ) wu, converge, la suite (u,) converge vers zéro. Il existe donc un entier
N > 0 tel que, pour n > N, on a 0 < u, < 1. Puisque > 1, on a alors, pour n > N,
0 < uf < u,. Puisque 'on travaille avec des séries a termes positifs, ceci entraine la
convergence de Y un.
2. Deux cas sont possibles :
— ou bien (uy) ne converge pas vers 0. Dans ce cas, la suite (u%) ne converge pas non
plus vers 0, et donc la série ) us diverge;
— ou bien (u,) converge vers 0. Dans ce cas, il existe un entier N tel que, pour tout
n> N, on a0 <u, <1.Puisque «a €]0, 1[, on en déduit que 0 < u,, < ug.

- as N o
Ainsi, la série ) g est aussi divergente.

Exercice 6.

Un

Soit (un) une suite de réels positifs. On pose v, = 2.

1. Prouver que la fonction  — {7 est croissante sur [0, +o0[.

2. Démontrer que les séries ) u, et ) v, sont de méme nature.

1. 11 suffit d’étudier la fonction. Sa dérivée est z +— 1/(1 + x)? > 0, donc la fonction est
croissante.

2. On distingue deux cas : si (u,) tend vers 0, alors u, ~io Un, €t ces deux suites sont
positives. Par le critere d’équivalence, on en déduit que les séries > u, et > v, ont la



méme nature. Si (u,) ne tend pas vers 0 (ce qui implique que ), u, diverge), alors, il existe
e > 0 tel que, pour tout N € N, il existe n > N tel que u,, > € (rappelons que u, > 0).
Mais alors, d’apres la premiere question, on a v, > ¢/(1+¢) > 0, et donc la suite (vy,)
ne converge pas vers 0. Ainsi, la série > v, est aussi divergente, et dans ce cas, les séries
>, Un €t Y v, ont bien la méme nature.

Exercice 7.

Soit (u,) une suite de nombres réels. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
1. Siuy, > 0 et si la série Y u, converge, alors u,t1/u, a une limite strictement inférieure a
1.
2. Si u, > 0 et sila série Y wu, converge, alors (u,) est décroissante & partir d’un certain
rang.
3. Siu, >0, et sila série Y u,, converge, alors la série de terme général u2 converge.
4. Si (—1)"nu, — 1, la série > u, converge.

5. Si (—=1)"n%u, — 1, la série >_ u,, converge.

1. Faux! Prendre u, = 1/n>.

2. Faux! Prendre ug,, = l/n2 et Ugpt1 = 2/n2. On a toujours ug,y1 > Usgy,, et pourtant la
série converge.

3. Vrai! Pour n > ng, on a 0 < u, <1 et donc 0 < u% < u, < 1. On a convergence par
majoration (le terme général est positif).

4. Faux! Prendre u, = (_le)n + nﬁm.

5. Vrai! On a convergence absolue, car a partir d'un certain rang, |u,| < 2/n?.

Exercice 8.

Soit (uy) une suite positive et décroissante. Prouver que si la série ) | u, est convergente, alors
(nu,) tend vers 0.

Procédons par absurde. On suppose donc que (nu,) ne tend pas vers 0. Ainsi, il existe ¢ > 0
tel que, pour tout entier N € N, on peut trouver ¢ > 2N avec qu, > €. Autrement dit, on a
uq > €/q. Puisque (uy,) est décroissante, on a encore uy, > ¢/q pour tout k < g. Posons p = |¢/2],
de sorte que p > N et 2p —p > £ — 1. Alors

2p 2p & & €
PITEDPEEE P
k=p k::pq q

En notant py D'entier p construit pour le choix de N, la suite (py) tend vers 400, et on a pour



tout entier IV,

D’autre part, si la série convergeait, ce serait le cas de la suite des sommes partielles S, = > 7 _, uy

et on devrait avoir
2pN

Z Ug = SQpN - S;DN*I — 0.

k=pn

On obtient deux résultats contradictoires. L’hypothése de départ est fausse, et donc (nu,) tend
vers 0.

2. Séries : techniques de Spé

a. Exercices basiques

Exercice 9.

Etudier les séries de terme général suivant :

n! n®*(Inn)”

1. u, = a€eR 2. u, =

—, avec a € R 3. u, =
nan

n!

1. Une série dont le terme général est constitué de puissances et de factorielles est tres bien
adaptée a l'utilisation du critere de D’Alembert. Dans le cas particulier de cette question,

ona un
Uns1 _ (n+1)! n n " 1
U,  (n4+1)et) T opl T \n41 (n+1)e-1"

Or, on peut écrire

(nj— 1) =exp(—anln(l + 1/n)) = exp(—a + o(1))

et donc ce terme converge vers e~ “. On distingue alors trois cas :
— Sia>1, upy1/uy, tend vers 0, la série > u, converge.
— Sia=1, upt1/u, tend vers e~ € [0, 1], et donc la série > u, converge.
— Sia <1, upy1/uy, tend vers +oo, et donc la série Y u, diverge.
2. On va utiliser la regle de d’Alembert. Pour cela, on écrit :
Un+1 (n+1)*
UTL = «

In(n+ 1)
n+1

x exp (n(In(In(n + 1)) —Inlnn)) x

Or, la fonction z — In(Inz) est dérivable sur son domaine de définition, de dérivée = —

wﬁjw' On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis, que
1

nlnn’

[ln(ln(n + 1)) — Inln(n)| <



Il en découle :

0< Untl (n+ 1)~ ( n )Xln(n—i—l)

U, - ne n+1

On en déduit facilement, par les théoremes de composition des limites et par le fait que
In(n+1)/(n+1) tend vers 0, que la limite de uy41/uy, est nulle. Par la régle de d’Alembert,
la série de terme général u,, est convergente.

3. On va encore utiliser la regle de d’Alembert. En effet, on a

Unpr (DD @) (mHDY ania

wn . Cna D) S @mhe T Cnt2)@nt 1)

avec
— a=0si a < 2:dans ce cas, on a convergence de la série
— a =00 si @ > 2 : dans ce cas, on a divergence de la série

— a= % si & = 2 : dans ce cas, on a convergence de la série.

Exercice 10.

Soit, pour n > 1 et a > 0, la suite u,, = ?

1. Etudier la convergence de la série >, Un lorsque a # e.

2. Lorsque a = e, prouver que, pour n assez grand, u,1/u, > 1. Que dire de la nature de la
série > up ?

1. Cette série est bien adaptée a 'utilisation de la regle de d’Alembert. On calcule donc

Upt1 attn+1)! o
Un, (n+1)n+l — agnnl

= o)
v (o (1+1))
= sl Lol 2)))

On obtient donc que ;11 /u, converge vers a/e. Par application de la régle de d’Alembert,
si a > e, la série est divergente. Si a < e, la série est convergente. Le cas a = e est un cas
limite ou le théoreme de d’Alembert ne permet pas de conclure directement.




2. On pousse un peu plus loin le développement précédent. On obtient
Unt1  _ L L >
w = eexp( n(n o2 +O<n2
(e zm(3))
= eexp|(—1+_—+4of—
2n n
1 1
= 14+ —+o () .
2n n

En particulier, pour n assez grand, % > 1, et donc la suite (u,) est croissante. Elle ne
.
converge donc pas vers zéro, et la série ) u,, est divergente.

Exercice 11.

4/3 —5/6

Soit A = (5/3 _7/6

) . Démontrer que la série ) 5 A™ converge, et donner la valeur de ) ., A™.

On va commencer par diagonaliser A. Le polyndéme caractéristique de A est X2 — %X — % dont
les racines sont % et %1 De plus, la recherche des vecteurs propres donne A = PDP~! avec

1
s 0 1 1
— (2 _
-} 9 er-( )
2 -1
-1 _
. (_1 X ) |
Fixons maintenant N € N, et utilisons que pour tout n € N, on a A® = PD"P~!. On obtient

N N N
d Ar=>"pPp"P'=P (Z D") p1.
n=0 n=0 n=0

1
ro(t ),
O 37l

En particulier, on a aussi

Maintenant,

de sorte que

&7 = 0

E D" = 2 | (CpN+
— —  evEAl
n=0 0 1+%

On en déduit que la série ) D™ converge et que

= /20
T;D _(0 3>.

4



Par continuité du produit matriciel, la série > A" converge et
“+o0
Sar=r(p 3)r
n=0 4

()

re| L

Exercice 12.

Déterminer un équivalent simple de In(n!).

On se rameéne & une somme en remarquant que

n

In(n!) = " In(k)

k=1

Puisque la fonction In est croissante, on a pour tout k > 2,
k+1

k
/k In(t)dt < 1In(k) < / In(¢)dt.

-1 k

On somme cette inégalité pour k allant de 2 & n et, remarquant que In(1) = 0, on trouve
n n+1
/ In(t)dt < 1In(n!) < / In(¢)dt.
1 2

Une primitive de In(z) étant donnée par zlnz — x, on trouve que
nlnn—n+1<lnn!) <(n+1)nrh+1)—(n+1)—2In2+2.

On divise par nlnn pour prouver que In(n!) ~; nlnn. La seule chose non évidente & vérifier

est que
+ 1)1 +1
(n ) In(n ) 1

nlnn

Pour cela, on écrit

(n+1)In(n+1) _ nin(n+1) +In(n + 1) _ In(n) +1In (1+ %) " Inn+In(1+ 1)
nlnn nlnn Inn nlnn '




Exercice 13.

Etudier la nature des séries ) u,, suivantes :

sin n? (—=D)™Inn
Loy = g 2 Uy =
n( ) n
s(nem
3w, = cos(n
nlnn
1. Ona:
] < =
U 5
n| —= n2

et la série converge absolument.

2. La série est alternée, et le module du terme général décroit vers 0 a partir d’un certain
rang : la série converge par application du critere des séries alternées.

3. 1l s’agit d’une série alternée bien cachée. En effet, n? a la parité de n, et cos(km) = (—1)%.

_1)n
Le terme général vaut donc u,, = ( ] ) . La série converge par application immédiate du
nlnn

critére spécial des séries alternées.

Exercice 14.

1. Démontrer que la série > (75)” converge.
, (=" =)* 1 (=" 1
2.D t = - = — .
émontrer que NCEN ST n n+ T +o0 e
—1)"

3. Etudier la convergence de la série Z ——
it (1)

4. Qu’a-t-on voulu mettre en évidence dans cet exercice ?

1. Ceci est une conséquence directe du critere des séries alternées. La série est alternée, et la
valeur absolue du terme général décroit vers zéro.

2. On écrit que
(=1)"

e
NZERED Vi 1 EF

+

)

NG v
Sl _i_ (e,
NG v

3. Notons u, = f+(1)n),L,un = (?/1%"7 Wy = —2L et t,

/—\
s\ §\H§:

+
) Notons Uy, V,,, W,,

et T, leurs sommes partielles respectives. Alors (Vn ) est convergente (W) est divergente, et

10



1
n+\/n
Donc (U,,) est somme de deux suites convergentes et d’une suite divergente. Elle est donc

divergente. Autrement dit, la série de terme général u,, est divergente.

4. Bien que % ~ oo %, I’'une des deux séries converge et ’autre diverge. Dans le

(T},) est convergente. En effet, |t,] ~400 et la série ) t, est absolument convergente.

théoreme de comparaison de deux séries, on ne peut donc pas se passer de ’hypothese que
les termes généraux gardent le méme signe. Une autre conclusion est que u, = (—1)"a,,
avec a, > 0, (ay,) tend vers 0, et pourtant ) . u, diverge. Dans le critére des séries alternées,
on ne peut donc pas se passer de ’hypothese (a,,) décroit.

Exercice 15.

Suivant la valeur de o € R, déterminer la nature de la série ) u,, ol

_VIHV24

n

n

On va d’abord déterminer un équivalent du numérateur par encadrement & une intégrale. En
effet, la fonction = — /zx est croissante sur [0, +oo[, donc pour tout k£ € R, on a

k k+1
/ Vrdr < Vk < / Vxdz.
k k

-1

On somme ces inégalités pour k allant de 1 & n pour trouver

n n+1
/ s =y, / Vadz
0 1

ou on a posé

v = V1+ V24 4 /n.

On calcule les intégrales, et on en déduit que

2
Un ~4+o00 *n3/2 °

3

Il vient
2 3_,
Up ~Yioo SN2 0

3
La série ), u, converge donc si et seulement si a > % On peut aussi démontrer ceci par des
majorations et des minorations un peu plus simple. D’abord, il est clair que

<n\/ﬁ: 1

0<u, <

3
ne n*"2

ce qui démontre la convergence si « > 5/2. D’autre part, si k est compris entre n/2 et n, alors

vk > % et donc

(n=13)vn _ nvn
= \/ﬁna 2 2\/§na.

Notons v, le membre de droite de cette inégalité. Il est équivalent a CE; . Sia <5/2, la série
n 2

Un

>, Un diverge et il en est de méme de ), u, puisque 0 < v, < uy,.

11



Exercice 16.

On souhaite étudier, suivant la valeur de «, 8 € R, la convergence de la série de terme général

1

tn = n*(lnn)s’

1. Démontrer que la série converge si a > 1.
2. Traiter le cas o < 1.

3. On suppose que o = 1. On pose T}, = [’ T(liizq«)ﬁ

(a) Montrer si 8 < 0, alors la série de terme général u,, est divergente.
(b) Montrer que si 8 > 1, alors la suite (T},) est bornée, alors que si 8 < 1, la suite (T,,)
tend vers +oo.

(¢) Conclure pour la série de terme général u,, lorsque o = 1.

1. On fixe v un réel tel que 1 < v < . La comparaison du comportement du logarithme et
des polynoémes en +o0co montre que :

-B
lim n"——— = lim M

nsoo  n%(Inn)f  nSteo naT =0

et ceci quelque soit la valeur de 8. Autrement dit, u, = o (55 ). Par comparaison & une
série de Riemann, la série est convergente.
2. On va comparer cette fois a la série de terme général % On a en effet
e

li —— = i
oo o (Inn)? n =00 (Inn)s

= +o0.

Ainsi, pour n assez grand, on a

— < Up.
n

Par comparaison & une série de Riemann divergente, la série de terme général u,, diverge.
3. (a) Si <0, alors on a
— < up
n
et on conclut comme précédemment que la série est divergente.

(b) Sif#1,ona
/" dr 1 ( 11 )
o z(nz)?  1-\In’tn) W’ t2)’

Si B > 1, ceci tend vers ﬁﬁ et on a méme que pour tout entier n > 2

1 1
T, < ——
B—1wmPt2

Si 8 < 1, on remarque immédiatement que (7,) tend vers +oo. Enfin, si 5 = 1, on
sait que

/Qn x(]ﬁ.’i)ﬁ = ln(ln n) — 111(111 2)

et ceci tend aussi vers +oo.

12



(c) Il reste a traiter le cas 8 > 0. La fonction x — m est décroissante sur [2, +oo].

On a alors pour k > 3 :

/’““ da 1 /’f da
< < —
w  r(lnz)? ~ k(lnk)? — J,_; z(Inz)?

On somme ces inégalités pour k allant de 3 a n :

/"+1 da <§”: 1 </" da
3 z(lnz)P T = k(lnk)8 = Jo x(lnz)s’

On en conclut que, si 8 > 1, la suite des sommes partielles de la série est majorée (par
ﬁﬁ) et donc comme on a une série a termes positifs, la série est convergente. Si
[ < 1, en reprenant le méme raisonnement qu’a la question précédente, on trouve que
la suite des sommes partielles est minorée par une suite tendant vers +oo. Elle tend

donc elle-méme vers +o0o. La série est divergente.

Exercice 17.

1. En remarquant que + ~ ., In(n+ 1) — In(n), donner un équivalent de la somme > _, .

+o0 1
k=n+1 k2°

1

oI donner un équivalent du reste

2. En remarquant que # ~ oo

1. La série de terme général % est divergente (et son terme général est positif). On sait donc,
par le théoreme de sommation des relations de comparaison, que

3 % ~ioo 3 Ik + 1) = In(k)) = In(n + 1)
k=1 k=1

car la somme apparaissant & droite est télescopique. Puisque de plus In(n + 1) ~1 lnn,
on obtient finalement ;' ; + ~4o In(n).

2. Cette fois, la série de terme général # est convergente (et son terme général est positif).

On sait donc, par le théoreme de sommation des relations de comparaison, que

+oo +oo
> @ X g
T2 oo (ke —1)
k=n+1 k k=n+1 k(k 1)
Or,
1 1 1

k(k—1) k-1 k

et la derniere somme est une somme télescopique. On trouve donc

=1 1
Y s
k=n-+1

13



Exercice 18.

Soit pour n > 1, u,, = W

1. Montrer que la série de terme général u,, converge.
2. On note R,, = Zzzth uy,. Montrer que R, < 22u,,41.

3. En déduire la valeur de Z:ﬁ up, a 0,001 pres.

1. II suffit de remarquer que pour tout n > 1, on a
1

et que le membre a droite de cette inégalité et le terme général d’une série convergente. On
peut aussi appliquer la régle de d’Alembert (ce qui est légitime puisqu’on a affaire a une
série & termes positifs). Observant que

w1 2%k—1 1

we 25 2%+l 25

on en déduit que la série de terme général u,, est convergente.

2. L’équation précédente montre qu’en réalité

w1
uE 25°
Par récurrence, on obtient que
<257F
Un+k+1 > Un41-

Ainsi,
= 25
R, < Up4+1 X 225_k = ﬂun+1.

k=0

3. Dés n = 2, on a R, < 0,001. Une valeur approchée & 1072 prés est donc donnée par
up + ug =~ 0,202.

Exercice 19.

Ecrire un algorithme sous Python donnant un encadrement a 10~ prés de Zn21 %

On remarque d’abord que la série est convergente. Il s’agit d’une série alternée _, -, (~1)"a, ol
ap, = m est une suite décroissante vers 0. Notons S, la somme partielle d’ordre n de cette
série et S cette somme. Alors on peut appliquer le critére des séries alternées, et on sait que S
est encadré par deux sommes partielles consécutives. Plus précisément ici, en tenant compte du

14



fait que So,,—1 < Sop, on a So,—1 < S < Sop,. Il suffit donc de calculer S5,_1 et So, jusqu’a ce

que Sz, — Sop_1 = m <1075.

Exercice 20.

Soient (a,b) € C? tels que |a| < 1 et |b| < 1. Prouver que

1 400 an-i—l _ bn+1 )
1-a)d-b ngo a—b stazb,
1 =
m = Z (n + 1)a" sia= b
n=0

D’apres la formule classique pour les séries géométriques, on a

1 1
1ia:Za"etm:Zb”.

n>0 n>0

Ces deux séries sont absolument convergentes puisque |a| < 1 et |b| < 1. On peut faire le produit
de Cauchy et donc on obtient que

1ia, X %_b:zwn avec wn:iakbnfk.

n>0 k=0

Si a = b, on trouve directement que w, = > ,_,a" = (n+ 1)a™. Si a # b, alors il faut utiliser la
factorisation

an+1 _ bn+1 — (a _ b) % Zakbnfk
k=0

qui donne le résultat. Dans le cas ou a # b, on peut trés facilement conclure sans utiliser le
produit de Cauchy, en calculant séparément la somme de chaque série géométrie > -, a""! et

ano bn+1 :

Exercice 21.

n 4k

J— —n
Pour n > 0, on pose w,, = 2 b—0 ET*

1. Montrer que la série de terme général w,, converge.

2. Calculer sa somme en utilisant le produit d’une série géométrique par une autre série
classique.
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L’exercice repose sur la définition de ’exponentielle par une série : pour tout z € R, on a

n

exp(z) = Z g;! .

n>0

1. Pour chaque n > 0, w,, est positif et satisfait
wy, < 27" exp(4).

Puisque la série de terme général 27" exp(4) est convergente, il en est de méme de la série
de terme général w,.

. k
2. Ecrivons le produit de Cauchy de 3", &7 par 3, a¥, olt a et b sont des réels avec [a| < 1.
Ces deux séries sont absolument convergentes, et on a :

exp(b) x

+oo

ou u, est défini par

Pour a = 1/2 et b = 2, on trouve w,, = u,,. Ainsi, on a

1
an exp(2 —1/ = 2exp(2).
n>0

Exercice 22.

Soit, pour n > 0, u,, = %

1. Vérifier que ), u, est semi-convergente.
2. Montrer que le produit de Cauchy de Y u, par > u, ne converge pas.

3. Soit 0 : N — N définie par 0(3p) = 2p, 0(3p+1) =4p+1, 0(3p+2) = 4p+ 3. Vérifier que
o est une permutation de N. Que peut-on dire de la série ) ug(n) ?

1. La convergence de Y u, se démontre par une simple application du critére des séries alter-
nées. La série ne converge pas absolument, par application du critere de Riemann.

2. Le terme général de la série produit de Cauchy est donné par :

(-1t
Zukunk Z\/k+1\/n—k+l Z\/k+1 CEaE)

Soit f(z) = (x+1)(n+1—=x). Sa dérivée est f'(x) = n—2x. Une étude rapide montre donc
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que sur [0,n], f atteint son maximum en n/2 et donc que, pour tout k € {0,...,n}, on a

1 1
VE+D(n+1-k) = Vn/2+1)(n/2+1)

On obtient alors q
|vn| > n % >C>0.

\/(n/2 +1)(n/2+1)

Ainsi, v, ne tend pas vers 0 et le produit de Cauchy de ces deux séries ne converge pas.

3. Il est d’abord clair que o est une bijection de N. En effet, tout nombre est ou bien pair, et
donc de la forme 2p, ou bien impair, et ce sous cas se divise en congru a 1 modulo 4 ou
congru a 3 modulo 4. Posons

1 1 1
V2n+tl Jin+2 in+d

Wn = Ug(3n) + Uqg(3n+1) + Ug(3n+2) =

de sorte que

Wy ~ ——

NG

avec C' < 0. Ainsi, la série de terme général w,, diverge. Or,

N 3N+2
§ Wy = E Ug(n)-
n=1 n=3

La série de terme général u,(y,) est donc aussi divergente.

b. Exercices d’entrainement

Exercice 23.

1. Soit (a,) et (b,) deux suites de réels strictement positifs. On suppose qu’il existe N € N
tel que, pour tout n > N, a;—zl < b”—“
(a) Démontrer que pour tout n > N, bya, < anb,.
(b) En déduire que
i. Si Y b, converge, alors > a, converge.
ii. Siy° a, diverge, alors > b,, diverge.
2. Soit @ > 0 et b, = n% Justifier que

1
bnt1 :1_&+0<)_
b, n n

3. Soit (a,) une suite de réels positifs telle qu'il existe 8 € R avec

n 1
a+1_1_5+0<>.
an n n

(a) On suppose 8 > 1. Démontrer qu'il existe a > 1 et N € N tel que, pour tout n > N,

17



on ait, en gardant les mémes notations pour (by,),

Ap+1 < bn+1

an, by,

En déduire que ), a, converge.

(b) Démontrer que si 3 < 1, alors ), a, diverge.

(¢) Application : Soit a,, = EZT,L))Z' (i)n Démontrer que ) a, diverge.

1. (a) On procede par récurrence sur n. Pour n > N, posons P, : "bya, < ayb,”. Initiali-
sation : on a byay = ayby donc P, est vraie. Hérédite : Soit n > IV telle que P, est
vraie. Alors on a

bn—i—l

byant1 < byap
n

bn+1

<anb, par hypothése de récurrence

n
<anbpii.
Donc P, ;1 est vraie. Conclusion : Par le principe de récurrence, P, est vraie pour tout
entier n > N.
(b) i Ona0O<a,< Z—gbn et la série ) b, converge. Par majoration de séries positives,
la série ) a, converge.
ii. Ona0 < %a" < by, et la série ) a, diverge. Par minoration de séries positives,
la série ), by, diverge.

2. C’est un simple développement limité. En effet, on a

b”“<1+1> 1a+0<1>.
by, n n n

3. (a) Soit a €]1;5[. Alors on a

An+1 _bn+1 :a_6+0(1>.
n

an by, n

b . _ < g
Or, a— 8 < 0. Dong, pour n assez grand, % — = est du signe de (XTB, c’est-a-dire

est négatif. On a donc l'existence de N > 1 tel querz pour tout n > N,

an ~ by

an+1 < bn+1

Puisque ) b, converge (puisque o > 1), on conclut en utilisant le résultat de la
question 1.

(b) On fait un raisonnement similaire, mais en choisissant cette fois @ €]8; 1[. De la méme
fagon, on démontre 'existence de N > 1 tel que, pour tout n > N,

bnt1 < (nt1

by an




Puisque ), b, diverge, on déduit de la question 1 la divergence de ) a, (on échange
bien siir le rdle joué par (a,) et (by)).

(¢) On a

a1 (204 2)! (n!)? 4m
a @) (D2 " g
(2n+2)(2n+1)
i(n + 1)
2n+1
T 2n+2

1 1 n 1
=1-—+4o|—).
2n n
Appliquons le résultat précédent avec f = 1/2, on trouve que la série ) a, est
divergente.

Exercice 24.

Soit (uy,) une suite a termes positifs telle qu'il existe a € R vérifiant

U a 1
A <) .
Up, n n
1. On suppose a > 1. Soit b €]1, a[ et posons v, = # Comparer u,, et v,. En déduire que
>, Un converge si a > 1.

2. Démontrer que ) u, diverge si a < 1.
3. En utilisant les séries de Bertrand, montrer que le cas a = 1 est douteux.
4. On suppose que % =1- % +0 (#) . On pose v, = In(nu,) et w, = vy11 — Vy.

(a) Montrer que w, = O (35).

(b) En déduire que u, ~ 2 avec A > 0 et que 3. u,, est divergente.

n

1. Supposons d’abord a > 1, et prenons b €|1, a[. Posons aussi v,, = % Alors on a

b —b
Un41 n 1 b 1
= — = ]_ — = ]_— — — .
vy (n+1)P ( +n) n+0<n>

Ainsi, il existe un entier ng tel que, pour n > ng, on a

Up 41 < Un+41

Un, Un
Par récurrence, on montre aisément par récurrence sur n que, pour n > ng,

U, < Cop,
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U . s . N oL 7. s ’
avec C' = "¢, Par comparaison (les séries sont a terme positif), la série de terme général
-

u, converge puisque la série de terme général v,, converge.

2. Dans le cas ott a < 1, on procéde de méme en choisissant cette fois b €]a, 1[. On trouve
alors que, pour n assez grand,
Uy > Cuy,.

Puisque la série de terme général v,, diverge (cette fois, b < 1), la série de terme général u,,
diverge.

1
n(lnn)b

uzzl - (nj_ 1> (hlti(j_)l))b - (1 a % o <71z>) <ln(n) +1§1ri?1)—|— 1/n)>b'

Inn _ Inn _ 1 140 1
Inn+In(l+1/n) Inn+0(1/n) 1+0(1/nlnn) nlon )’

Mettant a la puissance b, on a

Inn b 1
=1 .
(lnn+ln(1—|—1/n)> JrO(nlnn)

Effectuant le produit des deux développements limités, on trouve qu’au premier ordre,

Un+41 1 1
——=1——+4+o0|—].
Up, n n
Ainsi, on trouve le méme résultat, alors que la série de terme général w,, est parfois conver-
gente, parfois divergente. Le cas a = 1 est bien un cas limite.

4. (a) Ona
o = () ((142) (- 20 (3)

3. Posons u,, = dont on rappelle qu’elle converge si et seulement si b > 1. Alors,

Or,

I |
) 5
I~
3‘,_. =
~ +
~—
- .
—
3[0‘_.
~_
~—

(b) La question précédente prouve que la série de terme général w, converge. Ainsi, il
existe C' € R tel que Y7, wy, — C. Mais S.7—; wi = In(nu,) — In(uy). On en déduit
que la suite (In(nu,)) converge vers un réel. Passant a l’exponentielle, on en déduit
qu’il existe A > 0 tel que nu, — A c’est-a-dire u,, ~ % Ainsi, par comparaison, la
série de terme général u,, diverge.

Exercice 25.

+o0
Déterminer lim Z

a——+00

a
n? +a?’
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Posons, pour a > 0, S(a) = ::i 71az - Cette quantité est bien définie car on a affaire a une série

a terme positif dont le terme général est équivalent & .. La fonction z — %5 est décroissante
sur [0, +oo[. On en déduit, par comparaison & une intégrale, que

N

N+1 N
a a a
——dr < < dx.
/1 a2+x2 —Zn2+a2—/(; a2+x2

n=1

On calcule ces intégrales et on trouve
N
N+1 1 a N
arctan () — arctan <> < E ——— < arctan () .
a a —n +a a

On fait tendre N vers +oo et on trouve
s 1
— —arctan [ — | < S(a) <
5 —arctan <a> < S(a) <

Par le théoreme des gendarmes, on en déduit que
=X a i
lim E —_— = —.
a—+o0 n2 4 a2 2

Exercice 26.

Le but de I'exercice est de calculer ) -, n% et de donner un développement asymptotique de
la somme partielle S, = >, 75.
1. (a) Soit @ > 1 et k > 2. Démontrer que

/’““ dt 1 /’c dt
—< =< —.
k t ko L1 ¢

(b) En déduire que

2. Soit f une fonction de classe C! sur [0, 7]. Démontrer que
T 2 1)t
/ f(t)sin ((n—;)) dt —p— 100 0.
0

3. On pose A, (t) = 3 + > _, cos(kt). Vérifier que, pour ¢ €]0, 7], on a

sin ((2n + 1)t/2)

An(t) = 2sin(t/2)

4. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout n > 1,

1

2+ bt t)dt = —.
/O(a + bt) cos(nt) 3
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Vérifier alors que

2

/ (at? + bt) A, (t)dt = S,, — —.
0 6

’ . . 7 7 2
5. Déduire des questions précédentes que S, — %

6. Déduire des questions précédentes que

1. (a) On sait que & < 7% pour ¢ € [k, k + 1]. On intégre cette inégalité entre k et k + 1
et on trouve la partie gauche de I'inégalité demandée. De méme, on sait que t% > k%

pour t € [k — 1,k], et on intégre cette inégalité entre k — 1 et k.

(b) On somme ces inégalités pour k allant de n & 400, et on trouve :

/+°° dt 1 </+°° dt

n ta_kznka_ nlta’

soit encore

1 - 1 - 1
(a — 1)no—1 — = k* — (a—1)(n— 1)1
Puisque
(Tl _ l)a—l
] — 1,

on en déduit le résultat demandé.

2. Une intégration par parties donne

/0 £(t)sin (2 + 1)t/2)dt = 2n2+ ~7(0) 2n2+ - cos ((2”;1)”) f(m)
+2n2—i— i /O7T f'(t) cos ((2n + 1)t/2)dt.
D’une part, on a
2 2 @Cn+ 7w
TR EAC 2n+1C°S< 2 )f(”)_m

(produit d’une suite bornée par une suite qui tend vers 0). De plus, on a aussi

/71' f'(t) cos ((2n + 1)t/2)dt‘ < /7T |F/(t)|dt,
0 0

et donc on a

/7r f(t)sin ((2n + 1)¢/2)dt — 0.
0
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3. C’est un calcul classique. On écrit cos(kt) = Re(e™*) et on utilise la somme d’une série
géométrique de raison différente de 1 (puisque ¢ €]0, 7]). On obtient

1 it _ giln+1)t 1 , sin(nt/2)
A _ 1 L i(n+1)t/22 2\ &)
n(t) 5t Re ( 1= oit ) o T lizz (e sin(t/2)

1 sin(nt/2)cos((n + 1)t/2)
= - + N M
2 sin(t/2)

Une petite formule de trigo donne

A(t) = 2+ ——

3t 2sm2) (sin((2n + 1)t/2) + sin(—t/2))

ce qui finalement donne le résultat.

4. On calcule l'intégrale en faisant deux intégrations par parties :

/()7T(CLt2 + bt) cos(nt)dt = {(atQ + bt)sin(nnt)] " _ /OW(Qat +b) sinT(Lnt) @t
0
= 0- [(2at+b)_0(:2(nt)]7r 7/” QGCOS;l(Qnt)dt
_ (2am +b)(=1)" —b ’ ’
n? ’

Ceci vaudra 1/n? pour b = —1 et a = 1/2r. On déduit alors

/ﬂ( £2 4 bt)A (t)dt—l/ﬂ E Va8, =5 - T
) nE=35 ) \or A

5. On a donc prouvé que

2 T
Sn - 1 = An ;
5= | foama

avec f(t) = 2(;?2?;%) Pour conclure, il s’agit de prouver que f est de classe C' en 0.

Clairement, f est de classe C! sur ]0, 7). Pour prouver que f est dérivable en 0 et que sa
dérivée y est continue, on peut appliquer le théoréme de prolongement d’une dérivée. On
remarque ainsi que, pour ¢ €]0, 7],

2(2at + b) sin(t/2) — (at? + bt) cos(t/2)
4sin®(t/2)
2(2at + b)(t/2 + o(t?)) — (at? + bt)(1 — t2/2 + o(t?))
t2 + o(t2)

i) =

at? + o(t?)
= —— >/ _,q.
t2 + o(t2)

Par le théoréme de prolongement d'une dérivée, f est de classe C! en 0. On peut alors
appliquer le résultat des questions précédentes.

6. On a )
s 1 1
Sn _— = — — ~VY4oo ——
6 Z Ry -
k>n+1

d’apres la premiere question.
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Exercice 27.

Le but de l'exercice est de déterminer un équivalent du reste de certaines séries alternées.

On considere (u,),>¢ une suite de réels positifs décroissant vers 0, et on considere la série
= )

> n>o(—=1)"u, dont on rappelle qu’elle est convergente. On note R, = ;24_1(—1)’“1% son

reste. On suppose de plus que la suite (u,) vérifie les deux conditions suivantes :

. Un41
lim —tL =1,

Vn >0, Upt2 — 2Upg1 + Uy >0 et
n—-+oo Up,

1. Démontrer que pour tout n > 0, |R,| + |Rnt1| = Un+1-

2. Démontrer que la suite (|R,|) est décroissante.

3. En déduire que R, ~ oo %

1. D’apres le critere des séries alternées, R, est du signe de son premier terme, (—1)" w41,
ou encore de (—1)"*! puisque u, 11 est positif. On a donc |R,| = (=1)""'R, et |Ry11| =
(=1)"*2R,, 1. On en déduit que

|Rn| + |Rn+1| = (*1)H+I(Rn - Rn+l) = Unp+1-
2. En reprenant le méme raisonnement, on a

|Rn‘ - |Rn+1| S (—1)n+1(Rn + Rn+1)
+o00o

= (=)™ > (1P (uk — ugsa)
k=n-+1
+oo

:(_1)n+1 Z (—l)k’ljk

k=n-+1

ol on a posé vy = ug —ug+1. On note que vy, est positif puisque la suite (u,,) est décroissante
et que (vg) tend vers 0. De plus, pour tout k € N, on a

UV — Vg1 = Uk — 2Uk41 + Upq2 > 0.
La série S°7°°, (—1)*v;, vérifie donc le critére des séries alternées et est du signe de
k=n-+1

(—=1)"*1. On obtient bien que |R,| — |Ry11| est positif.

3. D’apres les deux questions précédentes, on a
Un+1 < 2|}zn| et 2|Rn+1| < Un+1

ce qui peut se réécrire en
U U
Snail < |R,| < -
2 2
Sachant que w1 /u, tend vers 1, on en déduit que |R,| ~+ oo “2". Maintenant, on sait aussi

que R, = (—=1)""1|R,|. On en déduit le résultat demandé.

c. Exercices d’approfondissement
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Exercice 28.

Soient (uy) et (a,) deux suites de réels strictement positifs.

1. On suppose qu’il existe p € N et A > 0 tels que, pour tout n > p, on a

Un

an — Qpy1 > A

un+1

Démontrer que la série ) wu, converge.
2. On suppose qu’il existe un entier p € N tel que, pour tout n > p, on a
u
ap—"— —an41 < 0.
unJrl
On suppose en outre que ) (% diverge. Prouver que ) u, diverge.
3. Application 1 : retrouver la régle de d’Alembert.

4. Application 2 : étudier la convergence de )" u, pour

_Ix3x5x---x(2n—1)

1x3x5x---x(2n—1)
Up = et up, = — X .

1
2X4x---X2n n 2X4X---X2n

1. L’idée est de se ramener a une somme télescopique. En effet, on a, pour tout n > p,
Aun+1 S AnUp — Gn41Un41-

Soit NV > p, on somme les inégalités précédentes pour n allant de p a N — 1. On obtient
N—1

A g Unt1 < Apllp — ANUN < Gplp.
n=p

Notant Sy = 27]:]:1 u, la somme partielle de la série, on obtient

Sy < ZE 4S5,

Autrement dit, la suite des sommes partielles (Sy)y est majorée. Comme on a affaire & une
série a termes positifs, ceci assure la convergence de la série.
2. L’hypothese s’écrit encore a,1Unt1 > anu, pour tout n > p. On en déduit que apu, >
apuy, et donc que
1
Uy = Aplly X —.
an
Or la série ) ai est divergente et a termes positifs. On a donc par comparaison divergence
n
de la série D up.
Un+1 _ Upn 1
3. Supposons que i I > 1. Posons a,, = 1. Alors e 1 — 7 —1<0, et donc pour n
. ug . . i . A
assez grand, on a Ty 1 < 0. Puisque la série ), 1 diverge, il en est de méme de ) uy.
Au contraire, supposons maintenant que ! < 1 et, dans un premier temps, [ # 0. On prend

A . Wer, 1
la méme suite (a,,), et on observe que T 1 — 7 —1>0, et donc pour n assez grand,
on a
u 1_
o —1> > 0.
Unp+1
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Par le premier point, ) u, converge. Finalement, si [ = 0, alors u, /u,+1 tends vers 400
et donc, a partir d’un certain rang,

B2 e

Up+1

On conclut & nouveau a la convergence de ) u, a 'aide de la premiere question.

4. Pour les deux séries, la régle de d’Alembert ne permet pas de conclure car on est dans son
cas litigieux ou le quotient w,1/u, tend vers 1. On va conclure par la régle de Kummer
en utilisant a chaque fois a,, = n. Pour la premiere série, on a

Un, n+1
—a =— .
Up+1 ot 2n+1 —

an

Puisque la série Y, L est divergente, il en est de méme de Y, u,. Pour la deuxiéme série,

on a cette fois
Unp, n—+1

— Qp+1 =

1
—>—->0.
Up41 2n+1 7~ 2

Qn

Ainsi, par la regle de Kummer, la série est convergente.

Exercice 29.

Soit (uy,) une suite de réels positifs telle que Y u, diverge. On note S, = > ;_, ug. A l'aide
d’une comparaison & une intégrale, démontrer que pour tout a > 1, la série ) &2 est conver-

gente.

On va comparer a une intégrale chaque terme g%. Ce ne semble pas si facile! Mais on peut
g
remarquer que, pour 71 > 2,

Un Sy — Sp_1 /Sn dt
e = _.
Sa So s @

n—1

On en déduit, pour tout N > 2, que

La série est a termes positifs et ses sommes partielles sont majorées : elle est convergente.

Exercice 30.

Soit f : [1,+00[— C une fonction de classe C! telle que f’ est intégrable sur [1,+o0].

1. Pour n € N, on pose
n+1
w= [ f®dt- f(m)

Démontrer que ) u, est absolument convergente.
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. Démontrer que la série numérique Y f(n) converge si et seulement si la suite ([, f(t)dt)
converge.
sin(y/n)

n

. Application : étudier la nature de >

. On écrit que
n+1
w= [ ()~ f)at

Il vient

n+1
fun | < / 1£(2) — f(n)|dt.

Or, pour tout t € [n,n + 1], on a

£(t) = f(n) = / £ ()
d’ou il vient

n+1 n+1 n-+1
|un|</ /|f |dudt</ / |dudt</ ory

Puisque f’ est intégrable, on sait que la suite ( fln If'( )|dt) converge, ou encore que la série

Sl i |f/(t)|dt converge. Par comparaison de séries & termes positifs, la série Y |u,|
converge.

. C’est presque immédiat. On écrit en effet

n+1
fo= [ £t~ un.
n
Puisque la série > u, converge, la convergence de Y f(n) équivaut a la convergence de
Sl n+1 t)dt, c’est-a-dire & la convergence de la suite ( fl dt)

. Posons f (t) = M On va déja prouver que l'on est dans les conditions d’application du
résultat précédent. Pour cela, on remarque que

) = 507 cos(Vt) — sin(V) :mo( 1 )

t2 t3/2

Ainsi, f’ est bien intégrable sur [1,4+o00[. On prouve ensuite que la suite ( fl dt) est
convergente. C’est classique. Par le changement de variables v = v/Z, on a

Vs
/ Sm\[dt—2/ smudw
1 13 1

u

La convergence de cette derniére intégrale se démontre en effectuant une intégration par
parties...
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