
Feuille d’exercices no17
Mathématiques spéciales

1. Exercices basiques

a. Régularité des séries entières et développements en série entières

Exercice 1.Exercice 1.

Développer en série entière au voisinage de 0 les fonctions suivantes. On précisera le rayon de
convergence de la série entière obtenue.

1. ln(1 + 2x2) 2. 1

a− x
avec a 6= 0

3. ln(a+ x) avec a > 0 4. ex

1− x
5. ln(1 + x− 2x2) 6.(4 + x2)−3/2

Exercice 2.Exercice 2.

Déterminer le développement en série entière de x 7→
√

1+x
1−x .

Exercice 3.Exercice 3.

Développer en série entière la fonction f définie par f(x) = x2+x−3
(x−2)2(2x−1) et préciser le rayon de

convergence de la série obtenue.

Exercice 4.Exercice 4.

Soit f l’application définie sur ]− 1, 1[ par f(t) = cos(α arcsin t), α ∈ R.
1. Former une équation différentielle linéaire du second ordre vérifiée par f .
2. Chercher les solutions de l’équation différentielle obtenue qui sont développables en série

entière et vérifient y(0) = 1 et y′(0) = 0.
3. En déduire que f est développable en série entière sur ]−1, 1[, et donner son développement.

Exercice 5.Exercice 5.

Soit α ∈ R. On note fα(x) = (1− x)−α.

1. Préciser le domaine de définition D de fα. Justifier que fα est de classe C1 sur D et donner
une équation différentielle du premier ordre vérifié par fα sur D.

2. On définit la famille de polynômes (Lk) par L0 = 1 et Lk(X) = X(X + 1) · · · (X + k − 1)
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pour tout k ∈ N∗. Démontrer que pour tout x ∈]− 1, 1[,

fα(x) =

+∞∑
n=0

Ln(α)
xn

n!
.

3. En déduire que, pour tous réels α et β, on a

Ln(α+ β) =

n∑
k=0

(
n

k

)
Lk(α)Ln−k(β).

Exercice 6.Exercice 6.

Soit a > 0 et f : [−a, a] → R une fonction de classe C∞ telle qu’il existe C,A > 0 vérifiant, pour
tout n ∈ N,

‖f (n)‖∞ ≤ C ·An · n!.

Démontrer que f est développable en série entière en 0.

Exercice 7.Exercice 7.

Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C∞ :
1. f(x) = sin(x)/x si x 6= 0, f(0) = 1.
2. g(x) = ch(

√
x) si x ≥ 0 et g(x) = cos(

√
−x) si x < 0.

3. h(x) = 1
sin x − 1

x si x ∈]− π, 0[∪]0, π[, h(0) = 0.

Exercice 8.Exercice 8.

On considère la série entière f(x) =
∑+∞

n=1
(−1)n+1

n(2n+1)x
2n+1.

1. Quel est son rayon de convergence, que l’on notera R ? Y-a-t-il convergence aux bornes de
l’intervalle de définition ?

2. Sur quel intervalle la fonction f est-elle a priori continue ? Démontrer qu’elle est en réalité
continue sur [−R,R].

3. Exprimer, au moyen des fonctions usuelles, la somme de la série dérivée sur ]−R,R[. En
déduire une expression de f sur ]−R,R[.

4. Calculer
∑+∞

n=1
(−1)n+1

n(2n+1) .

Exercice 9.Exercice 9.

On considère la série entière f(x) =
∑+∞

n=2
(−1)n

n(n−1)x
n.

1. Déterminer le domaine de définition de f .
2. Démontrer que f est continue sur son domaine de définition.
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3. Exprimer f ′, puis f , à l’aide de fonctions usuelles sur l’intervalle ]− 1, 1[.
4. Déduire des questions précédentes la valeur de

∑
n≥2

(−1)n

n(n−1) .

2. Exercices d’entraînement

a. Régularité des séries entières et développements en série entières

Exercice 10.Exercice 10.

Soit f l’application définie sur ]− 1, 1[ par f(x) = exp(λ arcsinx), λ ∈ R.
1. Former une équation différentielle linéaire du second ordre vérifiée par f .
2. Chercher les solutions de l’équation différentielle obtenue qui sont développables en série

entière et vérifient y(0) = 1 et y′(0) = λ.
3. En déduire que f est développable en série entière sur ]− 1, 1[.

Exercice 11.Exercice 11.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ex
2/2

∫ x

0
e−t2/2dt.

1. Étudier la parité de f .
2. Justifier que f est développable en série entière.
3. En formant une équation différentielle vérifiée par f , déterminer ce développement.

Exercice 12.Exercice 12.

Soit f une fonction de classe C∞ sur un intervalle ouvert I contenant 0 telle que f , et toutes ses
dérivées, sont positives sur I. Soit α > 0 tel que [−α, α] ⊂ I. On veut prouver dans cet exercice
que f est somme de sa série de Taylor sur l’intervalle ]− α, α[.

1. Justifier que, pour tout x ∈ [−α, α],

f(x) = f(0) + xf ′(0) + · · ·+ xn

n!
f (n)(0) + xn+1

∫ 1

0

(1− u)n

n!
f (n+1)(xu)du.

On pose alors, pour tout x ∈ [−α, α], Rn(x) = xn+1
∫ 1

0
(1−u)n

n! f (n+1)(xu)du.

2. Démontrer que, si |x| < α, alors |Rn(x)| ≤ |x/α|n+1Rn(α).
3. Conclure.

3. Exercices d’approfondissement

a. Régularité des séries entières et développements en série entières
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Exercice 13.Exercice 13.

1. Pour k ∈ N, démontrer que
∫ +∞
0

t2k+1e−t2dt = k!
2 .

2. Déterminer le développement en série entière en 0 de

f : x 7→
∫ +∞

0

e−t2 sin(tx)dt

(a) en procédant à une intégration terme à terme ;
(b) en déterminant une équation différentielle dont le fonction est solution.

Exercice 14.Exercice 14.

Soit f(x) =
∑+∞

n=0 e
−nen

2ix.
1. Justifier que f est une fonction de classe C∞ sur R.

2. Montrer que, pour chaque k, |f(k)(0)|
k! ≥ kke−k.

3. En déduire que f n’est pas développable en série entière en 0.

Exercice 15.Exercice 15.

Soit f(z) =
∑

n≥0 anz
n une série entière de rayon de convergence strictement positif. On suppose

de plus que a0 6= 0. Le but est de prouver que la fonction 1/f est développable en série entière
au voisinage de zéro.

1. On suppose que 1/f =
∑

n≥0 bnz
n, avec rayon de convergence strictement positif. Quelle

relation de récurrence vérifie la suite (bn) ?
2. Soit (bn) la suite définie par la relation de récurrence précédente. Montrer qu’il existe une

constante C > 0 telle que, pour tout n ≥ 0, on a

|bn| ≤
Cn

|a0|
.

3. En déduire que 1/f est développable en série entière.

Exercice 16.Exercice 16.

Pour tous les entiers k et n tels que n ≥ 1 et 0 ≤ k ≤ n, on note Dn,k le nombre de bijections
(ou permutations) s de l’ensemble {1, . . . , n} ayant k points fixes, c’est-à-dire telles que

k = card
{
i ∈ {1, . . . , n}; s(i) = i

}
.

On pose D0,0 = 1 et dn = Dn,0. dn désigne le nombre de dérangements, c’est-à-dire de permu-
tations sans point fixe.

1. Dresser la liste de toutes les permutations de {1, 2, 3} et en déduire la valeur de D3,0, D3,1,
D3,2 et D3,3.

2. Montrer que n! =
∑n

k=0 Dn,k.
3. Montrer que Dn,k =

(
n
k

)
Dn−k,0.
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4. Montrer que la série entière
∑

n≥0
dn

n! z
n a un rayon de convergence supérieur ou égal à 1.

5. On pose f(x) =
∑+∞

n=0
dn

n! x
n. Montrer que (expx)f(x) = 1

1−x pour |x| < 1.

6. En déduire que dn = n!
∑n

k=0
(−1)k

k! .
7. Soit pn la probabilité pour qu’une permutation prise au hasard soit un dérangement. Quelle

est la limite de pn quand n tend vers +∞ ?

Exercice 17.Exercice 17.

On rappelle qu’une involution de {1, . . . , n} est une application s : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} telle
que s ◦ s(k) = k pour tout k ∈ {1, . . . , n}. On note In le nombre d’involutions de {1, . . . , n} et
on convient que I0 = 1.

1. Démontrer que, si n ≥ 1, alors
In+1 = In + nIn−1.

2. Démontrer que la série entière S(x) =
∑

n≥0
In
n! x

n converge pour tout x dans ]− 1, 1[. On
note S sa somme.

3. Justifier que, pour tout x ∈]− 1, 1[, on a S′(x) = (1 + x)S(x).
4. En déduire une expression de S(x), puis de In.
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