Mathématiques spéciales

Feuille d’exercices n°24

1. Révisions : Equations différentielles de Sup’

a. Equations différentielles linéaires scalaires du ler ordre

Exercice 1.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. 7y +2y =223 — 5 + 4z — 1;
2.y +2y =222z +3;
3.y +y=uze%;
4. y' — 2y = cos(x) + 2sin(z) ;

Exercice 2.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1.y +y= —H_lez sur R;
I+2)y+y=1+In(l+x)sur]—1,400[;

/ 2

y' — £ =2 sur |0, -o0;

Yy —2zy = —(2z — 1)e” sur R;

oLl N

y - %y = t2 sur ]0, +-o0[;

Exercice 3.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. ¢ + tan(t)y = sin(2¢), y(0) = 1 sur | — w/2,7/2(;
2. (x+ 1)y +ay=a®>—2+1, y(1) = 1 sur | — 1,400 (on pourra rechercher une solution
particuliére sous la forme d’un polyndéme).

Exercice 4.

1. Soient C, D € R. On considere la fonction f définie sur R* par

f(:g:{gexp(—;l) o> 0
exp(T) siz <O.

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur C' et D pour que f se
prolonge par continuité en 0.

(b) Démontrer que si cette condition est remplie, ce prolongement, toujours noté f, est
alors dérivable en 0 et que f’ est continue en 0.



2. On consideére ’équation différentielle
22y —y=0.

Résoudre cette équation sur les intervalles |0, +o0] et | — o0, 0].

3. Résoudre I'équation précédente sur R.

Exercice 5.

Déterminer les solutions sur R des équations différentielles suivantes :
1.ty —2y=1t3;
2. t2y —y =0;
3. (1—-t)y —y=t.

Exercice 6.

Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes :

_1l4lnz

2% sur |1, 400, puis sur ]0, +00[;

1. (xlnz)y —y =

2. 2y +2y = 75 swr Ry

3. y'cos’x —y =e?"% sur R;

Exercice 7.

L’accroissement de la population P d’un pays est proportionnel & cette population. La population
double tous les 50 ans. En combien de temps triple-t-elle 7

b. Equations différentielles linéaires scalaires du 2nd ordre a coefficients constants

Exercice 8.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
Ly =2 +y=uxy(0)=y(0)=0;
2. y"+9y=x+1,y(0)=0;
3.y =2 +y=sinz;

Exercice 9.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1Ly —4y +3y=(2x + 1)e™*;
2.y — 4y +3y =2z + 1)e*;
3.y =2y +y= (22 +1)e® + 37



4. y" — 4y + 3y = 22e® + xe* cosx;
5. y" — 2y 4+ by = —4de " cos(x) + Te T sinx — 4e” sin(2z) ;

Exercice 10.

On cherche a résoudre sur R’ I'équation différentielle :
x2y"—3zy +4y = 0. (E)

1. Cette équation est-elle linéaire 7 Qu’est-ce qui change par rapport au cours ?
2. Analyse. Soit y une solution de (E) sur R%. Pour t € R, on pose z(t) = y(e').
(a) Calculer pour t € R, 2/(¢) et 2" (¢).

(b) En déduire que z vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients
constants que I'on précisera (on pourra poser z = e’ dans (F)).

(¢) Résoudre 'équation différentielle trouvée a la question précédente.
n déduire le "portrait robot” de y.
d) En déduire le "portrait robot” de y

3. Synthese. Vérifier que, réciproquement, les fonctions trouvées a la fin de 'analyse sont bien
toutes les solutions de (E) et conclure.

Exercice 11.

Pour les équations différentielles suivantes, déterminer 'unique fonction solution :
1.y + 2y + 4y = ze®, avec y(0) = 1 et y(1) = 0.
2.y’ =2y + (1+m?)y = (1+4m?) cos(mz) avec y(0) = 1 et 3/ (0) = 0; on discutera suivant
que m =0 ou m # 0.

2. Spé : systemes différentiels

Exercice 12.

Le mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique suivant 'axe (Oz) est régi
par un systéme différentiel de la forme

JC// — wy/

= —wx'

2 =0

ou w dépend de la masse et de la charge de la particule, ainsi que du champ magnétique. En
posant v = z’ + i3/, résoudre ce systéme différentiel.



Exercice 13.

Résoudre les systemes différentiels suivants :

¥ = 42—z ¥ = y+z
1.{ ¢y = 2x+4y—2z 2¢ 9y = —x+2y+=z
2 = —z—-2y+z 2 = x4z

Exercice 14.

Donner les solutions réelles du systéme différentiel X’ = AX lorsque

1 10 0 1 -1
1.A= -1 2 1 2.A= 1 4 -2
1 0 1 2 6 -3
Exercice 15.
Résoudre le systeme différentiel X' = AX lorsque
0 2 2 -6 5 3
1. A= -1 2 2 2. A= -8 7 4
-1 1 3 -2 1 1
Exercice 16.
a b c
Soit A la matrice A = 0 a b |. Calculer exp(A). En déduire la solution générale du
0 0 a

syteme X' = AX.

Exercice 17.
Résoudre les systemes différentiels suivants :

L { x (t) 61 (t) + 3wo(t) — 3t + 4e3 9 { x

—~~
~

~
|

1‘1(75) + 21‘2(t) +t

oh(t) = —dxi(t) — xo(t) + 4t — 4e3t xé(t) = —dxy(t) — 3xa2(t).

On donnera les solutions réelles.

Exercice 18.

Soit A = ( ch d ) une matrice complexe. Montrer que toutes les solutions du systéeme X'(t) =

AX(t) tendent vers 0 en 400 si et seulement si les valeurs propres de A sont toutes de partie
réelle strictement négative.



Exercice 19.

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Démontrer 1’équivalence de
1. A est antisymétrique;;

2. toutes les solutions de ’équation X’ = AX sont de norme constante.

3. Spé : Equations différentielles d’ordre 2

Exercice 20.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
Ly" =2y +y=uwy(0)=y'(0)=0;
2.y +9y=xz+1,y(0)=0;
3.y — 2y +y=sin’z;

Exercice 21.

Déterminer une équation différentielle vérifiée par la famille de fonctions

y(z) = Cre* + Cye™™, C1,Cy € R.

Exercice 22.

On cherche a résoudre sur R’} I’équation différentielle :
22y’ —3xy +4y = 0. (E)

1. Analyse. Soit y une solution de (E) sur R%. Pour ¢ € R, on pose z(t) = y(e').
(a) Calculer pour t € R, 2'(t) et 2" (t).

(b) En déduire que z vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants que 'on précisera (on pourra poser z = e’ dans (E)).

(¢) Résoudre 'équation différentielle trouvée a la question précédente.
(d) En déduire le "portrait robot” de y.

2. Synthese. Vérifier que, réciproquement, les fonctions trouvées a la fin de ’analyse sont bien
toutes les solutions de (E) et conclure.

Exercice 23.
Rechercher les fonctions polyndmes solutions de
(2 = 3)y" — day’ + 6y = 0.

En déduire toutes les solutions de cette équation sur R.



Exercice 24.

On considére I’équation différentielle notée (E) :
(t* +t)2” + (t —1)a’ —x =0.

1. Déterminer les solutions polynémiales de (E).
2. En déduire toutes les solutions de (E) sur |1, +oo].

3. Reprendre le méme exercice avec
22y — 3ay + 4y = 2®

dont on déterminera les solutions sur |0, +oo[. On cherchera d’abord les solutions polyno-
miales de I’équation homogene !

Exercice 25.

On considere ’équation différentielle
wy’ —y +4°y=0  (E)
dont on se propose de déterminer les solutions sur R.
1. Question préliminaire : soient a, b, c,d 4 réels et f: R* — R définie par

f@) = acos(z?) + bsin(x?) siz >0
)= ccos(a?) +dsin(z?) siz <0

A quelle condition sur a,b,c,d la fonction f se prolonge-t-elle en une fonction de classe
C? sur R? On recherche les solutions de (E) qui sont développables en série entiere au
voisinage de 0. On note = — Zj;i% an,x™ une telle solution, lorsqu’elle existe, et on désigne
par R son rayon de convergence.

2. Montrer qu’il existe une relation de récurrence, que ’on explicitera, entre a,4 et a,.
3. Pour p € N, déterminer asp11 et asp3.

4. Pour p € N, déterminer a4, en fonction de ag et de p (respectivement a4p4+2 en fonction
de as et p).

5. Quel est le rayon de la série entiere obtenue ? Exprimer la comme combinaison linéaire de
deux fonctions ”classiques”.

6. Soit S le R-espace vectoriel des applications de R dans R qui sont solutions de (E) sur R.
Préciser une base de S.

Exercice 26.

Pour les équations différentielles suivantes :
1. Chercher les solutions développables en séries entieres
2. Résoudre complétement 1’équation sur un intervalle bien choisi par la méthode du wrons-
kien
3. Résoudre I'équation sur R.
Loy’ +2y —a2y=0 2. z(z — 1)y" + 3zy’ +y = 0.



Exercice 27.

a et b étant deux fonctions continues sur R, on considére (E) I'équation différentielle
2%y + a(x)y’ + b(z)y = 0.

On note ST 'espace vectoriel des fonctions de classe C? solutions de (E) sur 'intervalle I =
]0, +00[ et S~ Tespace vectoriel des fonctions de classe C? solutions de (E) sur I'intervalle
J =] — 00,0[, et on note S l'espace vectoriel des fonctions de classe C? solutions de (E) sur R
tout entier. L’objectif de I'exercice est d’étudier les valeurs possibles pour la dimension de S.

1. Rappeler la dimension de ST et de S—.

2. On note ¢ lapplication linéaire de S vers S x S~ définie par ¢(f) = (fis, fs). Donner
le noyau de ¢. En déduire que dim S < 4.

3. Dans cette question, on suppose que a(xz) = x et que b(z) = 0, d’ou (E) est ’équation
22y" 4+ 2y’ = 0. Déterminer St et S~. En déduire ensuite S et sa dimension.

4. Dans cette question, (E) est I'équation z2y” — 6xy’ + 12y = 0. Déterminer deux solutions
sur I de la forme x — % (« réel). En déduire ST puis S~. En déduire S et sa dimension.

5. En s’inspirant de la question précédente, donner un exemple d’équation différentielle du
type 2%y" + a(z)y’ + b(z)y = 0 tel que dim S = 0.

Exercice 28.
Soit (E) I'équation différentielle
22y — 3y + 2%y = 0.
1. Trouver les solutions développables en série entiere en 0. On les exprimera a l'aide de
fonctions classiques.
2. A l'aide d'un changement de variables, résoudre I’équation différentielle sur R et R*.

3. En déduire toutes les solutions sur R.

Exercice 29.

Soit E' le C-espace vectoriel des applications de classe C*° de R dans C. On définit ¢ : E — F
par
o(f): R —- R
t o= fl)+tf().
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢.

2. Faire de méme pour ¢2.

3. En déduire les solutions de 1’équation différentielle

y“+2xy’+(sc2+3)y:0.
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