
Corrigé de la feuille d’exercices no24
Mathématiques spéciales

1. Révisions : Equations différentielles de Sup’

a. Equations différentielles linéaires scalaires du 1er ordre

Exercice 1.Exercice 1.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. 7y′ + 2y = 2x3 − 5x2 + 4x− 1 ;
2. y′ + 2y = x2 − 2x+ 3 ;
3. y′ + y = xe−x ;
4. y′ − 2y = cos(x) + 2 sin(x) ;

Correction.

1. On résout d’abord l’équation sans second membre 7y′ +2y = 0. La solution générale est de
la forme y(x) = Ke−2x/7. On cherche ensuite une solution particulière sous la forme d’un
polynôme de degré 3. Si P (X) = aX3+bX2+cX+d, alors P est une solution de l’équation
si et seulement si

7(3ax2 + 2bx+ c) + 2(ax3 + bx2 + cx+ d) = 2x3 − 5x2 + 4x− 1 pour tout x ∈ R

soit

2ax3 + (21a+ 2b)x2 + (14b+ 2c)x+ (7c+ 2d) = 2x3 − 5x2 + 4x− 1 pour tout x ∈ R.

Par identification, on trouve que a, b, c et d sont solutions du système
2a = 2

21a+ 2b = −5
14b+ 2c = 4
7c+ 2d = −1

On résout ce système et on trouve qu’une solution particulière est donné par x3 − 13x2 +
93x− 326. L’ensemble des solutions de l’équation est donnée par les fonctions

x 7→ x3 − 13x2 + 93x− 326 +Ke−2x/7 avec K ∈ R.

2. On résout l’équation sans second membre y′ + 2y = 0 dont la solution générale est λe−2x.
On cherche ensuite une solution particulière sous la forme d’un polynôme de degré 2, y(x) =
ax2 + bx+ c. En procédant exactement comme à la question précédente, on trouve qu’une
solution particulière est donnée par x2

2 − 3
2x+ 9

4 . Les solutions de l’équation sont donc les
fonctions

x 7→ λe−2x +
x2

2
− 3

2
x+

9

4
, λ ∈ R.
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3. On résout d’abord l’équation sans second membre y′ + y = 0 qui donne y(x) = Ke−x

avec K ∈ R. On cherche ensuite une solution de l’équation complète sous la forme y(x) =
P (x)e−x, avec P un polynôme. Puisque dans ce cas y′(x) = P ′(x)e−x−P (x)e−x, on trouve
que y est solution de l’équation si et seulement si, pour tout x ∈ R,

P ′(x)e−x − P (x)e−x + P (x)e−x = xe−x,

c’est-à-dire si et seulement si, pour tout x ∈ R,

P ′(x)e−x = xe−x ⇐⇒ P ′(x) = x.

Le polynôme P (x) = x2/2 convient, et une solution particulière de l’équation complète est
donc x2

2 e−x. Les solutions de l’équation sont donc les fonctions

x 7→
(
1

2
x2 +K

)
e−x, avec K ∈ R.

4. La solution générale de l’équation sans second membre est y(x) = Ke2x, K ∈ R. Il y
a ensuite plusieurs méthodes pour rechercher une solution particulière. Par exemple, on
peut chercher une solution particulière de l’équation y′ − 2y = cosx. Pour cela, on écrit
que cosx = <e(eix) et on cherche une solution de y′ − 2y = eix. Puisque eix n’est pas
solution de l’équation sans second membre, on cherche une solution particulière sous la
forme y(x) = αeix. Cette fonction est solution de y′ − 2y = eix si et seulement si

iαeix − 2αeix = eix

ie si et seulement si

α =
1

−2 + i
=

−2− i

(−2 + i)(−2− i)
= −2 + i

5
.

Une solution particulière de y′ − 2y = cosx est donc donnée par

<e
(
−2 + i

5
eix
)

= −2

5
cosx+

1

5
sinx.

On cherche ensuite une solution particulière de y′ − 2y = 2 sinx en utilisant exactement la
même méthode, mais en remarquant que cette fois sinx = =m(eix). Une solution particu-
lière est donc donnée par

2=m
(
−2 + i

5
eix
)

= −4

5
sinx− 2

5
cosx.

Par le principe de superposition des solutions, on trouve finalement que l’ensemble des
solutions de l’équation différentielle est donnée par les fonctions

x 7→ Ke2x − 4

5
cosx− 3

5
sinx, avec K ∈ R.
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Exercice 2.Exercice 2.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. y′ + y = 1

1+ex sur R ;
2. (1 + x)y′ + y = 1 + ln(1 + x) sur ]− 1,+∞[ ;
3. y′ − y

x = x2 sur ]0,+∞[ ;
4. y′ − 2xy = −(2x− 1)ex sur R ;
5. y′ − 2

t y = t2 sur ]0,+∞[ ;

Correction.

1. On commence par résoudre l’équation homogène y′ + y = 0 dont la solution générale est
y(x) = λe−x. On cherche une solution particulière sous la forme y(x) = λ(x)e−x, de sorte
que y′(x) = λ′(x)e−x−λ(x)e−x. On introduit ceci dans l’équation différentielle et on trouve

λ′(x)e−x − λ(x)e−x + λ(x)e−x =
1

1 + ex
.

Après simplification, ceci donne :

λ′(x)e−x =
1

1 + ex
=⇒ λ′(x) =

ex

1 + ex
.

Une solution particulière est donc donné par y(x) = ln(1 + ex)e−x. Finalement, la solution
générale de l’équation avec second membre est donnée par

x 7→ ln(1 + ex)e−x + λe−x.

2. On commence par résoudre l’équation homogène (1+x)y′+y = 0, dont la solution générale
est donnée par y(x) = λ

1+x , λ ∈ R. On cherche une solution particulière par la méthode de
variation de la constante, en posant y(x) = λ(x)

1+x , de sorte que

y′(x) =
λ′(x)

1 + x
− λ(x)

(1 + x)2
.

En introduisant ceci dans l’équation différentielle, on trouve

(1 + x)

(
λ′(x)

1 + x
− λ(x)

(1 + x)2

)
+

λ(x)

1 + x
= 1 + ln(1 + x)

ce qui donne après simplifications

λ′(x) = 1 + ln(1 + x).

Une primitive est donnée par λ(x) = (1 + x) ln(1 + x), et la solution générale de l’équation
avec second membre est donc donnée par

x 7→ λ

1 + x
+ ln(1 + x).

3. On commence par résoudre l’équation sans second membre y′ − y
x = 0. On remarque que

x 7→ x est une solution. L’ensemble des solutions de l’équation sans second membre est donc
les fonctions x 7→ Cx, C ∈ R. On cherche ensuite une solution particulière sous la forme
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y(x) = λ(x)x. Reportant dans l’équation différentielle, on trouve l’équation λ′(x) = x, ce
qui donne λ(x) = x2

2 + C. L’ensemble des solutions de l’équation différentielle est donc
donné par les fonctions

x 7→ Cx+
x3

2
.

4. On commence par résoudre l’équation homogène y′ − 2xy = 0. On a

y′ − 2xy = 0 ⇐⇒ y′

y
= 2x ⇐⇒ ln |y| = x2 + C,

et donc la solution générale de l’équation homogène est t 7→ λex
2 . On cherche ensuite une

solution particulière de l’équation en utilisant la méthode de variation de la constante. On
pose donc y(x) = λ(x)ex

2 et introduisant y dans l’équation avec second membre, on trouve

λ′(x)ex
2

= (−2x+ 1)ex ⇐⇒ λ′(x) = (−2x+ 1)e−x2+x.

Une primitive est donnée par λ(x) = e−x2+x et donc une solution particulière de l’équation
avec second membre est donnée par

x 7→ e−x2+xex
2

= ex.

Finalement, les solutions de l’équation sont les fonctions x 7→ λex
2

+ ex.
5. On commence par résoudre l’équation homogène y′ − 2

t y = 0. On trouve que les solutions
sont les fonctions de la forme y(t) = λt2. On cherche une solution particulière par la méthode
de variation de la constante en posant y(t) = λ(t)t2. L’équation devient :

t2 = y′(t)− 2

t
y(t) = λ′(t)t2.

Dès lors, λ′(t) = 1 soit λ(t) = t+C. Finalement, les solutions sur ]0,+∞[ de l’équation de
départ sont les fonctions

t 7→ t3 + Ct2.

Exercice 3.Exercice 3.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. y′ + tan(t)y = sin(2t), y(0) = 1 sur ]− π/2, π/2[ ;
2. (x + 1)y′ + xy = x2 − x + 1, y(1) = 1 sur ] − 1,+∞[ (on pourra rechercher une solution

particulière sous la forme d’un polynôme).

Correction.

1. La solution générale de l’équation homogène est donnée par t 7→ λ cos t, λ ∈ R. On cherche
une solution particulière par la méthode de variation de la constante et posant y(t) =
C(t) cos(t). Introduisant cette fonction dans l’équation, et tenant compte de la formule
sin(2t) = 2 sin(t) cos(t), on trouve C ′(t) = 2 sin(t) dont une primitive est t 7→ −2 cos t.
Une solution particulière de l’équation différentielle est donc donnée par la fonction t 7→
−2 cos2 t. Les solutions de l’équation sont alors les fonctions vérifiant t 7→ λ cos t− 2 cos2 t.
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On cherche la solution valant 1 en 0. On trouve λ − 2 = 1, soit λ = 3. Ainsi, la solution
recherchée est la fonction

t 7→ −2 cos2 t+ 3 cos t.

2. La résolution de l’équation homogène amène à chercher une primitive de la fonction x 7→
−x
x+1 . Pour cela, il suffit d’écrire

−x

x+ 1
=

−x− 1 + 1

x+ 1
= −1 +

1

x+ 1
.

Les solutions de l’équation homogène, sur l’intervalle ] − 1,+∞[, sont donc les fonctions
x 7→ λ(x + 1)e−x. On cherche une solution particulière de l’équation sous la forme d’un
polynôme. Or, si P est un polynôme, le degré de (x+ 1)y′ + xy vaut le degré de P plus 1.
On cherche donc y sous la forme d’un polynôme de degré 1, soit y(x) = ax+b. Introduisant
cela dans l’équation différentielle, on trouve

(x+ 1)a+ x(ax+ b) = x2 − x+ 1.

Par identification, on trouve a = 1, a + b = −1, soit b = −2. Les solutions de l’équation
sont donc les fonctions x 7→ (x−2)+λ(x+1)e−x. La solution vérifiant y(1) = 1 est obtenue
pour λ = e.

Exercice 4.Exercice 4.

1. Soient C,D ∈ R. On considère la fonction f définie sur R∗ par

f(x) =

{
C exp

(−1
x

)
si x > 0

D exp
(−1

x

)
si x < 0.

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur C et D pour que f se
prolonge par continuité en 0.

(b) Démontrer que si cette condition est remplie, ce prolongement, toujours noté f , est
alors dérivable en 0 et que f ′ est continue en 0.

2. On considère l’équation différentielle

x2y′ − y = 0.

Résoudre cette équation sur les intervalles ]0,+∞[ et ]−∞, 0[.
3. Résoudre l’équation précédente sur R.

Correction.

1. (a) Il est clair que limx→0+ f(x) = 0, indépendamment de la valeur de C, et que
limx→0− f(x) = ±∞ si D 6= 0, et limx→0− f(x) = 0 si D = 0. Ainsi, on a un prolon-
gement continu en 0 si et seulement si D = 0. Dans ce cas, on a f(0) = 0.

(b) On suppose donc que D = 0. La fonction f étant identiquement nulle à gauche de 0,
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elle est dérivable à gauche en 0 et sa dérivée est nulle. Pour x > 0, on a

f(x)− f(0)

x
=

C

x
exp(−1/x).

Posons u = 1
x . Lorsque x tend vers 0+, u tend vers +∞ et

1

x
exp(−1/x) = u exp(−u).

Par comparaison des fonctions polynomes et exponentielle, on en déduit que f(x)−f(0)
x

tend vers 0 lorsque x tend vers 0+, et donc f ′ est dérivable à droite en 0, de dérivée
nulle. Ainsi, on a bien que f est dérivable en 0, avec f ′(0) = 0. La continuité à gauche
de f ′ en 0 ne pose alors pas de problèmes. En ce qui concerne la dérivée à droite, on
remarque que, pour x > 0, on a

f ′(x) =
C

x2
exp(−1/x) = Cu2 exp(−u)

toujours avec le même changement de variables. Comme précédemment, on en tire que
limx→0+ f ′(x) = 0, et donc que f est continue en 0.

2. Sur l’intervalle ]0,+∞[, la fonction x2 ne s’annule pas et l’équation est équivalente à

y′ =
1

x2
y.

Les solutions de cette équation sont les fonctions y(x) = C exp(−1/x), où C ∈ R. La
résolution sur l’intervalle ]−∞, 0[ donne exactement le même ensemble de solutions.

3. Soit y une solution sur R. Sa restriction à ]0,+∞[ est solution sur ]0,+∞[, et donc il existe
une constante C ∈ R telle que, pour tout x > 0, y(x) = C exp(−1/x). La restriction de y à
]−∞, 0[ est aussi solution sur ]−∞, 0[, et donc il existe une constante D ∈ R telle que, pour
tout x < 0, y(x) = D exp(−1/x). Remarquons ici que C et D n’ont aucune raison d’être
égaux. En effet, les résolutions sur ]−∞, 0[ et ]0,+∞[ se font totalement indépendamment.
D’ailleurs, le résultat des premières questions entraîne que, pour que y soit continue en 0,
il est nécessaire que D = 0. Dans ce cas, la fonction y est de classe C1, et elle vérifie bien
l’équation différentielle : c’est clair pour x 6= 0, et c’est aussi vrai en 0 par continuité de y
et y′ en 0.

Exercice 5.Exercice 5.

Déterminer les solutions sur R des équations différentielles suivantes :
1. ty′ − 2y = t3 ;
2. t2y′ − y = 0 ;
3. (1− t)y′ − y = t.

Correction.

Les trois équations ont en commun que le terme devant y′ s’annule. Il faut donc résoudre l’équation
sur des intervalles où cette fonction ne s’annule pas (par exemple, ]0,+∞[ et ] − ∞, 0[ pour la
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première équation), puis étudier si les solutions se recollent correctement (ie si en ”collant” une
solution sur ]0,+∞[ et une solution sur ]−∞, 0[ on peut obtenir une solution C1 sur R).

1. ty′ − 2y = t3 : sur ]0,+∞[, on résout d’abord l’équation sans second membre

ty′ − 2y = 0 ⇐⇒ y′

y
=

2

t

et donc les solutions de l’équation sans second membre sont les fonctions de la forme y(t) =
λt2. Pour trouver les solutions de l’équation avec second membre, on peut utiliser la méthode
de variation des constantes, ou remarquer plus facilement que t 7→ t3 est solution. Une
fonction y est donc solution de l’équation sur ]0,+∞[ si et seulement s’il existe λ ∈ R tel
que y(t) = λt2 + t3. De même, une fonction y est donc solution de l’équation sur ]−∞, 0[
si et seulement s’il existe µ ∈ R tel que y(t) = µt2 + t3. Essayons maintenant de résoudre
l’équation sur R. Si y : R → R est solution de l’équation sur R, alors il existe deux constantes
λ et µ telles que

y(t) =

{
λt2 + t3 si t > 0
µt2 + t3 si t < 0

On veut que y soit continue en 0. Mais on remarque que

lim
t→0−

y(t) = lim
t→0+

y(t) = 0.

y ainsi définie et prolongée par y(0) = 0 est bien continue en 0. De même, il faut que y
soit dérivable en 0. Mais, y est dérivable à droite en 0, et y′d(0) = 0 (c’est la dérivée de
t 7→ λt2 + t3 en 0), et y est dérivable à gauche en 0 avec y′g(0) = 0. Ainsi, la formule
précédente définit bien une fonction y dérivable sur R. De plus, y est solution de l’équation.
On pourra remarquer que l’ensemble des solutions, dans ce cas, est de dimension 2.

2. t2y′ − y = 0 : On résout d’abord l’équation sur ]0,+∞[. Elle est équivalente à y′/y = 1
t2 , ce

qui nous dit qu’une fonction y est solution sur ]0,+∞[ si et seulement si y(t) = λe−1/t avec
λ ∈ R. De même, une fonction y est solution sur ]−∞, 0[ si et seulement si y(t) = µe−1/t

avec µ ∈ R. Si on cherche maintenant une solution y sur R, ses restrictions à ]0,+∞[ et à
]−∞, 0[ sont aussi solutions, et il existe λ, µ ∈ R tels que

y(t) =

{
λe−1/t si t > 0
µe−1/t si t < 0

On étudie la continuité éventuelle de y en 0. On a

lim
t→0+

y(t) = lim
t→0+

λe−1/t = 0,

tandis que

lim
t→0−

y(t) = lim
t→0−

µe−1/t =

 +∞ si µ > 0
−∞ si µ < 0
0 si µ = 0.

Pour assurer la continuité de y en 0, il est donc nécessaire que µ = 0 et on prolonge y par
continuité en 0 en posant y(0) = 0. Mais alors, pour t > 0, on a

y′(t) =
1

t2
e−1/t

et par comparaison des fonctions puissance et exponentielle, on a

lim
t→0+

y′(t) = 0.
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Puisque bien sûr limt→0− y′(t) = 0 (rappelons que µ = 0), y est dérivable en 0. Les solutions
sur R de l’équation sont donc les fonctions

y(t) =

{
λe−1/t si t > 0
0 si t < 0.

On pourra remarquer que l’ensemble des solutions, dans ce cas, est de dimension 1.
3. (1 − t)y′ − y = t : on résout cette fois l’équation sur chacun des intervalles ]1,+∞[ et

]−∞, 1[. Les solutions de l’équation homogène associée, sur ]1,+∞[, sont les fonctions de
la forme

t 7→ λ

1− t
, λ ∈ R.

On résout ensuite l’équation générale par la méthode de variation de la constante. En posant
y(t) = λ(t)

1−t , on trouve
λ′(t) = t

et donc une solution particulière est donnée par y(t) = t2

2(1−t) . On a donc prouvé qu’une
fonction y est solution sur ]1,+∞[ de l’équation si et seulement s’il existe une constante
λ ∈ R telle que y(t) = 2λ+t2

2(1−t) . Quand λ décrit R, 2λ décrit lui aussi R et on peut réécrire
cet ensemble de solutions plus simplement comme l’ensemble des fonctions qui s’écrivent
y(t) = λ+t2

2(1−t) , λ ∈ R. On résout de même l’équation sur ]−∞, 1[. Considérons maintenant
y une solution sur R de l’équation. Alors il existe deux constantes λ et µ telles que

y(t) =

{
λ+t2

2(1−t) si t > 1
µ+t2

2(1−t) si t < 1.

Pour que y soit continue en 1, puisque 1− t → 0 lorsque t tend vers 1, il est nécessaire que
λ + t2 → 0 lorsque t → 1, soit λ = −1. De même, on doit avoir µ = −1. Ainsi, si y est
solution sur R, pour t 6= 1, elle s’écrit

y(t) =
t2 − 1

2(1− t)
= −1

2
(1 + t).

Cette fonction se prolonge par continuité en 1, et on vérifie aisément qu’elle est solution de
l’équation. Dans ce cas, l’ensemble des solutions est un espace affine de dimension 0.

Exercice 6.Exercice 6.

Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes :
1. (x lnx)y′ − y = − 1+ln x

x sur ]1,+∞[, puis sur ]0,+∞[ ;
2. xy′ + 2y = x

1+x2 sur R ;
3. y′ cos2 x− y = etan x sur R ;

Correction.

1. Sur ]1,+∞[, la fonction x 7→ x lnx ne s’annule pas et donc on a bien affaire à une équation
différentielle linéaire d’ordre 1 sur cet intervalle. L’ensemble de ces solutions est donc une
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droite affine. On commence par résoudre l’équation sans second membre,

(x lnx)y′ − y = 0 ⇐⇒ y′

y
=

1

x lnx
.

Puisqu’une primitive de x 7→ 1
x ln x est ln(ln(x)), on intègre et on trouve ln |y| = ln(ln(x))+

K, soit y(x) = C ln(x). On cherche maintenant une solution particulière en utilisant la
méthode de variation de la constante : on cherche donc une solution sous la forme

f(x) = C(x) ln(x).

En dérivant,
f ′(x) = C ′(x) ln(x) + C(x)

x
.

On introduit alors dans l’équation pour obtenir :

(x ln(x)) ln(x)C ′(x) = −(1 + ln(x))/x

soit
C ′(x) = − 1 + ln(x)

x2(ln(x))2 .

Ceci est de la forme −u′/u2, avec u(x) = x ln(x). On peut donc intégrer pour trouver qu’une
solution particulière est donnée par C(x) = 1

x ln(x) , soit f(x) = 1
x . Finalement, on trouve

que les fonctions solutions de l’équation différentielle sur ]1,+∞[ sont les fonctions

x 7→ 1

x
+ C ln(x), C ∈ R.

Etudions maintenant cette équation sur R∗
+. Le problème est que x 7→ x lnx s’annule en 1

et que l’on sort du cadre des théorèmes usuels. On ne sait donc même pas s’il existe des
solutions sur cet intervalle et, s’il en existe, quelle sera la dimension de l’espace des solutions.
En revanche, on sait résoudre l’équation sur ]1,+∞[ et aussi sur ]0, 1[ (exactement de la
même façon). Si f est donc une solution sur ]0,+∞[, il existe donc deux constantes C et D
telle que

f(x) =

{
1
x + C lnx si x>1
1
x +D lnx si x ∈]0, 1[.

Il faut remarquer que les constantes C et D peuvent être distinctes, puisqu’on a simplement
écrit que f est d’une part solution sur ]1,+∞[, d’autre part solution sur ]0, 1[. Tout le travail
maintenant consiste à savoir s’il y a raccordement de ces solutions, c’est-à-dire si on peut
choisir C et D de sorte que la formule précédente définisse une fonction dérivable sur
]0,+∞[. D’une part, puisque ln(1) = 0, on remarque que

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1+

f(x) = 1.

La fonction est donc continue en 1, quelles que soient les valeurs de C et D. On dérive, et
on sait que f ′(x) = − 1

x2 + C
x si x > 1, f ′(x) = − 1

x2 + D
x sinon. On a donc

lim
x→1+

f ′(x) = −1 + C tandis que lim
x→1−

f ′(x) = −1 +D.

Les limites à droite et à gauche de f ′ coincident si et seulement si C = D. Autrement dit,
f ′ est dérivable en 1 si et seulement si C = D. Ainsi, les solutions de l’équation sur ]0,+∞[
sont les fonctions qui s’écrivent

x 7→ 1

x
+ C ln(x), C ∈ R.

9



2. On va résoudre l’équation différentielle sur I1 =]0,+∞[ et sur I2 =] − ∞, 0[, intervalles
où la fonction devant y′ ne s’annule pas. On fixe donc j dans {1, 2}. On résoud sur Ij
l’équation sans second membre, xy′ + 2y = 0. Les solutions qui ne s’annulent pas vérifient
y′/y = −2/x, soit ln |y(x)/C| = ln |1/x2| avec k une constante. Les fonctions x 7→ 1/x2 sont
donc solutions, et puisqu’on sait que l’ensemble des solutions est de dimension 1, on trouve
que l’ensemble des solutions sur Ij de l’équation xy′+2y = 0 sont les fonctions x 7→ Cj/x

2.
On résoud maintenant l’équation avec second membre en utilisant la méthode de variation
de la constante. On pose donc y(x) = λ(x)/x2. y est solution de l’équation différentielle si
et seulement si

λ′(x) =
x2

1 + x2
= 1− 1

1 + x2
.

En intégrant, une solution particulière est donnée par

λ(x) =
x− arctanx

x2
.

Les solutions sur Ij de l’équation différentielle sont donc les fonctions

x 7→ x− arctanx+ Cj

x2
.

Soit maintenant z une solution sur R. Alors z|Ij est solution de l’équation différentielle sur
Ij . Ainsi, il existe des constantes C1 et C2 telle que z vérifie sur Ij

z(x) =
x− arctanx+ Cj

x2
.

Il faut que z soit continue en 0. Pour que la fonction admette une limite finie en 0, il est
nécessaire que Cj = 0. Réciproquement, si z(x) = x−arctan x

x2 pour z 6= 0, alors on effectue
un dl et on trouve

z(x) =
x

3
+ o(x).

Il suit que z, prolongée par z(0) = 0, est dérivable en 0 avec z′(0) = 1/3. z est donc l’unique
solution de l’équation différentielle sur R.

3. On commence par résoudre l’équation différentielle sur un intervalle du type]
−π

2 + kπ, π
2 + kπ

[
, avec k ∈ Z, intervalle sur lequel la fonction tan est bien définie. La

solution générale de l’équation homogène est de la forme x 7→ λetan x, λ ∈ R. La recherche
d’une solution particulière par la méthode de variation de la constante amène à

λ′(x) cos2(x)etan x = etan x

ce qui donne comme solution particulière x 7→ etan x(tanx + λ), λ ∈ R. Lorsque x tend
vers π/2 + kπ (par valeurs inférieures), cette fonction tend vers +∞ : il n’y a donc pas de
raccodement possible.

Exercice 7.Exercice 7.

L’accroissement de la population P d’un pays est proportionnel à cette population. La population
double tous les 50 ans. En combien de temps triple-t-elle ?

10



Correction.

L’accroissement de la population est mesuré par P ′(t), cette fonction est donc proportionnelle à
P (t). Autrement dit, P vérifie une équation différentielle du type P ′(t) = kP (t). Sa solution est
de la forme P (t) = Cekt. De l’autre information (la population double tous les 50 ans), on déduit
que P (t+ 50) = 2P (t) pour tout t ≥ 0. Ainsi, on a

Cekte50k = 2Cekt =⇒ 50k = ln 2 =⇒ k = ln 2/50.

On cherche x tel que P (t+ x) = 3P (t) pour tout t ≥ 0. Ceci donne

Cektekx = 3Cekt =⇒ kx = ln 3 =⇒ x =
50 ln 3

ln 2
' 79, 24.

La population triple environ tous les 79 ans un quart.

b. Equations différentielles linéaires scalaires du 2nd ordre à coefficients constants

Exercice 8.Exercice 8.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. y′′ − 2y′ + y = x, y(0) = y′(0) = 0 ;
2. y′′ + 9y = x+ 1, y(0) = 0 ;
3. y′′ − 2y′ + y = sin2 x ;

Correction.

1. On commence par résoudre l’équation homogène y′′ − 2y′ + y = 0. Son équation caracté-
ristique est r2 − 2r + 1 = 0, dont 1 est racine double. Les solutions générales de l’équation
homogène sont donc les fonctions

x 7→ λex + µxex.

Comme 0 n’est pas racine de l’équation caractéristique, on va chercher une solution particu-
lière sous la forme d’un polynôme de degré 1. Mais y(x) = ax+ b est solution de l’équation
différentielle si et seulement si :

∀x ∈ R, −2a+ ax+ b = x ⇐⇒ ∀x ∈ R, (a− 1)x+ (b− 2a) = 0.

Un polynôme réel étant identiquement nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls,
on en déduit que a = 1 et b = 2. Les solutions de l’équation sont donc les fonctions de la
forme

x 7→ λex + µxex + (x+ 2).

Si on ajoute les conditions y(0) = y′(0) = 0, on obtient les équations

λ+ 2 = 0 et λ+ µ+ 1 = 0,

soit λ = −2 et µ = 1. La seule solution de l’équation est donc la fonction

x 7→ (x− 2)ex + (x+ 2).

11



2. L’équation homogène y′′ +9y = 0 admet pour équation caractéristique associée r2 +9 = 0,
dont les racines sont 3i et −3i. Les solutions réelles de l’équation homogène sont donc les
fonctions de la forme t 7→ cos(3x) et t 7→ sin(3x). On cherche une solution particulière
sous la forme d’un polynôme de degré 1, et on trouve x 7→ x+1

9 . Les solutions de l’équation
différentielle sont donc les fonctions de la forme

x 7→ A cos(3x) +B sin(3x) + x+ 1

9
.

La condition y(0) = 0 entraîne A = −1/9.
3. L’équation caractéristique est r2 − 2r + 1 = 0 dont 1 est racine double. Les solutions de

l’équation homogène sont donc les fonctions de la forme

x 7→ (A+Bx)ex, A,B ∈ R.

Pour résoudre l’équation avec second membre, on linéarise sin2 x = 1−cos(2x)
2 . Par le principe

de superposition des solutions, on cherche d’abord une solution particulière qui correspond à
1/2. La fonction constante égale à 1/2 convient. On cherche ensuite une solution particulière
convenant à cos(2x) (il suffira ensuite de multiplier par −1/2 pour trouver une solution
convenant à − cos(2x)/2). On cherche cette solution particulière sous la forme y(x) =
c cos(2x) + d sin(2x). On a alors

y′′(x)− 2y′(x) + y(x) = (−3c− 4d) cos(2x) + (4c− 3d) sin(2x).

On cherche donc c et d solutions du système{
−3c− 4d = 1

4c− 3d = 0

On trouve c = −3/25 et d = −4/25. Les solutions de l’équation différentielle sont donc les
fonctions

x 7→ (A+Bx)ex +
1

2
+

3

50
cos(2x) + 2

25
sin(2x), A,B ∈ R.

Exercice 9.Exercice 9.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. y′′ − 4y′ + 3y = (2x+ 1)e−x ;
2. y′′ − 4y′ + 3y = (2x+ 1)ex ;
3. y′′ − 2y′ + y = (x2 + 1)ex + e3x ;
4. y′′ − 4y′ + 3y = x2ex + xe2x cosx ;
5. y′′ − 2y′ + 5y = −4e−x cos(x) + 7e−x sinx− 4ex sin(2x) ;

Correction.

1. On commence par résoudre l’équation homogène y′′ − 4y′ + 3y = 0. Son équation carac-
téristique est r2 − 4r + 3 = 0, dont les racines sont 1 et 3. Les solutions de l’équation
homogène sont donc les fonctions x 7→ λex+µe3x. Comme -1 n’est pas racine de l’équation
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caractéristique, on cherche une solution particulière sous la forme y(x) = (ax + b)e−x. En
dérivant, on trouve

y′(x) = (−ax+ (−b+ a))e−x, y′′(x) = (ax+ (b− 2a))e−x

et donc a et b sont solutions du système :{
8a = 2

8b− 6a = 1

On résoud ce système, et on trouve qu’une solution particulière est donnée par y0(x) =(
x
4 + 5

16

)
e−x. Finalement, les solutions de l’équation avec second membre sont les fonctions

de la forme
x 7→

(
x

4
+

5

16

)
e−x + λex + µe3x, λ, µ ∈ R.

2. L’équation homogène a déjà été résolue à la question précédente. Pour résoudre l’équation
avec second membre, on remarque cette fois que 1 est racine simple de l’équation caractéris-
tique. On cherche donc une solution particulière sous la forme y(x) = (ax2+bx)ex (on peut
trouver un polynôme sans terme constant car la fonction x 7→ ex est solution de l’équation
homogène). On dérive pour trouver

y′(x) =
(
ax2 + (2a+ b)x+ b

)
ex et y′′(x) =

(
ax2 + (4a+ b)x+ (2a+ 2b)

)
ex.

Par identification, a et b sont solutions du système{
−4a = 2

2a− 2b = 1

On obtient comme solution a = −1/2 et b = −1. La solution générale de l’équation avec
second membre est donc donnée par la formule

y 7→
(
−x2

2
− x

)
ex + λex + µe3x, λ, µ ∈ R.

3. On commence par résoudre l’équation homogène y′′ − 2y′ + y = 0. L’équation caractéris-
tique associée est r2 − 2r + 1 = 0 qui admet 1 comme racine double. La solution générale
de l’équation homogène est donc (Ax+B)ex.
On cherche une solution particulière de l’équation générale en utilisant le principe de su-
perposition des solutions. On commence donc à chercher une solution de y′′ − 2y′ + y =
(x2 + 1)ex. On la cherche sous la forme d’une exponentielle polynôme P (x)ex. Comme 1
est racine double de l’équation caractéristique, on sait qu’on va trouver une solution avec
un polynôme P de degré inférieur ou égal à 4. Utilisant

y′(x) =
(
P ′(x) + P (x)

)
ex y′′(x) =

(
P ′′(x) + 2P ′(x) + P (x)

)
ex,

on obtient
y′′(x)− 2y′(x) + y(x) = P ′′(x)ex.

y est donc solution de l’équation si et seulement si P ′′ = x2 + 1. On obtient donc une
solution particulière sous la forme (

x4

12
+

x2

2

)
ex.
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On cherche maintenant une solution particulière de y′′ − 2y′ + y = e3x. Cette fois, 3 n’est
pas racine de l’équation caractéristique, et on peut chercher une solution particulière sous
la forme y(x) = αe3x. On obtient, en introduisant dans l’équation

9α− 6α+ α = 1 ⇐⇒ α =
1

4
.

Les solutions de l’équation générale de départ sont donc les fonctions

x 7→
(
x4

12
+

x2

2
+Ax+B

)
ex +

1

4
e3x.

4. On résoud l’équation homogène y′′ − 4y′ + 3y = 0. On introduit l’équation caractéristique
r2 − 4r+3 = 0. Ses racines sont 1 et 3. On en déduit que la solution générale de l’équation
sans second membre est

x 7→ λex + µe3x, λ, µ ∈ R.

On cherche une solution particulière en utilisant le principe de superposition des solutions.
On cherche donc d’abord une solution de y′′ − 4y′ + 3y = x2ex. Puisque 1 est solution de
l’équation caractéristique, on cherche une solution sous la forme y1(x) = (ax3+bx2+cx)ex.
En dérivant et en identifiant, on obtient le système −6a = 1

6a− 4b = 0
2b− 2c = 0

Une solution particulière est donc obtenue par

y1(x) = −
(
1

6
x3 +

1

4
x2 +

1

4
x

)
ex.

On cherche ensuite une solution particulière de y′′ − 4y′ + 3y = xe2x cosx. On va en fait
chercher une solution particulière de y′′ − 4y′ + 3y = xe(2+i)x et on en prendra la partie
réelle. 2 + i n’étant pas solution de l’équation caractéristique, on cherche une solution sous
la forme y2(x) = (ax+ b)e(2+i)x. Après dérivation et identification, on trouve le système{

−2a = 1
2ia− 2b = 0.

On trouve y2(x) =
(
− 1

2x− i
2

)
e(2+i)x. Prenant la partie réelle, une solution particulière de

y′′ − 4y′ + 3y = xe2x cosx est obtenue par

x 7→
(
−x

2
cosx+

1

2
sinx

)
e2x.

La solution générale de l’équation différentielle initiale est donc donnée par

x 7→ −
(
1

6
x3 +

1

4
x2 +

1

4
x

)
ex +

(
−x

2
cosx+

1

2
sinx

)
e2x + λex + µe3x.

5. L’équation caractéristique est r2 − 2r + 5 = 0, dont les racines sont 1 + 2i et 1 − 2i. La
solution générale de l’équation homogène est donc donnée par

x 7→ λex cos(2x) + µex sin(2x),
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avec λ, µ ∈ R. On cherche ensuite une solution particulière de l’équation

y′′ − 2y′ + 5y = −4e−x cos(x) + 7e−x sin(x).

On va plutôt résoudre y′′ − 2y′ + 5y = e(−1+i)x, puis considérer les parties réelles et imagi-
naires. Comme −1+i n’est pas racine de l’équation caractéristique, on cherche une fonction
de la forme y0(x) = ae(−1+i)x. On trouve, en dérivant et en utilisant l’équation(

(−1 + i)2 − 2(−1 + i) + 5
)
a = 1.

Il vient a = 1/(7 − 4i) = (7 + 4i)/65. Une solution particulière de y′′ − 2y′ + 5y =
−4e−x cos(x) + 7e−x sin(x) est alors donnée par

−4<e
(
ae(−1+i)x

)
+ 7=m

(
ae(−1+i)x

)
= −4=m

(
iae(−1+i)x

)
+ 7=m

(
ae(−1+i)x

)
= =m

(
(−4i+ 7)ae(−1+i)x

)
= =m

(
e(−1+i)x

)
= e−x sinx.

On cherche ensuite une solution particulière de l’équation

y′′ − 2y′ + 5y = −4ex sin(2x).

On cherche de la même façon à résoudre y′′ − 2y′ + 5y = −4e(1+2i)x. Comme 1 + 2i est
solution de l’équation caractéristique, on va chercher une solution sous la forme axe(1+2i)x,
dont on prendra ensuite -4 fois la partie imaginaire. On trouve finalement que xex cos(2x)
est solution de y′′ − 2y′ + 5y = −4ex sin(2x). Finalement, les solutions de l’équation de
départ sont les fonctions

x 7→ xex cos(2x) + e−x sinx+ λex cos(2x) + µex sin(2x), λ, µ ∈ R.

Exercice 10.Exercice 10.

On cherche à résoudre sur R∗
+ l’équation différentielle :

x2y”−3xy′ + 4y = 0. (E)

1. Cette équation est-elle linéaire ? Qu’est-ce qui change par rapport au cours ?
2. Analyse. Soit y une solution de (E) sur R∗

+. Pour t ∈ R, on pose z(t) = y(et).
(a) Calculer pour t ∈ R, z′(t) et z′′(t).
(b) En déduire que z vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 2 à coefficients

constants que l’on précisera (on pourra poser x = et dans (E)).
(c) Résoudre l’équation différentielle trouvée à la question précédente.
(d) En déduire le ”portrait robot” de y.

3. Synthèse. Vérifier que, réciproquement, les fonctions trouvées à la fin de l’analyse sont bien
toutes les solutions de (E) et conclure.
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Correction.

1. Oui, il s’agit bien d’une équation linéaire, mais elle n’est pas à coefficients constants.
2. (a) On doit dériver une fonction composée. On trouve

z′(t) = ety′(et) et z′′(t) = ety′(et) + e2ty′′(et).

(b) En posant, comme indiqué dans l’énoncé, x = et, (E) se réécrit :

e2ty′′(et)− 3ety′(et) + 4y(et) = 0.

On exprime ensuite y′(et) et y′′(et) en fonction de z′(t) et de z′′(t). On trouve :

y′(et) = e−tz′(t) et y′′(et) = e−2tz′′(t)− e−ty′(et) = e−2t
(
z′′(t)− z′(t)

)
.

En introduisant cela dans (E), on obtient

z′′(t)− z′(t)− 3z′(t) + 4z(t) = 0 ⇐⇒ z′′(t)− 4z′(t) + 4z(t) = 0.

(c) Il s’agit maintenant d’une équation différentielle du second ordre à coefficients
constants. Son polynôme caractéristique est λ2− 4λ+4 = 0, dont la seule solution est
λ = 2. Ainsi, il existe deux constantes a et b telles que z(t) = ae2t + bte2t.

(d) On revient à y par y(x) = z(lnx) et t = lnx. On trouve que si y est solution de
l’équation, alors on a

y(x) = ax2 + bx2 ln(x).

3. On a montré que si y est solution de (E), alors il existe deux réels a, b tels que, pour tout
x > 0, on a y(x) = ax2 + bx2 ln(x). Réciproquement, il est facile de vérifier que la fonction
x 7→ ax2 + bx2 lnx est solution de l’équation. On a donc trouvé toutes les solutions de
l’équation.

Exercice 11.Exercice 11.

Pour les équations différentielles suivantes, déterminer l’unique fonction solution :
1. y′′ + 2y′ + 4y = xex, avec y(0) = 1 et y(1) = 0.
2. y′′ − 2y′ +(1+m2)y = (1+4m2) cos(mx) avec y(0) = 1 et y′(0) = 0 ; on discutera suivant

que m = 0 ou m 6= 0.

Correction.

1. On commence par résoudre l’équation homogène. Son équation caractéristique est r2+2r+
4 = 0, dont le discriminant est −12 et les racines sont −1+ i

√
3 et −1− i

√
3. Les solutions

de l’équation homogène sont donc les fonctions de la forme

y(x) = ae−x cos(
√
3x) + be−x sin(

√
3x),

avec a, b ∈ R. Cherchons maintenant une solution de l’équation avec second membre. On
peut chercher une solution de la forme yp(x) = (cx+ d)ex. On a alors

y′′p (x) + 2y′p(x) + 4yp(x) = (7cx+ 7d+ 4c)ex.
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Après identification des coefficients, on trouve une solution particulière pour c = 1
7 et

d = −4
49 . Les solutions de l’équation différentielle sont donc les fonctions de la forme

ae−x cos(
√
3x) + be−x sin(

√
3x) +

xex

7
− 4ex

49
,

avec a, b ∈ R. Maintenant, si l’on cherche une solution vérifiant y(0) = 1, on doit avoir

a =
53

49
.

La condition y(1) = 0 est alors satisfaite si et seulement si

b = −53 cos
√
3 + 3e2

49 sin
√
3

.

Remarquons qu’on démontre que l’équation différentielle, avec les conditions imposées, ad-
met une unique solution, ce qui n’est pas un résultat de cours (existence et unicité sont
obtenues sous une condition de la forme y(x0) = y0 et y′(x0) = y1).

2. On commence par traiter le cas m = 0, où l’équation différentielle devient y′′ − 2y+ y = 1.
Son équation caractéristique est r2 − 2r + 1 = 0, qui admet 1 pour racine double. On peut
continuer la résolution, ou bien remarquer que l’on sait par le cours qu’il existe une unique
solution au problème (avec les conditions initiales), et que la fonction constante y = 1
est solution du problème ! Traitons maintenant le cas m 6= 0. L’équation caractéristique
admet pour discriminant −4m2 dont les racines sont ±2im. Les solutions de l’équation
caractéristique sont donc 1 ± im et les solutions de l’équation homogène sont donc les
fonctions de la forme

y(x) = a exp(x) cos(mx) + b exp(x) sin(mx),

avec a, b ∈ R. Cherchons maintenant une solution particulière sous la forme yp(x) =
c cos(mx) + d sin(mx). On a

y′′(x)− 2y′(x) + (1 +m2)y(x) =
(
− cm2 − 2dm+ (1 +m2)c

)
cos(mx) +(

− dm2 + 2cm+ (1 +m2)d
)

sin(mx).

Par identification, on cherche c et d satisfaisant le système{
−cm2 − 2dm+ (1 +m2)c = (1 + 4m2)
−dm2 + 2cm+ (1 +m2)d = 0.

La résolution de ce système donne c = 1 et d = −2m. Les solutions de l’équation sont donc
les fonctions de la forme

y(x) = a exp(x) cos(mx) + b exp(x) sin(mx) + cos(mx)− 2m sin(mx).

La condition y(0) = 1 donne a = 0, tandis que la condition y′(0) = 0 donne b = 2m.
L’unique solution au problème est donc la fonction

x 7→ 2m exp(x) sin(mx) + cos(mx)− 2m sin(mx).
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2. Spé : systèmes différentiels

Exercice 12.Exercice 12.

Le mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique suivant l’axe (Oz) est régi
par un système différentiel de la forme x′′ = ωy′

y′′ = −ωx′

z′′ = 0

où ω dépend de la masse et de la charge de la particule, ainsi que du champ magnétique. En
posant u = x′ + iy′, résoudre ce système différentiel.

Correction.

D’abord, l’équation z′′ = 0 donne facilement z(t) = at + b, avec a et b des constantes. Ensuite,
on a

u′ = x′′ + iy′′ = ωy′ − iωx′ = −iωu.

On en déduit que u(t) = (c + id)e−iωt. En prenant les parties réelles et imaginaires, on trouve
que

x′(t) = c cos(ωt) + d sin(ωt)
y′(t) = d cos(ωt)− c sin(ωt).

Il suffit d’intégrer une nouvelle fois pour trouver les valeurs de x et de y :

x(t) = c′ sin(ωt)− d′ cos(ωt) + x0

y(t) = d′ sin(ωt) + c′ cos(ωt) + y0

où on a posé c′ = c/ω et d′ = d/ω. Il s’agit d’un mouvement hélicoïdal.

Exercice 13.Exercice 13.

Résoudre les systèmes différentiels suivants :

1.

 x′ = x+ 2y − z
y′ = 2x+ 4y − 2z
z′ = −x− 2y + z

2.

 x′ = y + z
y′ = −x+ 2y + z
z′ = x+ z

Correction.

1. Introduisons la matrice

A =

 1 2 −1
2 4 −2
−1 −2 1

 ,
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de sorte que le système s’écrit X ′ = AX avec X(t) =

 x′(t)
y′(t)
z′(t)

. Le polynôme caracté-

ristique de A est X2(X − 6). 0 est valeur propre double, mais A est de rang 1 et donc
ker(A) est de dimension 2. Une base de ker(A) est donnée par les vecteurs u1 = (1, 0, 1) et
u2 = (2,−1, 0). D’autre part, une base de ker(A − 6I) est donné par u3 = (1, 2,−1). Les
solutions sont donc données par les triplets s’écrivant

X(t) = λu1 + µu2 + γe6tu3.

2. Introduisons cette fois la matrice

A =

 0 1 1
−1 2 1
1 0 1

 ,

de sorte que le système s’écrit X ′ = AX avec X(t) =

 x′(t)
y′(t)
z′(t)

. Son polynôme caractéris-

tique est X(X − 1)(X − 2), de sorte que ses valeurs propres sont 0, 1, 2, de vecteurs propres
respectifs associés u0 = (1, 1,−1), u1 = (0,−1, 1), et u2 = (1, 1, 1). Ainsi, les solutions sont
données par les triplets

X(t) = λu0 + µetu1 + γe2tu2.

Exercice 14.Exercice 14.

Donner les solutions réelles du système différentiel X ′ = AX lorsque

1.A =

 1 1 0
−1 2 1
1 0 1

 2.A =

 0 1 −1
1 4 −2
2 6 −3

 .

Correction.

1. Les valeurs propres (complexes) de A sont 2, 1+ i et 1− i. Un vecteur propre associé à 2 est
donné par (1, 1, 1). Pour les deux autres valeurs propres, et pour trouver les solutions réelles,
on va appliquer la méthode des coefficients indéterminés. On cherche donc une solution X(t)
s’écrivant

X(t) =

 a
b
c

 et cos t+

 d
e
f

 et sin t

et on cherche les relations sur les coefficients a, . . . , f pour que X(t) soit solution du système.
La relation X ′(t) = AX(t) donne le système : (a+ b)et cos t+ (d+ e)et sin t = (a+ d)et cos t+ (−a+ d)et sin t

(−a+ 2b+ c)et cos t+ (−d+ 2e+ f)et sin t = (b+ e)et cos t+ (−b+ e)et sin t
(a+ c)et cos t+ (d+ f)et sin t = (c+ f)et cos t+ (−c+ f)et sin t
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Par identification, on trouve 

b = d
e = −a
b = −c
e = −f
a = f
d = −c

Les deux dernières équations sont inutiles car elles se déduisent des précédentes. On peut
alors choisir a et b comme paramètre, et on obtient un espace vectoriel de dimension deux
de solutions, décrit par

λet

 cos t
− sin t
sin t

+ µet

 sin t
cos t
− cos t

 .

En conclusion, un triplet (x1(t), x2(t), x3(t)) est solution du système ssi il existe trois
constantes α, λ et µ telles que x1(t) = αe2t + λet cos t+ µet sin t

x2(t) = αe2t − λet sin t+ µet cos t
x3(t) = αe2t + λet sin t− µet cos t

2. Les valeurs propres de la matrice sont 1, i et −i. Un vecteur propre associé à 1 est V1 = 1
−3
−4

. Un vecteur propre associé à i est Vi =

 i
1
2

. Bien entendu, la matrice étant

réelle, un vecteur propre associé à −i est Vi. Pour obtenir des solutions réelles, on peut
considérer (toujours parce que la matrice A est réelle) <e(Vie

it) et =m(Vie
it). On trouve

alors les solutions (indépendantes) − sin t
cos t
2 cos t

 et

 cos t
sin t
2 sin t

 .

La solution générale du système dans R est donc λet − µ sin t+ ν cos t
−3λet + µ cos t+ ν sin t

−4λet + 2µ cos t+ 2ν sin t

 .

Exercice 15.Exercice 15.

Résoudre le système différentiel X ′ = AX lorsque

1. A =

 0 2 2
−1 2 2
−1 1 3

 2. A =

 −6 5 3
−8 7 4
−2 1 1


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Correction.

1. On calcule le polynôme caractéristique de A qui est (X − 2)2(X − 1). On cherche ensuite

un vecteur propre pour la valeur propre 1. On trouve

 2
0
1

. La fonction t 7→ et

 2
0
1


est donc une solution. Malheureusement, si on calcule A− 2I, on obtient que la matrice est
de rang 2, et donc le sous-espace propre associé à 2 est de dimension 1 : la matrice n’est
pas diagonalisable ! On applique alors la méthode des coefficients indéterminés pour obtenir
l’espace vectoriel de dimension 2 des solutions associé à cette valeur propre. Autrement dit,
on cherche les conditions sur a, b, c, d, e, f pour que la fonction

X(t) = e2t

 at+ b
ct+ d
et+ f


soit solution de X ′(t) = AX(t). Ceci est équivalent à 2at+ (a+ 2b)

2ct+ (c+ 2d)
2et+ (e+ 2f)

 =

 2(c+ e)t+ 2(d+ f)
(−a+ 2c+ 2e)t+ (−b+ 2d+ 2f)
(−a+ c+ 3e)t+ (−b+ d+ 3f)


On identifie d’abord les termes de degré 1. On trouve le système a = c+ e

2c = −a+ 2c+ 2e
2e = −a+ c+ 3e

⇐⇒

 a− c− e = 0
a− 2e = 0

a− c− e = 0

La première et la troisième ligne sont identiques. On trouve donc a = 2e
c = e
e = e

On identifie ensuite les termes constants. On trouve : a+ 2b = 2(d+ f)
c+ 2d = −b+ 2d+ 2f
e+ 2f = −b+ d+ 3f

On remplace a et c par leur valeur en fonction de e (qui est un paramètre), puis on simplifie.
Deux équations sont identiques et on trouve que le système précédent est équivalent à :

{
−b+ 2c+ 2f = e

−b+ 2f = e
⇐⇒

 b = 2d− e
d = d
f = d

Ainsi, la solution générale de l’équation est

λet

 2
0
1

+ e2t

 2et+ 2d− e
et+ d
et+ d

 ,

λ, d et e étant des paramètres réels.
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2. Le polynôme caractéristique de A est X(X − 1)2. On peut vérifier que A(A − I) 6= 0, et
donc que le polynôme minimal de A est X(X − 1)2. La matrice A n’est pas diagonalisable.

On recherche ensuite la valeur propre 0. Un vecteur propre associé est

 1
0
2

 et donc la

fonction t 7→

 1
0
2

 est une solution. On étudie ensuite la valeur propre 2 en appliquant la

méthode des coefficients indéterminés. On pose X(t) =

 at+ b
ct+ d
et+ f

 et et on étudie à quelle

condition X ′(t) = AX(t), c’est à dire : at+ (a+ b) = (−6a+ 5c+ 3e)t+ (−6b+ 5d+ 3f)
ct+ (c+ d) = (−8a+ 7c+ 4e)t+ (−8b+ 7d+ 4f)
et+ (e+ f) = (−2a+ c+ e)t+ (−2b+ d+ f)

On peut alors résoudre ce système (en fait, exprimer tous les paramètres en fonction de 2).
On peut aussi utiliser la méthode suivante. On cherche une solution sous la forme

X(t) = et(tV2 + V1).

On a X ′(t) = AX(t) si et seulement si{
AV2 = V2

AV1 = V1 + V2
⇐⇒

{
V2 = (A− I)V1

(A− I)2V1 = 0

On cherche alors l’expression d’un élément V1 de ker(A− I)2. Il est facile de vérifier que le
noyau de (A − I)2 est le plan d’équation 3X − 2Y − Z = 0, dont une base est constituée

des vecteurs

 1
1
1

 ,

 1
0
3

 . V1 s’écrit donc

V1 = λ

 1
1
1

+ µ

 1
0
3

 ,

avec λ, µ des réels. On en déduit

V2 = (A− I)V1 = (λ+ 2µ)

 1
2
−1

 .

Finalement, les solutions s’écrivent donc

ν

 1
0
2

+ et

 λ+ µ
λ

λ+ 3µ

+ (λ+ 2µ)tet

 1
2
−1

 .
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Exercice 16.Exercice 16.

Soit A la matrice A =

 a b c
0 a b
0 0 a

. Calculer exp(A). En déduire la solution générale du

sytème X ′ = AX.

Correction.

Introduisons

B =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Il est facile de remarquer que

B2 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0


et Bn = 0 pour n ≥ 3. De plus, A = (aI3 + bB + cB2). Puisque I3, B et B2 commutent, on a

exp(A) = exp(a) exp(bB) exp(cB2).

Or, utilisant que Bn = 0 pour n ≥ 3, on trouve

exp(bB) =

+∞∑
n=0

(bB)n

n!

= I3 + bB +
b2B2

2
,

et

exp(cB2) =

+∞∑
n=0

(cB2)n

n!

= I3 + cB2.

Il vient

exp(A) = ea
(
I3 + bB +

b2B2

2

)(
I3 + cB2

)
= ea

(
I3 + bB +

(
b2

2
+ c

)
B2

)
soit

exp(A) =

 ea bea
(

b2

2 + c
)
ea

0 ea bea

0 0 ea

 .

La solution générale de X ′ = AX est alors donnée par X(t) = exp(tA)X(0), soit, en posant
X(0) = (α, β, γ)

X(t) = αeat

 1
0
0

+ βeat

 bt
1
0

+ γeat

 ct+ b2t2

2
bt
1

 .
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Exercice 17.Exercice 17.

Résoudre les systèmes différentiels suivants :

1.
{

x′
1(t) = 6x1(t) + 3x2(t)− 3t+ 4e3t

x′
2(t) = −4x1(t)− x2(t) + 4t− 4e3t

2.
{

x′
1(t) = x1(t) + 2x2(t) + t

x′
2(t) = −4x1(t)− 3x2(t).

On donnera les solutions réelles.

Correction.

1. Soit A =

(
6 3
−4 −1

)
la matrice du système. Ses valeurs propres sont 2 et 3, avec vecteurs

propres respectifs (−3, 4) et (4,−4). Soit P la matrice de passage de la base canonique à la
nouvelle base, c’est-à-dire

P =

(
−3 4
4 −4

)
, P−1 =

1

4

(
4 4
4 3

)
.

Soit Y (t) =
(
y1(t)
y2(t)

)
tel que X(t) = PY (t). Le système se réécrit alors en

PY (t) = APY (t) +B(t) ⇐⇒ Y (t) = P−1APY (t) + P−1B(t),

où B(t) =
(−3t+4e3t

4t−4e3t

)
. Ainsi, on obtient le système différentiel diagonal suivant :{

y′1(t) = 2y1(t) + t
y′2(t) = 3y2(t) + e3t.

Il est désormais facile de résoudre séparément chacune des équations différentielles séparé-
ment, en cherchant notamment une solution particulière sous la forme d’une exponentielle-
polynôme. On trouve alors que{

y1(t) = λe2t − t
2 − 1

4
y2(t) = µe3t + te3t

Revenant à X(t), on trouve que les solutions du système différentiel initial sont les fonctions{
x1(t) = −3λe2t + 4µe3t + 3t

2 + 3
4 + 4te3t

x2(t) = 4λe2t − 4µe3t − 2t− 1− 4te3t.

2. La méthode est similaire, mais cette fois la matrice n’est diagonalisable que sur le corps des
nombres complexes C. On pose donc A =

(
1 2
−4 −3

)
la matrice du système. Ses valeurs

propres sont −1 + 2i et −1− 2i, avec vecteurs propres respectifs (1− i, 2i) et (1 + i,−2i).
Soit P la matrice de passage de la base canonique à la nouvelle base, c’est-à-dire

P =

(
1− i 1 + i
2i −2i

)
, P−1 =

i

4

(
−2i −1− i
−2i 1− i

)
.

Soit Y (t) =
(
y1(t)
y2(t)

)
tel que X(t) = PY (t). Le système se réécrit alors en

PY (t) = APY (t) +B(t) ⇐⇒ Y (t) = P−1APY (t) + P−1B(t),
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où B(t) =
(
t
0

)
. Ainsi, on obtient le système différentiel diagonal suivant :{

y′1(t) = (−1 + 2i)y1(t) + t/2
y′2(t) = (−1− 2i)y2(t) + t/2.

Ses solutions (complexes) sont{
y1(t) = c1e

(−1+2i)t + t
10 + 3

50 + it
5 − 2i

25

y2(t) = c1e
(−1−2i)t + t

10 + 3
50 − it

5 + 2i
25

avec c1, c2 ∈ C. Si on revient à x1 et x2, et en remplaçant e(−1+2i)t par e−t(cos(2t)+i sin(2t)),
on trouve{

x1(t) =
(
(c1 + c2)− i(c1 − c2)

)
e−t cos(2t) +

(
i(c1 − c2) + (c1 + c2)

)
e−t sin(2t) + 3t

5 − 1
25

x2(t) = 2i(c1 − c2)e
−t cos(2t)− 2(c1 + c2)e

−t sin(2t)− 4t
5 + 8

25 .

On pose λ = c1+ c2 et µ = i(c1− c2). Le couple (λ, µ) parcourt C2 lorsque (c1, c2) parcourt
C2, et les solutions complexes du système sont{

x1(t) = (λ− µ)e−t cos(2t) + (λ+ µ)e−t sin(2t) + 3t
5 − 1

25
x2(t) = 2µe−t cos(2t)− 2λe−t sin(2t)− 4t

5 + 8
25 .

Pour obtenir les solutions réelles, il suffit de prendre λ, µ dans R.

Exercice 18.Exercice 18.

Soit A =

(
a b
c d

)
une matrice complexe. Montrer que toutes les solutions du système X ′(t) =

AX(t) tendent vers 0 en +∞ si et seulement si les valeurs propres de A sont toutes de partie
réelle strictement négative.

Correction.

On peut réduire la matrice A sur C. Il existe une matrice inversible P telle que P−1AP est égale
à l’une des deux matrices suivantes :

T =

(
λ 0
0 µ

)
ou T =

(
λ 1
0 λ

)
.

Posant Y (t) = P−1X(t), le système est équivalent à

PY ′(t) = APY (t) ⇐⇒ Y ′(t) = TY (t).

Toutes les normes sur C2 étant équivalentes, il suffit de vérifier que les lignes de Y (t) sont toujours
bornées.

— Dans le premier cas (A diagonalisable), les solutions sont les fonctions de la forme

y1(t) = C1e
λt et y2(t) = C2e

µt.

Ces deux fonctions tendent toujours vers 0 en +∞ si et seulement si <e(λ) < 0 et <e(µ) < 0.
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— Dans le second cas (A trigonalisable), les solutions sont de la forme

y1(t) = eλt(C1 + tC2) et y2(t) = C2e
λt.

Par comparaison des fonctions exponentielles et des polynômes, ceci tend toujours vers 0
en +∞ si et seulement si <e(λ) < 0.

Exercice 19.Exercice 19.

On munit Rn de sa structure euclidienne canonique. Démontrer l’équivalence de
1. A est antisymétrique ;
2. toutes les solutions de l’équation X ′ = AX sont de norme constante.

Correction.

On va noter MT la transposée d’une matrice. La norme de X (au carré) est donnée par Y (t) =
X(t)TX(t). On cherche une condition sur A pour que, pour toute solution X, la dérivée de Y est
constante. Or,

Y ′(t) = X ′(t)TX(t) +X(t)TX ′(t) = X(t)T (AT +A)X(t).

Ainsi, si A est antisymétrique, on a bien Y ′(t) = 0 et les solutions sont de norme constante.
Réciproquement, si les solutions sont toutes de norme constante, on sait que, quelque soit le
choix de X(0) ∈ R, on a

X(0)T (AT +A)X(0) = 0.

Par suite, si X(0) est un vecteur propre de l’endomorphisme symétrique AT + A, associé à la
valeur propre λ, on a

λ‖X(0)‖2 = 0,

et donc λ = 0. Donc la seule valeur propre de AT +A est 0. Cet endomorphisme étant symétrique,
donc diagonalisable, on en déduit qu’il est nul et que AT = −A, c’est-à-dire que A est anti-
symétrique.

3. Spé : Equations différentielles d’ordre 2

Exercice 20.Exercice 20.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. y′′ − 2y′ + y = x, y(0) = y′(0) = 0 ;
2. y′′ + 9y = x+ 1, y(0) = 0 ;
3. y′′ − 2y′ + y = sin2 x ;

Correction.

1. On commence par résoudre l’équation homogène y′′ − 2y′ + y = 0. Son équation caracté-
ristique est r2 − 2r + 1 = 0, dont 1 est racine double. Les solutions générales de l’équation
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homogène sont donc les fonctions

x 7→ λex + µxex.

Comme 0 n’est pas racine de l’équation caractéristique, on va chercher une solution particu-
lière sous la forme d’un polynôme de degré 1. Mais y(x) = ax+ b est solution de l’équation
différentielle si et seulement si :

∀x ∈ R, −2a+ ax+ b = x ⇐⇒ a = 1 et b = 2.

Les solutions de l’équation sont donc les fonctions de la forme

x 7→ λex + µxex + (x+ 2).

Si on ajoute les conditions y(0) = y′(0) = 0, on obtient les équations

λ+ 2 = 0 et λ+ µ+ 1 = 0,

soit λ = −2 et µ = 1. La seule solution de l’équation est donc la fonction

x 7→ (x− 2)ex + (x+ 2).

2. L’équation homogène y′′ +9y = 0 admet pour équation caractéristique associée r2 +9 = 0,
dont les racines sont 3i et −3i. Les solutions réelles de l’équation homogène sont donc les
fonctions de la forme t 7→ cos(3x) et t 7→ sin(3x). On cherche une solution particulière
sous la forme d’un polynôme de degré 1, et on trouve x 7→ x+1

9 . Les solutions de l’équation
différentielle sont donc les fonctions de la forme

x 7→ A cos(3x) +B sin(3x) + x+ 1

9
.

La condition y(0) = 0 entraîne A = −1/9.
3. L’équation caractéristique est r2 − 2r + 1 = 0 dont 1 est racine double. Les solutions de

l’équation homogène sont donc les fonctions de la forme

x 7→ (A+Bx)ex, A,B ∈ R.

Pour résoudre l’équation avec second membre, on linéarise sin2 x = 1−cos(2x)
2 . Par le principe

de superposition des solutions, on cherche d’abord une solution particulière qui correspond à
1/2. La fonction constante égale à 1/2 convient. On cherche ensuite une solution particulière
convenant à cos(2x) (il suffira ensuite de multiplier par −1/2 pour trouver une solution
convenant à − cos(2x)/2). On cherche cette solution particulière sous la forme y(x) =
c cos(2x) + d sin(2x). On a alors

y′′(x)− 2y′(x) + y(x) = (−3c− 4d) cos(2x) + (4c− 3d) sin(2x).

On cherche donc c et d solutions du système{{
−3c− 4d = 1

4c− 3d = 0

On trouve c = −3/25 et d = −4/25. Les solutions de l’équation différentielle sont donc les
fonctions

x 7→ (A+Bx)ex +
1

2
+

3

50
cos(2x) + 2

25
sin(2x), A,B ∈ R.
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Exercice 21.Exercice 21.

Déterminer une équation différentielle vérifiée par la famille de fonctions

y(x) = C1e
2x + C2e

−x, C1, C2 ∈ R.

Correction.

On va chercher une équation différentielle linéaire du second ordre admettant exactement cette
famille de solutions. Pour cela, il suffit de trouver une équation différentielle dont l’équation
caractéristique admet 2 et −1 comme racine, c’est-à-dire que l’on souhaite qu’elle se factorise en
(r + 1)(r − 2) = r2 − r − 2. Une équation différentielle qui convient est donc

y′′ − y′ − 2y = 0.

Exercice 22.Exercice 22.

On cherche à résoudre sur R∗
+ l’équation différentielle :

x2y”−3xy′ + 4y = 0. (E)

1. Analyse. Soit y une solution de (E) sur R∗
+. Pour t ∈ R, on pose z(t) = y(et).

(a) Calculer pour t ∈ R, z′(t) et z′′(t).
(b) En déduire que z vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 2 à coefficients

constants que l’on précisera (on pourra poser x = et dans (E)).
(c) Résoudre l’équation différentielle trouvée à la question précédente.
(d) En déduire le ”portrait robot” de y.

2. Synthèse. Vérifier que, réciproquement, les fonctions trouvées à la fin de l’analyse sont bien
toutes les solutions de (E) et conclure.

Correction.

1. (a) On doit dériver une fonction composée. On trouve

z′(t) = ety′(et) et z′′(t) = ety′(et) + e2ty′′(t).

(b) En posant, comme indiqué dans l’énoncé, x = et, (E) se réécrit :

e2ty′′(et)− 3ety′(et) + 4y(et) = 0.

On exprime ensuite y′(et) et y′′(et) en fonction de z′(t) et de z′′(t). On trouve :

y′(et) = e−tz′(t) et y′′(et) = e−2tz′′(t)− e−ty′(et) = e−2t
(
z′′(t)− z′(t)

)
.

En introduisant cela dans (E), on obtient

z′′(t)− z′(t)− 3z′(t) + 4z(t) = 0 ⇐⇒ z′′(t)− 4z′(t) + 4z(t) = 0.

(c) Il s’agit maintenant d’une équation différentielle du second ordre à coefficients
constants. Son polynôme caractéristique est λ2− 4λ+4 = 0, dont la seule solution est
λ = 2. Ainsi, il existe deux constantes a et b telles que z(t) = ae2t + bte2t.
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(d) On revient à y par y(x) = z(lnx) et t = lnx. On trouve que si y est solution de
l’équation, alors on a

y(x) = ax2 + bx2 ln(x).

2. On a montré que si y est solution de (E), alors il existe deux réels a, b tels que, pour tout
x > 0, on a y(x) = ax2 + bx2 ln(x). Réciproquement, il est facile de vérifier que la fonction
x 7→ ax2 + bx lnx est solution de l’équation. On a donc trouvé toutes les solutions de
l’équation.

Exercice 23.Exercice 23.

Rechercher les fonctions polynômes solutions de

(x2 − 3)y′′ − 4xy′ + 6y = 0.

En déduire toutes les solutions de cette équation sur R.

Correction.

Soit P une fonction polynôme non-nulle solution de l’équation, de coefficient dominant anx
n.

Alors (x2 − 3)P ′′ − 4xP + 6P est une fonction polynôme de degré au plus n, dont le coefficient
devant xn est

n(n− 1)an − 4nan + 6an = an(n
2 − 5n+ 6).

Ce coefficient doit être nul. Or, an 6= 0. C’est donc que n2 − 5n+ 6 = 0, ou encore que n = 2 ou
n = 3. On cherche donc les polynômes solution sous la forme P (x) = a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0. P

est solution de l’équation si et seulement si les coefficients vérifient le système{
−18a3 + 2a1 = 0
−6a2 + 6a0 = 0

Les polynômes solution sont donc ceux qui s’écrivent

λ(x3 + 9x) + µ(x2 + 1).

Comme les deux fonctions x 7→ x3 + 9x et x 7→ x2 + 1 sont linéairement indépendantes, on a
donc résolu l’équation sur tout intervalle où x2 − 3 ne s’annule pas. Raccordons maintenant les
solutions. Soit f une solution sur R. Il existe six constantes λ1, λ2, λ3 et µ1, µ2, µ3 telles que, si
f est solution de l’équation sur R, alors on a

f(x) =


λ1(x

3 + 9x) + µ1(x
2 + 1) si x < −

√
3

λ2(x
3 + 9x) + µ2(x

2 + 1) si −
√
3 < x <

√
3

λ3(x
3 + 9x) + µ3(x

2 + 1) si x >
√
3.

Puisque f est C2 en
√
3, on doit avoir,

lim
x→

√
3−

f(x) = 12
√
3λ2 + 4µ2 = 12

√
3λ3 + 4µ3 = lim

x→
√
3
+
f(x)

et
lim

x→
√
3−

f ′(x) = 18λ2 + 2
√
3µ2 = 18λ3 + 2

√
3µ3 = lim

x→
√
3
+
f ′(x).
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Cette dernière équation n’apporte pas d’informations supplémentaires, car elle est obtenue en
multipliant la première par

√
3/2. Si on calcule une dérivée supplémentaire, on trouve

lim
x→

√
3−

f ′′(x) = 6
√
3λ2 + 2µ2 = 6

√
3λ3 + 2µ3 = lim

x→
√
3
+
f ′′(x)

qui redonne toujours la même équation. La fonction f est donc C2 en
√
3 si et seulement si

µ3 =
3
√
3

2
λ2 + µ2 −

3
√
3

2
λ3.

En examinant le problème en −
√
3, on tire cette fois comme contrainte

µ1 =
−3

√
3

2
λ2 + µ2 +

3
√
3

2
λ1.

Finalement, les solutions sur R de l’équation sont les fonctions f définies comme ci-dessus, où
λ1, λ2, µ2 et λ3 sont n’importe quel réel, et µ1, µ3 sont données par les équations précédentes. En
particulier, l’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 4.

Exercice 24.Exercice 24.

On considère l’équation différentielle notée (E) :

(t2 + t)x′′ + (t− 1)x′ − x = 0.

1. Déterminer les solutions polynômiales de (E).
2. En déduire toutes les solutions de (E) sur ]1,+∞[.
3. Reprendre le même exercice avec

x2y′′ − 3xy′ + 4y = x3

dont on déterminera les solutions sur ]0,+∞[. On cherchera d’abord les solutions polynô-
miales de l’équation homogène !

Correction.

1. Soit P un polynôme solution de (E), et ant
n son coefficient dominant. Alors le coefficient

dominant de (t2 + t)P ′′ + (t− 1)P ′ − P est (n(n− 1) + n− 1)ant
n. Puisque P est solution

de (E), il faut donc que n(n− 1) + n− 1 = 0, ce qui entraine n = 1. On cherche donc une
solution de la forme P (t) = at + b. On procède par identification et on trouve facilement
que les seules solutions polynômiales sont les polynômes de la forme P (t) = λ(t−1), λ ∈ R.

2. On se ramène à une équation d’ordre 1, en posant y(t) = x(t)
t−1 (c’est possible puisqu’on

travaille sur ]1,+∞[). On obtient donc x′ = (t− 1)y′ + y et x′′ = (t− 1)y′′ +2y′, et donc x
est solution de (E) si et seulement si y vérifie

(t2 + t)(t− 1)y′′ +
(
2(t2 + t) + (t− 1)2

)
y′ = 0.

On écrit alors y′′

y′ sous forme d’une fraction rationnelle qu’on décompose en éléments simples,
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et on trouve :
y′′(t)

y′(t)
=

−2

t− 1
− 2

t+ 1
+

1

t
.

On intègre, et on trouve qu’il existe une constante C ∈ R telle que

ln
(
y′(t)

)
= ln

(
t

(t− 1)2(t+ 1)2

)
+ C.

Passant à l’exponentielle, il existe λ > 0 tel que

z′(t) =
λt

(t2 − 1)2

puis intégrant, il existe α > 0 et µ ∈ R tel que

z(t) =
α

(1− t2)
+ µ

ce qui donne pour solutions de l’équation initiale

x(t) = − α

t+ 1
+ µ(t− 1).

3. La méthode est exactement identique. Cette fois, on trouve qu’un polynôme solution de
l’équation homogène est forcément de degré 2, et x 7→ x2 est solution. On applique la
méthode du wronskien de l’ordre en posant y = x2u. u est solution de

xu′′ + u′ = 1

d’où on trouve u et finalement y :

y(x) = λx2 lnx+ µx2 + x3,

avec λ, µ ∈ R.

Exercice 25.Exercice 25.

On considère l’équation différentielle

xy′′ − y′ + 4x3y = 0 (E)

dont on se propose de déterminer les solutions sur R.
1. Question préliminaire : soient a, b, c, d 4 réels et f : R∗ → R définie par

f(x) =

{
a cos(x2) + b sin(x2) si x > 0
c cos(x2) + d sin(x2) si x < 0

A quelle condition sur a, b, c, d la fonction f se prolonge-t-elle en une fonction de classe
C2 sur R ? On recherche les solutions de (E) qui sont développables en série entière au
voisinage de 0. On note x 7→

∑+∞
n=0 anx

n une telle solution, lorsqu’elle existe, et on désigne
par R son rayon de convergence.

2. Montrer qu’il existe une relation de récurrence, que l’on explicitera, entre an+4 et an.
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3. Pour p ∈ N, déterminer a4p+1 et a4p+3.
4. Pour p ∈ N, déterminer a4p en fonction de a0 et de p (respectivement a4p+2 en fonction

de a2 et p).
5. Quel est le rayon de la série entière obtenue ? Exprimer la comme combinaison linéaire de

deux fonctions ”classiques”.
6. Soit S le R-espace vectoriel des applications de R dans R qui sont solutions de (E) sur R.

Préciser une base de S.

Correction.

1. Il faut étudier quelles conditions il faut mettre sur a, b, c et d pour que ceci définisse une
solution de classe C2 sur R. La continuité de y en 0 entraîne que a = c puisque

a = lim
x→0+

y(x) et c = lim
x→0−

y(x).

De plus, on a
y′(x) = −2ax sin(x2) + 2bx cos(x2) si x > 0.

y′′(x) = −2a sin(x2)− 4ax2 cos(x2) + 2b cos(x2)− 4bx2 sin(x2) si x > 0.

De même, on a

y′′(x) = −2a sin(x2)− 4ax2 cos(x2) + 2d cos(x2)− 4dx2 sin(x2) si x > 0.

Remarquons que
b = lim

x→0+
y′′(x) et d = lim

x→0−
y′′(x).

Pour que y′′ soit continue en 0, il est nécessaire que b = d. Réciproquement la fonction
x 7→ a cos(x2) + b sin(x2) définit bien une fonction de classe C2 sur R.

2. Soit y(x) =
∑

n≥0 anx
n une série entière solution de (E) de rayon de convergence R > 0.

On introduit ce développement en série entière dans (E). Après dérivation terme à terme
de la série, et réindexation des séries, on obtient :

xy′′ − y′ + 4x3y = −a1 + 3a3x
2 +

+∞∑
n=3

(
an+1(n− 1)(n+ 1) + 4an−3

)
xn = 0

pour tout x ∈]−R,R[. L’unicité du développement en série entière entraîne que a1 = a3 = 0,
tandis que, pour tout n ≥ 3,

an+1 = − 4

(n− 1)(n+ 1)
an−3.

En réindexant, on trouve, pour tout n ≥ 0,

an+4 = − 4

(n+ 2)(n+ 4)
an.

3. D’après la relation de récurrence précédente, et puisque a1 et a3 sont nuls, on trouve que
a4p+1 = 0 et a4p+3 = 0 pour tout p ≥ 0.
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4. La relation de récurrence nous dit que

a4p = − 4

(4p)(4p− 2)
a4(p−1) =

−1

2p(2p− 1)
.

On prouve alors aisément par récurrence que

a4p =
(−1)p

(2p)!
a0.

De même, on obtient
a4p+2 =

(−1)p

(2p+ 1)!
a2.

5. En appliquant la règle de d’Alembert, ou en remarquant que Rp

(2p)! tend vers 0 lorsque p

tend vers l’infini, pour tout R ∈ R, on obtient que la série entière obtenue a pour rayon de
convergence +∞. De plus, on a

y(x) = a0
∑
p≥0

(−1)p

(2p)!
x4p + a1

∑
p≥0

(−1)p

(2p+ 1)!
x4p+2

= a0 cos(x2) + a2 sin(x2).

6. Puisque la série entière obtenue a pour rayon de convergence +∞, sa somme est solution
de (E) sur R. De plus, sur chaque intervalle ne contenant pas 0, on sait que l’ensemble
des solutions de (E) est un espace vectoriel de dimension 2. Il est donc nécessairement
engendré par cos(x2) et sin(x2). Considérons maintenant une solution y de (E) sur R. Elle
est solution sur ]0,+∞[, et donc il existe deux constantes a0 et a2 telles que

y(x) = a0 cos(x2) + a2 sin(x2) pour x > 0.

Elle est solution sur ]−∞, 0[ et donc il existe deux constantes b0 et b2 telles que

y(x) = b0 cos(x2) + b2 sin(x2) pour x < 0.

D’après la question préliminaire, y va se prolonger en une fonction de classe C2 si et seule-
ment si a0 = b0 et a2 = b2. Ainsi, l’ensemble des solutions sur R de l’équation est l’espace
vectoriel de dimension 2 engendré par les fonctions x 7→ a cos(x2) + b sin(x2), a, b ∈ R.

Exercice 26.Exercice 26.

Pour les équations différentielles suivantes :
1. Chercher les solutions développables en séries entières
2. Résoudre complètement l’équation sur un intervalle bien choisi par la méthode du wrons-

kien
3. Résoudre l’équation sur R.

1. xy′′ + 2y′ − xy = 0 2. x(x− 1)y′′ + 3xy′ + y = 0.
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Correction.

1. On cherche une solution développable en série entière, qui s’écrit donc y(x) =
∑

n≥0 anx
n.

On introduit ceci dans l’équation

∑
n≥2

n(n− 1)anx
n−1 +

+∞∑
n=1

2nanx
n−1 −

∑
n≥0

anx
n+1 = 0.

On réindexe la troisième somme pour retrouver une somme faisant apparaitre un terme en
xn−1. On trouve∑

n≥2

n(n− 1)anx
n−1 +

+∞∑
n=1

2nanx
n−1 −

∑
n≥2

an−2x
n−1 = 0.

On en déduit a1 = 0, puis, pour n ≥ 2,

n(n+ 1)an = an−2.

On en déduit que, pour tout entier p, a2p+1 = 0 alors

a2p =
a2p−2

(2p+ 1)2p
= · · · = a0

(2p+ 1)!
.

Comme la série entière
∑

p≥0
x2p

(2p+1)! a pour rayon de convergence +∞, on trouve que la
fonction

f(x) =
∑
p≥0

x2p

(2p+ 1)!
=

sinh(x)
x

est solution sur R de l’équation. On résoud alors l’équation sur ]0,+∞[ ou sur ]−∞, 0[ (où
on sait que l’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2) par la méthode
du wronskien. Pour cela, on pose y(x) = f(x)z(x). Sachant que f est solution de l’équation,
on trouve que y est aussi solution si et seulement si z vérifie l’équation différentielle

2xf ′z′ + xfz′′ + 2fz′ = 0.

C’est une équation du premier ordre en z′, que l’on sait résoudre. Remplaçant f par sa
valeur, on trouve

2 coshxz′ + sinhxz′′ = 0 =⇒ z′′

z′
= −2

coshx

sinhx
.

Il vient
z′ =

λ

sinh2 x

puis
z =

λ coshx

sinhx
+ µ.

Finalement, toute solution sur ]0,+∞[ s’écrit sous la forme

y(x) = µ
sinhx

x
+ λcoshxx.

Si on cherche maintenant les solutions sur R tout entier, il faut procéder par recollement.
Si y est solution sur R, il existe des constantes λ1, λ2, µ1, µ2 telles que

y(x) =

{
µ1

sinh x
x + λ1

cosh x
x si x > 0

µ2
sinh x

x + λ2
cosh x

x si x < 0
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En étudiant la limite de coshx/x en zéro, et sachant que y doit être continu en 0, on voit
que λ1 = λ2 = 0. D’autre part, puisque sinhx/x → 1 en 0, la continuité de y en 0 impose
alors que µ1 = limx→0+ y(x) = limx→0− y(x) = µ2. Ainsi, les solutions sur R de l’équation
sont les fonctions x 7→ µ sinh x

x .
2. On recopie la même méthode, en posant y(x) =

∑
n≥0 anx

n. Si on introduit dans l’équation,
on trouve∑

n≥2

n(n− 1)anx
n −

∑
n≥2

n(n− 1)anx
n−1 + 3

∑
n≥1

nanx
n +

∑
n≥0

anx
n = 0.

On change les indices dans la deuxième somme pour trouver :∑
n≥2

n(n− 1)anx
n −

∑
n≥1

n(n+ 1)an+1x
n + 3

∑
n≥1

nanx
n +

∑
n≥0

anx
n = 0.

Par identification, on trouve a0 = 0, a2 = 2a1, puis, pour n ≥ 2 :

an+1 =
n+ 1

n
an.

Ainsi, par récurrence, on trouve an = na1. Puisque la série entière
∑

n≥1 nx
n a pour rayon

de convergence 1, on a prouvé que la fonction

f(x) =
∑
n≥1

nxn =
x

(1− x)2

est solution de l’équation sur ] − 1, 1[ (en réalité, sur ] − ∞, 1[). On va ensuite résoudre
l’équation sur ]0, 1[, par la méthode du wronskien. Pour cela, on pose y(x) = f(x)z(x).
Sachant que f est solution de l’équation, on trouve que y est aussi solution si et seulement
si z vérifie l’équation différentielle

2x(x− 1)f ′z′ + x(x− 1)fz′′ + 3xfz′ = 0.

C’est une équation du premier ordre en z′, que l’on sait résoudre. Remplaçant f par sa
valeur, simplifiant par x, et après regroupement, on trouve

z′(x− 2) = x(1− x)z′′.

On réécrit cette équation sous la forme

z′′

z′
=

x− 2

x(1− x)
= − 2

x
− 1

1− x
.

Ceci s’intègre en
z′ = λ

1− x

x2
= λ

(
1

x2
− 1

x

)
.

On intègre encore une fois pour trouver z. Quitte à changer λ en −λ, il vient :

z = λ

(
1

x
+ lnx

)
+ µ.

Les solutions de l’équation sur ]0, 1[ sont donc les fonctions

y(x) =
µx+ λ(1 + x lnx)

(1− x)2
.
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Si on cherche les solutions sur R, il faut au moins que la fonction ait une limite en 1. Faisons
le développement limité du numérateur, en posant x = 1− h. Il vient

N(x) = µ(1− h) + λ
(
1 + (1− h) ln(1− h)

)
= µ− µh+ λ

(
1 + (1− h)(−h− h2/2 + o(h2))

)
= µ− µh+ λ

(
1− h+ h2/2 + o(h2)

)
= (µ+ λ)− (µ+ λ)h+ λh2/2 + o(h2)

Puisque le dénominateur est h2, la fonction admet une limite en 1 si et seulement si λ = −µ.
D’autre part, il faut que la fonction soit dérivable en 0. Mais, du fait de la présence du terme
x lnx, dont le taux d’accroissement en 0 tend vers −∞, la fonction ne peut être dérivable
que si λ = 0. Ainsi, la seule solution sur R est la fonction nulle !

Exercice 27.Exercice 27.

a et b étant deux fonctions continues sur R, on considère (E) l’équation différentielle

x2y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0.

On note S+ l’espace vectoriel des fonctions de classe C2 solutions de (E) sur l’intervalle I =
]0,+∞[ et S− l’espace vectoriel des fonctions de classe C2 solutions de (E) sur l’intervalle
J =] −∞, 0[, et on note S l’espace vectoriel des fonctions de classe C2 solutions de (E) sur R
tout entier. L’objectif de l’exercice est d’étudier les valeurs possibles pour la dimension de S.

1. Rappeler la dimension de S+ et de S−.
2. On note φ l’application linéaire de S vers S+ × S− définie par φ(f) = (f|I , f|J). Donner

le noyau de φ. En déduire que dimS ≤ 4.
3. Dans cette question, on suppose que a(x) = x et que b(x) = 0, d’où (E) est l’équation

x2y′′ + xy′ = 0. Déterminer S+ et S−. En déduire ensuite S et sa dimension.
4. Dans cette question, (E) est l’équation x2y′′ − 6xy′ + 12y = 0. Déterminer deux solutions

sur I de la forme x 7→ xα (α réel). En déduire S+ puis S−. En déduire S et sa dimension.
5. En s’inspirant de la question précédente, donner un exemple d’équation différentielle du

type x2y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0 tel que dimS = 0.

Correction.

1. La fonction x 7→ x2 ne s’annulant pas sur I (resp. sur J), on a affaire à une équation diffé-
rentielle linéaire du second ordre. S+ et S− sont alors deux espaces vectoriels de dimension
2.

2. Si φ(f) = 0, alors f est identiquement nulle sur I et sur J . Par continuité de f , elle est
aussi nulle en 0 et donc identiquement nulle sur R. Ainsi, le noyau de φ est réduit à {0}.
L’application est donc injective. Comme la dimension de l’espace d’arrivée est dim(S+) ×
dim(S−) = 4, la dimension de l’espace de départ est nécessairement inférieure ou égale à 4.

3. On pose z = y′ et on se ramène à résoudre l’équation xz′+z = 0 sur I et sur J . La résolution
est la même, les solutions sont les fonctions de la forme x 7→ C

x , C ∈ R. Par intégration,
on trouve que S+ = vect (x 7→ 1, x 7→ ln |x|). C’est la même description pour S−. Ainsi, si
y est solution de (E) sur R, elle est solution sur I donc il existe a, b ∈ R tels que, pour tout
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x > 0,
y(x) = a ln |x|+ b.

De même, elle est solution sur J et il existe c, d ∈ R tels que, pour tout x < 0,

y(x) = c ln |x|+ d.

La fonction admettant une limite en zéro, il est nécessaire que a = c = 0 et que b = d.
Finalement, S est constitué des fonctions constantes et est donc de dimension 1.

4. x 7→ xα est solution de (E) si et seulement si α(α − 1) − 6α + 12 = 0. Les solutions sont
α = 3 et α = 4. Comme les fonction x 7→ x3 et x 7→ x4 sont indépendantes et que l’on sait
que dim(S+) = dim(S−) = 2, alors on peut conclure que

S+ = vect
(
x 7→ x3, x 7→ x4

)
.

La même description vaut pour S−. Maintenant, si y est élément de S, en raisonnant comme
auparavant, il existe a, b ∈ R tels que, pour tout x > 0,

y(x) = ax3 + bx4.

De même, il existe c, d ∈ R tels que, pour tout x < 0,

y(x) = cx3 + dx4.

Mais alors, pour toutes valeurs de a, b, c, d, la fonction définie ci-dessus et prolongée par
continuité en posant y(0) = 0 est de classe C2 sur R. On en déduit que dim(S) = 4.

5. L’idée est de trouver une équation différentielle admettant deux solutions du type x 7→ xα

avec deux valeurs de α négatives, par exemple α = −1 et α = −2. Si x 7→ xα est solution
de x2 + axy′ + by, alors on a

α(α− 1) + aα+ b = 0.

Nous, si nous voulons que α = −1 et α = −2 soient solutions, nous sommes ramenés à
l’équation

(α+ 1)(α+ 2) = 0 ⇐⇒ α2 + 3α+ 2 = 0 ⇐⇒ α(α− 1) + 4α+ 2 = 0.

On considère alors l’équation x2y′′ + 4xy′ + 2 = 0. On a

S+ = vect
(
x 7→ 1

x
, x 7→ 1

x2

)
et on en déduit que S = {0} et donc que dim(S) = 0.

Exercice 28.Exercice 28.

Soit (E) l’équation différentielle
2xy′′ − y′ + x2y = 0.

1. Trouver les solutions développables en série entière en 0. On les exprimera à l’aide de
fonctions classiques.

2. A l’aide d’un changement de variables, résoudre l’équation différentielle sur R∗
+ et R∗

−.
3. En déduire toutes les solutions sur R.
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Correction.

1. Soit y(x) =
∑+∞

i=0 aix
i une solution de l’équation développable en série entière. Alors, on a

2xy′′ − y′ + x2y = −a1 + 2a2x+

+∞∑
i=2

(
(i+ 1)(2i− 1)ai+1 + ai−2

)
xi = 0.

Par unicité du développement en série entière, on trouve a1 = a2 = 0 et la formule de
récurrence

ai+1 = − 1

(i+ 1)(2i− 1)
ai−2.

On a donc, pour tout k dans N, a3k+1 = a3k+2 = 0 et

a3k = − 1

3k(6k − 3)
a3k−3 = − 1

9k(2k − 1)
a3k−3.

Par récurrence,

a3k =
(−1)k

9kk!(2k − 1)× (2k − 3) · · · × 3× 1
a0 =

(−1)k2kk!

9kk!(2k)!
a0 =

(−1)k2k

9k(2k)!
a0.

Réciproquement, pour tout a0 dans R, la série entière

y(x) = a0

+∞∑
k=0

(−1)k2k

9k(2k)!
x3k

a pour rayon de convergence +∞ et est solution de l’équation différentielle.
Si on cherche maintenant à identifier à une fonction classique, le terme x3k

(2k)! nous met sur
la voie. Cela ressemble au terme général de cos(x), ou plutôt de cos(x3/2). Comme ceci
n’est défini que pour x > 0, il faut aussi considérer cosh

(
(−x)3/2

)
pour x < 0. Avec une

homothétie pour obtenir 2k

9k
, on trouve finalement que

y(x) =

 a0 cos
(√

2
3 x3/2

)
si x ≥ 0

a0 cosh
(√

2
3 (−x)3/2

)
si x ≤ 0.

2. La forme de la solution trouvée précédemment nous conduit au changement de variables
t =

√
2
3 x3/2 pour x > 0, c’est-à-dire à chercher l’équation différentielle vérifiée par z(t) =

y(x). Or,

y′(x) =

√
2

2
x1/2z′(t)

et
y′′(x) =

1

2
xz′′(t) +

√
2

4x1/2
z′(t).

On trouve donc

2xy′′ − y′ + x2y = x2z′′ +

√
2

2
x1/2z′ −

√
2

2
x1/2z′ + x2z = 0.

z vérifie donc l’équation différentielle z′′ + z = 0, et donc z = λ cos(t) + µ sin(t) pour
λ, µ ∈ R. Autrement dit, la solution générale de (E) sur ]0,+∞[ est donnée par :

y(x) = λ cos
(√

2

3
x3/2

)
+ µ sin

(√
2

3
x3/2

)
.
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Pour résoudre l’équation sur ] − ∞, 0[, on pose cette fois t =
√
2
3 (−x)3/2. La fonction

z(t) = y(x) vérifie l’équation différentielle z′′ − z = 0, et donc la solution générale sur
]−∞, 0[ est donnée par

y(x) = λ′ cosh
(√

2

3
x3/2

)
+ µ′ sinh

(√
2

3
x3/2

)
.

3. Soit y une solution de (E) sur R. D’après la question précédente, on sait qu’il existe des
constantes λ, µ, λ′, µ′ ∈ R telles que

y(x) =

 λ cos
(√

2
3 x3/2

)
+ µ sin

(√
2
3 x3/2

)
pour x > 0

λ′ cosh
(√

2
3 (−x)3/2

)
+ µ′ sinh

(√
2
3 (−x)3/2

)
pour x < 0.

Comme y est continue en 0 et que lim0+ y = λ alors que lim0− y = λ′, on en déduit que
λ = λ′. D’autre part, pour x > 0, on note y(x) = λy1(x) + µy2(x). On a

y′′2 (x) =

(
sin
(√

2

3
x3/2

))′′

= −x

2
sin
(√

2

3
x3/2

)
+

√
2

4x1/2
cos
(√

2

3
x3/2

)
.

Pour x → 0, ceci tend vers +∞. Or, puisqu’une solution de (E) est de classe C2, on sait que
y′′(x) admet une limite (finie) quand x tend vers 0, et que y1 se prolonge en fonction C∞ sur
R. En particulier, lim0 y

′′
1 existe (et est finie). Puisque lim0+ y′′ = λ lim0+ y′′1 + µ lim0+ y′′2 ,

ceci ne peut être fini que si µ = 0. De même, on trouve que µ′ = 0. Les seules solutions sur
R de (E) sont donc celles données par la première question.

Exercice 29.Exercice 29.

Soit E le C-espace vectoriel des applications de classe C∞ de R dans C. On définit ϕ : E → E
par

ϕ(f) : R → R
t 7→ f ′(t) + tf(t).

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ϕ.
2. Faire de même pour ϕ2.
3. En déduire les solutions de l’équation différentielle

y′′ + 2xy′ + (x2 + 3)y = 0.

Correction.

1. Fixons λ ∈ C. Alors, pour f ∈ E, on a

ϕ(f) = λf ⇐⇒ f ′ + (t− λ)f = 0.

Par la théorie des équations différentielles linéaires, l’ensemble des solutions est un sous-
espace vectoriel de E de dimension 1. On peut de plus résoudre facilement cette équation.
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En effet, elle devient

f ′

f
= −t+ λ =⇒ ln |f(t)| = − t2

2
+ λt+ C

et donc l’ensemble des solutions est donné par les multiples de la fonction

fλ(t) = e−t2/2eλt.

Tous les nombres complexes sont donc valeurs propres de ϕ, l’espace propre associé étant
la droite vectorielle de direction fλ.

2. Soit λ ∈ C. Si λ 6= 0, alors il existe un nombre complexe µ 6= 0 tel que λ = µ2. Mais alors,
le polynôme X2 − λ se factorise en (X − µ)(X + µ). On s’intéresse ici à ker(ϕ2 − λId). Par
le théorème de décomposition des noyaux (les polynômes X − µ et X + µ sont premiers
entre eux car µ 6= −µ), et donc

ker(ϕ2 − λId) = ker(ϕ+ µId)⊕ ker(ϕ− µId).

On en déduit que si λ = µ2 6= 0, λ est une valeur propre de ϕ2, d’espace propre de dimension
2 engendré par les deux fonctions fµ et f−µ. Enfin, si λ = 0, alors ϕ2(f) = 0 équivaut à

(f ′ + tf)′ + t(f ′ + tf) = 0 ⇐⇒ f ′′ + 2tf ′ + (t2 + 1)f = 0.

Il faut alors résoudre cette équation d’ordre 2. Une façon de procéder est de remarquer
que l’on connait déjà une solution, la fonction y(t) = e−t2/2, puisque un élément de ker(ϕ)
est nécessairement un élément de ker(ϕ2). On peut alors en déduire une deuxième solution
indépendante par la méthode d’abaissement de l’ordre. Sinon, on peut aussi remarquer que

ϕ2(f) = 0 =⇒ ϕ(f) ∈ ker(ϕ) =⇒ f ′ + tf = ae−t2/2.

On résoud alors cette équation du premier ordre, le problème étant de trouver une solution
particulière. Mais il est facile de remarquer que la fonction t 7→ te−t2/2 convient. Finalement,
on a aussi prouvé que 0 est une valeur propre de ϕ2, le sous-espace propre associé étant
engendré par les fonctions t 7→ e−t2/2 et t 7→ te−t2/2.

3. On a déjà remarqué que
ϕ2(f) = f ′′ + 2tf ′ + (t2 + 1)f.

L’équation correspond donc à ϕ2(y) = −2y, c’est-à-dire qu’on cherche le sous-espace propre
associé à −2 de l’endomorphisme ϕ2. Les solutions sont donc les fonctions de la forme

t 7→ e−t2/2(aeit
√
2 + be−it

√
2), a, b ∈ C.

Si on cherche les solutions réelles, on trouve

t 7→ e−t2/2
(
a cos(t

√
2) + b sin(t

√
2)
)
, a, b ∈ R.
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