Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°1

Exercices obligatoires : 1,4, 5, 18, 22, 25, 28, 40, 48

1. Convexité

Exercice 1.

Soit C et Cy deux ensembles convexes de R™ et Cy 4+ Co = {x+y; x € C1, y € Co}. Démontrer
que C7 4+ C5 est convexe.

Soit z1, 2z € C1+Cy et t €]0,1[. Alors 23 = 21 4y; et 20 = x2+y2 avec x1,22 € Cy et Y1,y € Cs.
On a alors (1 —t)z; +tzg =x +y avec x = (1 — t)xy +txg € Cy et y = (1 — t)y; + tys € Cy par
convexité respective de C et Cy. Ainsi, C7 + Cs est convexe.

Exercice 2.

y’
bl

L. L, X i 5 - L . .
Soit & = {IK,LJ] cRe/ —+ < ]}_ Montrer que & est un convexe de BE” {on utilisera la convexité de la fonction
L a2

X — x7).

La fonction T : x — x* est convexe sur R car deux fois dérivable sur R de dérivée seconde positive sur . Par suite, pour

tous réels o et f et pour tout réel A £ [0, 1],

((1—Ne+Ap) < (1—A)od +Ap2.

Soient ((x1,y1),(x2,y2)) € &2 et A € [0, 1].

((1—A)x1 +Ax2)? RSN +My2)? B (1—A)x2 +Ax2 Mt — Ny + Ayl
a? b2 N a b2

2 2 2 2

- LAl X, %

Con () (e 8)

<(1=AN+AfcarT—Az=0etX =0)

=1.

On a montré que pour tous ((x,y1), [x2,Y2)) € &2 et A € [0,1], (1 —A) (x1,41) +A [x2,Y2) € &. Done, & est un convexe
de B2,



Exercice 3.

Soit Cy, Cy deux parties convexes d'un espace vectoriel réel E et soit s € [0,1]. On pose C =
sC1+ (1—9)Co={sz+ (1 —s)y; x € C1, y € Co}. Démontrer que C est convexe.

Soit 21,22 € C et t € [0,1]. Alors il existe 21,22 € C; et y1,y2 € Cs tels que
z1 = sx1 + (1 — 8)y1, 22 = sza + (1 — 8)yo.

Mais alors

tz1 + (1 —t)zg = s(txy + (1 — t)xe) + (1 — s)(tyr + (1 — t)y2).
Par convexité respective de C et Ca, tx; + (1 — t)ze € C; tandis que ty; + (1 — t)ys € Ca. On
en déduit que C est bien une partie convexe de E.

Exercice 4.

1) O, (E) est-il un convexe de .#5(E) 7

2) Montrer que 'ensemble des matrices stochastiques {matrices (aqj]1<i,jon € #n (R] telles que ¥(1,]) € I],n::. aij =0
n

et Wi e I], n:_ E ai; = 1) est un convexe de .4, [[F).
i=1

1
1) Les matrices I, et —I,, sont deux éléments de Oy (R). Mais EI“ -+ 2[711‘] = 0, n'est pas un élément de Oy, (R).
Done, O, (R) n'est pas un convexe de .#,, (R).

2) Soient A = [@i;j)j<ijon €6 B = (bij) i <, deux matrices stochastiques et soit A £ [0,1].
Pour tout (i,j) € [1,n]?, le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice (1 —AJA + uB est (1 —AJaij + Abij.

e Pour tout (i,j) € [I,n]?, on a a;ij 20, bi;=z0etonaaussiAz0et 1—A= 0. Donc, pour tout (i,j) € [1y,n]?, on a
(1 —A)ay; +Aby = 0.
e Puisque pour tout (i,j) € [1,n]?, on a apj = let by =z 0etque A= 0et 1 —A =0, onen déduit que pour tout
(i,i)  [1,m]?,

onall —Alaij <1 —Aet Abij <A puis (1 —Alayj +Abiyj <1 -A4+A=1
e Pour tout i € [1,n]?,

D (1 =Nayy+Abg) =(1-A) Y agj+AY) byy=1-A+A=1.
=1 =1 j=1

On a montré que 'ensemble des matrices stochastiques est un convexe de .#n (R).

Exercice 5.

Pour tout £ C R™, on appelle enveloppe convexe de E ’ensemble

KE)= ()] 4

Acg(E)

ou £(FE) désigne ’ensemble des convexes de R™ contenant E.



1. Démontrer que K(F) est convexe.

2. Déterminer K (F) lorsque E est la courbe de la fonction y = tanx pour x € ]—g, 5 [

1. Soit z,y € K(E) et t €]0,1[. Soit A un convexe de R™ contenant E. Alors zz € A et y € A.
Par convexité de A, on en déduit que ¢tz + (1 — t)y € A. Comme ceci est vrai pour tous
les convexes de R™ contenant E, on a bien tx + (1 — t)y € K(F), et ce dernier ensemble
est convexe. Plus précisément, ’enveloppe convexe de E est le plus petit convexe de R"
contenant E.

2. On va prouver que ’enveloppe convexe de E est 'ensemble F' = ]—g, g[ x R. En effet,
F est convexe et contient F. Réciproquement, prenons un point M = (zg,yo) de F. Si
yo = tan(zg) alors M € E C K(F). Sinon, sans perte de généralité, on peut supposer que
tan(zg) < yo. Considérons z; < xg tel que 1 > —m/2 et considérons A le point de E de
coordonnées (z1,tan(xy)). La droite (AM) a pour équation y — tan(z1) = m(z —x1) o m
est le coefficient directeur de la droite (on peut bien siir le calculer, mais sa valeur n’a pas
d’importance). Considérons alors la fonction définie sur [z1,7/2[ par f(z) = tanx — m(x —
x1) — tan(x1). Alors, puisque M est sur la droite (AM), on a yg = m(xo — 1) + tan(z)
et donc f(xo) = tan(wg) — yo < 0. D’autre part, lim,_, .5 f(z) = +oco. Par le théoréme
des valeurs intermédiaires, puisque f est continue, il existe xo €]zg, 7/2[ tel que f(z2) = 0.
Autrement dit, le point B = (z3,tan(zsz)) est a la fois sur E et sur la droite (AM). On a
donc M qui appartient au segment [AB] avec A et B des points de E. Ceci implique que
M € K(E).

Exercice 6.

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R convexe. Démontrer que f est continue sur I. Le
résultat subsiste-t-il si I n’est plus supposé ouvert ?

Soit xyp € I. On va démontrer que f est continue a droite en x(. La preuve serait identique pour
la continuité & gauche. Prenons a < gy et b > x( tels que a,b € I. Alors, d’apres I'inégalité des
pentes, pour tout x €]xg, b|, on a

f(zo) — f(a) < f(z) = f(zo) < f(b) = f(=o)

T — T - T — xg - b—xp
ce qui donne
f(@o) — f(a) f(b) — f(zo)
(z — zo)v < flz) = f@o) < (2 *IO)W-

Par le théoréme des gendarmes,

lim_f(z) = f(0).

Le résultat devient faux si I = [0, 1] par exemple. En effet, la fonction non continue en 0 et en 1
définie par f(x) =0siz €]0,1[ et f(0) = f(1) =1 est convexe.



Exercice 7.

Soit E un espace vectoriel réel et A une partie de F

1.

Montrer que l'intersection de deux parties convexes de E est convexe. Que dire d’une
intersection quelconque de parties convexes ? Que dire d’une réunion de convexes 7

. Montrer qu’il existe un plus petit convexe, au sens de I'inclusion, contenant A. On appelle

cet ensemble enveloppe conveze de a et on le note Conv(A).

. Montrer que Conv(A) est égal a ’ensemble des barycentres a coefficients positifs de toute

famille finies de points de A.

. Soit Ay, Ay deux parties convexes de E. Soit u,v € A;NA,. Alors, par convexité, [u,v] C Ay

et [u,v] C Ag; donc [u,v] C A; N Ag. Par suite A; N Ay est convexe.

Il en est de méme dans le cas général : Soit (A;);c; une famille de convexe ou I est un
ensemble d’indice quelconque. Soit u,v € ﬂAi. Alors, par convexité, pour tout ¢ € I,
iel

[u,v] C A;. Donc [u,v] C mAi'

iel
Concernant la réunion de deux convexes, le résultat n’est pas convexe en général : prendre
deux singletons distincts par exemple dans un espace vectoriel de dimension au moins 1.

. Soit C' l'intersection de tous les convexes contenant A. Alors C est convexe d’apres la ques-

tion précédente et il contient A. Or si C’ est un convexe contenant A, alors par définition,
on a C C C'. Donc C est le plus petit convexe contenant a pour I'inclusion.

Soit T' ’ensemble des barycentres a coefficients positifs des points de A.

— Alors A est inclus dans T' (il suffit de voir chaque point a de A comme le barycentre
de (a, 1) par exemple). Montrons que de plus I' est convexe.
Soit g = > "1, Niwg et ¢’ =Y " | wiy; appartenant a I' (on a supposé, quitte a diviser
par les sommes de pondérations respectives, que Y 1" A, =1=>"" ;).
Alors, pour tout ¢ € [0,1], tg + (1 — t)g’ = Yoi thizi + Do (1 — t)piys
est le barycentre a coefficients positifs de la famille de points de A pondérés

((@1,EN1)y ooy (T, tAR), (Y1, (L = E) 1)y ovy (Y, (1 — ) ) (il faut aussi remarquer que
t1+(1—t)1 = 1), donc, par définition, c’est un élement de I'. Par suite, I" est convexe.

11 en résulte que Conv(A) C T.

— On a A C Conv(A) donc tout élément I' est en particulier un barycentre de points de
Conv(A). Or Conv(A) est convexe, donc d’apres la caractérisation des convexes par
les barycentres, tout barycentre & coefficients positifs de points de Conv(A) est dans
Conv(A). Il en résulte que I' C Conv(A).

On en conclut que Conv(A4) =T.

2. Exercices de révision : fonctions convexes



Exercice 8.

1. Montrer que f(z) = In(In(z)) est concave sur |1, +o0].
2. En déduire que Va,b > 1, In (“TH’) > +VIna.lnb.

1. On calcule la dérivée seconde de f qui vaut :

,, _ 1 1
fie) = C22In(z)  22In’(z)

Cette fonction est négative sur |1, +o00[. Donc la fonction est concave.

2. Par concavité de f, on a :

In (ln (a—;—b)) > %(lnlna—l—lnlnb) =In (\/lnalnb) .

On compose par la fonction exponentielle qui est croissante pour obtenir le résultat.

Exercice 9.

Montrer que, pour tout x € [0, 7/2], on a

2
—x <sinx < x.
s

Puis (sin)” = —sin, la fonction sinus est concave sur [0,7/2]. Sa courbe représentative est donc,
sur cet intervalle, en-dessous de sa tangente en 0, et au-dessus de la corde joignant (0,sin0) &
(m/2,sin(7/2)). Or, ’équation de cette tangente est y = x, et ’équation de cette corde est y = %x
On obtient exactement le résultat demandé.

Exercice 10.

Soit n > 2.
1. Etudier la convexité de la fonction f définie sur [—1; +oo| par f(z) = (1 + z)™.

2. En déduire que, pour tout z > —1, (1 + )" > 1 + nz.

1. f est deux fois dérivable sur [—1, 4+o0[. De plus, pour tout > —1, on a
fl@)=n(l+a)" et f'(z) =n(n—1)(1+2)"> > 0.

Ainsi, f”(z) > 0 pour tout > —1. On en déduit que f est convexe sur [—1, +o0].



2. Puisque f’(0) = n, I’équation de la tangente & la courbe représentative de f au point
(0, f(0)) est y — f(0) = f/(0)(x — 0) soit y = 1 + nz. La fonction étant convexe, sa courbe
représentative est au-dessus de ses tangentes. Donc, pour tout z > —1, (1 + z)" > 1 + nz.

Exercice 11.

Démontrer que pour tout = € [—1,1] et tout A € R, on a

exp(Az) < ch(A) + azsh()).

Nous allons appliquer la définition de la convexité a la fonction exp, avec des points et des
coeflicients bien choisis. Pour comprendre d’ou viennent ces points et ces coefficients, remarquons
que l'inégalité que 'on cherche a prouver est équivalente a

ed e er—e”

exp(Az) < 5 +z 5

qui est encore équivalente a

exp(Az) < (1—;x> e + <1;$) e N

On pose alors t = HTw € [0, 1] de sorte que 1 —t = 17?"’” et on applique la définition de la convexité
de la fonction exponentielle avec les points A et —\, et avec t. On obtient directement 1'inégalité
demandée, sous la forme équivalente obtenue ci-dessus.

Exercice 12.

Soient f,g : R — R telles que f et g soient convexes, et g est croissante. Démontrer que g o f
est convexe.

Soit 2,y € R et A € [0,1]. Alors on a par convexité de f :
fOz+ (1= Ny) <Af(2) + (1= N)f(y).
Par croissance de g, on en déduit que
go fa+(1=Ny) < g(Mf(2) + (1= Nf(y)).
La convexité de g permet de conclure a
go f(Az+ (L= Ay) <Ago f(z) +(1—N)go f(y)

ce qui signifie bien que g o f est convexe.



Exercice 13.

Soit f,g: I — R deux fonctions convexes, avec I C R un intervalle.
1. Est-ce que max(f, g) est toujours convexe ?

2. Est-ce que min(f, g) est toujours convexe ?

Il faut commencer par faire des dessins pour deviner la réponse !

1. Oui! En effet, soit z,y € I et t € [0,1] et posons h = max(f,g). On a d’une part
fltz+ 1 =t)y) <tf(@)+ 1 —1)f(y) < th(z) + (1 - )h(y)
et d’autre part
g(tr + (1 = t)y) <tg(z) + (1 - t)g(y) < th(z) + (1 = t)h(y).
On en déduit bien que
h(tz + (1 —t)y) < th(z) + (1 —t)h(y),

c’est-a-dire que h est convexe.

2. Non! Choisissons par exemple I = R, f(z) = z et g(x) = —x, qui sont convexes car affines.
Alors min(f, g)(z) = —|z|, et cette fonction n’est bien stir pas convexe (par exemple, la
courbe représentative est au-dessus de la corde reliant (—1,—1) a (1, —1)).

Exercice 14.

1
1+e®

2. En déduire que pour tous x1,...,z, > 1, 0n a

1. Etudier la convexité/concavité de z sur R.

1 n
> .

k=1

n

1. Notons f cette fonction. La fonction f est clairement de classe C'*° et sa dérivée seconde
vérifie
6236 —e”

1
T)= —".
La fonction exponentielle étant croissante, f” est du signe de 2z —z = x. Ainsi, f” > 0 sur
[0,400[ et f”" <0 sur | — oo, 0]. Ainsi, f est concave sur | — oo, 0] et convexe sur |0, +00].

2. Posons, pour i = 1,...,n, y; = In(z;) > 0. Appliquons l'inégalité de Jensen & f, aux y;,
avec pour coefficients 1/n. On obtient

() <5 Ly a0y = £ Y

n




On conclut en remarquant que

In(zy) + -« + In(z,)

=In(Y/x1  Zy).

Exercice 15.

Soient aq,...,a, des réels strictement positifs. Prouver I'inégalité suivante :

a1+...+an
771 .

vai...a, <

Par concavité du logarithme :

ln<a1—|—-~-+an> > In(a;) + -+ In(ay,)
n n

Or,
In(ay) + -+ - + In(ay)
n

=In(a1.. a,).

On conclut en utilisant le fait que la fonction exponentielle est croissante.

Exercice 16.

Soit f une fonction convexe de classe C* sur [a, b]. Montrer que

’ a
w—aﬁ<a+b></1ﬂWﬁ<@_aﬂ();ﬂm.
La corde passant par (a, f(a)) et (b, f(b)) a pour équation
y= W@ —a) + f(a).

Pour les points d’abscisse comprise entre a et b, la courbe représentative de f est au-dessous de
cette corde, c’est-a-dire que

f(0) = f(a)

f6) < ==

(t—a)+ f(a)
pour ¢ € [a,b]. On intégre cette inégalité entre a et b et on trouve

(b—a)

2+ @b -a) = (b - ) T

b
/’ﬂwﬁs(ﬂm—fw»



Cette inégalité a aussi une interprétation (et une preuve!) géométrique simple si f est plus
positive. Notons A, B, C et D les points A(a,0), B(a, f(a)), C(b, f(b)), D(b,0). Alors

A HI0)  ,

est égal a l'aire du trapéze ABCD. Comme la fonction f est convexe, et donc que la courbe
représentative de f est sous le segment [AB], l'aire de ce trapéze est supérieure ou égal a laire
du domaine compris entre ’axe des abscisses, la courbe représentative de f, et les droites = = a,
x = b. L’aire de ce domaine est exactement f; f(x)dx. Pour prouver l'autre inégalité, il suffit
de remarquer que la courbe représentative de f est au-dessus de sa tangente au point d’abscisse
(a+ b)/2. Autrement dit, pour tout t € R, on a

f(t)>f,(a—2|—b> <t_a—2kb>+f(a—2kb>'

Intégrer cette inégalité entre a et b donne exactement

/abf(t)dtz(b—a)f(a;_b>.

Exercice 17.
Soit f : [a,b] = R de classe C? telle que f(a) = f(b) = 0. On note M = supy, ; | f”] et

x—a)(b— 1)

o(2) = f(z) — M W

h(z) = f(z) + M
1. Justifier I'existence de M.
2. Montrer que g est convexe et que h est concave.

3. Déterminer le signe de g et de h sur [a,b]. En déduire que, pour tout x € [a,b], on a

flay) < T D0ZT)

1. f” est continue sur le segment [a,b]. Elle est donc bornée et atteint ses bornes.
2. On calcule les dérivées secondes qui sont g”(z) = f"(x)+M > 0et h"(z) = f"(x)—M <O0.
Ceci prouve bien que g est convexe et que h est concave.

3. Par convexité de g, et puisque g(a) = g(b) = 0, on sait que la courbe représentative de g
est sous la corde reliant (a, g(a)) & (b, g(b)) et donc

o@) <0 = fa) <y E=OOZT)

De méme, la courbe représentative de h est au-dessus de ses cordes, et donc

(z—a)(b—z)

hz) 20 = f(2) 2 -M——3



Les deux inégalités réunies donnent exactement ’inégalité demandée.

Exercice 18.

Soit f : I — R une fonction continue convexe et strictement croissante. Etudier la convexité de

fLof) = 1.

Soit y1,y2 € f(I) et x1,29 € I tels que y1 = f(x1) et yo = f(x2). Soit aussi t € [0,1]. Alors
FHty + Q= t)ye) = f7H(tf (1) + (1 — 1) f(z2))-

Par convexité de f,

tf(z1) + (1 = 1) f(z2) = f(tzr + (1 —t)z2).
Puisque f~! est croissante (la réciproque d’une fonction croissante est croissante), on en déduit
que

Sty + (L= 0)y2) = 71 (fltzr + (1 — t)32)) =tor + (1 — o = tf " (y1) + (1 — ) f " (12).

Ainsi, f~! est concave.

Exercice 19.

Soit f : R — R une fonction convexe croissante. Montrer que f est constante ou que lim, , f =

+00.

Supposons f non constante. On peut trouver xz; < xs tels que f(z1) < f(z2). Soit y = ax + b

léquation de la corde passant par (z1, f(x1)) et (22, f(z2)), avec donc a > 0. Pour = > xo,
I'inégalité des pentes assure que le point de la courbe représentative de f d’abscisse x est au-
dessus du point de la corde de méme abscisse. Autrement dit, pour tout @ > xo, ona f(x) > ax+b.

Ceci prouve que lim, o, f = +o0.

Exercice 20.

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R convexe. Démontrer que f est continue sur I. Le
résultat subsiste-t-il si I n’est plus supposé ouvert ?

Soit zyp € I. On va démontrer que f est continue a droite en x(. La preuve serait identique pour
la continuité a gauche. Prenons a < gy et b > x( tels que a,b € I. Alors, d’apres I'inégalité des

10



pentes, pour tout x €]xg, b], on a

f(zo) = fla) _ f(z) = f(@o) _ F(b) = f(zo)
To— G - T — xg - b—xp
ce qui donne
(@ =o)L I < 1) — ) < (@ - ) LD ZL20)

Par le théoréme des gendarmes,

1im+ f(@) = f(zo).

Le résultat devient faux si I = [0, 1] par exemple. En effet, la fonction non continue en 0 et en 1
définie par f(z) =0 siz €]0,1[ et f(0) = f(1) = 1 est convexe.

Exercice 21.

1. Démontrer que la fonction f : x — In(1l + e*) est convexe sur R.

2. Etablir que, pour tous z1, ..., Tn €10, +o0], alors
n 1/n n 1/n
1+ (ka> < (H(1+xk)> .
k=1 k=1
3. En déduire que pour tous ay, ..., an,b1,...,b, €]0,+oc], alors

n 1/n n 1/n n 1/n
<H ak) + (H bk) < (H(ak+bk)> :
k=1 k=1 k=1

1. Cette fonction est deux fois dérivable sur R et sa dérivée seconde est x +— ﬁ qui est

une fonction positive.

2. Soit ay,...,a, € R. La convexité de f entraine que

In (1 +ea1+»7-l»+an) < In(l14+e*)+---+1n(1l+e%)
n

ce qui par les propriétés fonctionnelles des fonctions logarithme et exponentielle donne

n 1/n n 1/n
In |1+ (Heak> <In (H(l—}—e‘”ﬁ)
k=1

k=1

Par croissance de la fonction exponentielle, on en déduit

@D 1/n - 1/n
1+ (H 6“’“) < (H(lJre“k)) .
k=1

k=1

11



3.

C’est exactement le résultat voulu, pourvu que ’on choisisse ay = In xj.

En factorisant, on trouve

@ 1/n - 1/n B 1/n 2 b 1/n
(f1e) () (1) (- (112)
k=1 k=1 k=1 k=1 %k

On applique I'inégalité de la fonction précédente & xy = by /ay, et on obtient

(1) (i) "< (1) (i)

Il suffit de tout mettre au dénominateur dans le dernier terme pour obtenir le résultat
demandé.

Exercice 22.

Soit f : R — R une fonction convexe dérivable possédant une limite finie en +o0.

1.
2.
3.

Démontrer que f est décroissante sur R.
Démontrer que f’ tend vers 0 en +oo.

Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai si on ne suppose pas que f est convexe ?

. Supposons que f n’est pas décroissante. Alors il existe a < b tel que f(b) > f(a). La droite

passant par (a, f(a)) et (b, f(b)) a pour équation
1) - f@
b—a
et on sait que pour les points d’abscisse supérieure ou égale a b, la courbe représentative de
f est au-dessus de cette droite. On a donc, pour x > b,

flay = TOZT@ o) 1 pa).

(z —a)+ f(a)

Par théoréme de comparaison, ceci prouve que lim,_, ;. f(2) = 400, une contradiction.

. Puisque f est décroissante, f/ < 0. Puisque f est convexe, f’ est croissante. Elle admet

donc une limite £ < 0 en +o00. Si £ < 0, et puisque f’ est croissante, on sait que f'(z) < £
pour tout x € R. En particulier, avec I'inégalité des accroissements finis,

f(z) — f(0) < x x.

Le théoréme de comparaison nous dit cette fois que lim,_, ;o f(z) = —o0, ce qui est aussi
une contradiction.

. Non'! Prenons par exemple f(x) = Lsin(x?). Alors

f(z)= —% sin(z?) + 2 cos(z?)

et cette fonction ne tend pas vers 0 en 400, puisque f'(v/2n7) = 2 pour tout n € N.
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Exercice 23.

Soit f : [a,b] — R continue et g : R — R continue et convexe. Démontrer que

b b
g<bi / f(t)dt> <t [ oty

On va approcher f par sa somme de Riemann. Précisément, introduisons

=il

1% a
=g S o4kt

k=0
Alors, puisque f est continue, par le théoréme des sommes de Riemann, on sait que (u,,) converge
vers ﬁ fab f(t)dt. De plus, par convexité de g, on a

250 ) -

Par continuité de go f, le terme de droite converge vers — f g(f(t))dt. Passant & la limite dans
I'inégalité précédente, on obtient bien 'inégalité dite de Jensen

Exercice 24.

Démontrer que, pour tout = > 1, on a

n_1>np (I(n+1)/2 _ z(nq)/z)) .

Si on simplifie par £ — 1 > 0, on trouve que l'inégalité est équivalente a
142+ 42" 1> npgr1/2,

Pour démontrer cette inégalité, on pose, (z > 1 est fixé) f(y) = exp(ylnx). f est une fonction
convexe. En particulier, on a

(f(o)+---+f(n—1))>f<;(0+1+--~+(n—1))>.

n

Mais le membre de gauche est %(1 + 2+ -+ 2" 1) tandis que celui de droite est

J (711 8 n(n21)> = f((n—1)/2) =z~ V72,

On obtient donc bien 'inégalité voulue.
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3. Exercices de révision : intégrale sur un segment

Exercice 25.

Déterminer toutes les primitives des fonctions suivantes :

T e3® nx
f(x) = 1t a2 g(z) = 1t 3 h(z) = 17
k(x) = cos(z) sin®(z) l(z) = = m(z) = 3zv1+ 22

1. On reconnait que f(z) = 3 x o) avec u(z) =1+ x? > 0. Les primitives de f sont donc

les fonctions de la forme z — § In(1 + 2?) + C, C € R.
o' (@)

2. On reconnait que g(z) = % x
fonctions de la forme x —

3. On reconnait que h(x) =

fonctions de la forme x — %(ln x)?+C, C € R. Remarquons que de telles fonctions ne sont

définies que sur |0, +o0.

4. On reconnait que k(z) = $u/(z)(u(z))?, avec u(z) = sinz. Les primitives de k sont donc

les fonctions x — % (sinz)® + C, C € R.

1 ’
Bt — = g _ u(z)
5. En écrivant [(z) = =, on reconnait que [(z) = ’;(;)

avec u(x) = In(z). Les primitives

de cette fonction, sur I'intervalle |1, +o0], sont les fonctions de la forme z — In(lnz) + C,

C eR.

6. On reconnait que m(r) = 3u'(z)/u(x), avec u(z) = 1+ x2. Les primitives de m sont donc

2

les fonctions de la forme z — (1 4 22)3/2.

Exercice 26.

Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur l'intervalle considéré :

2

1 f(z) =Bz -1)32> =22 +3)3, =R 2. f(z) = (mg,igif_‘_l)?,, I=]—o00,-2]

1. Posons u(z) = 322 — 2z + 3, de sorte que v/(z) = 6z — 2 = 2(3z — 1). On a donc

Une primitive de f est donc la fonction

1
F(z) = g(?)xg — 2z + 3)%.
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2. Posons u(x) = 2* — 3z + 1 de sorte que v/(z) = 322 — 3 = —3(1 — 22). On en déduit que

Une primitive de f est donc la fonction
F(z) =22 —2z.

4. Tl faut commencer par écrire que In(z?) = 2Inz. On a alors

avec u(xz) = Inz. On en déduit qu’une primitive de f est donnée par

F(z) = % In(lnz).

Exercice 27.

Soient w,v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a,b], dont la dérivée est continue.

1. Démontrer que, pour tout = € [a,b], on a

u(@)'(z) = (w)'(z) — u'(z)v(z).

2. En déduire que

1. La formule de dérivation d’un produit nous dit que, pour tout = € [a,b], on a
(wv)(z) = v/ (z)v(z) + u(z)v'(x).

C’est le résultat demandé, en changeant de coté le terme ' (z)v(x).

2. On integre la relation précédente. Par linéarite de I'intégrale, on obtient le résultat demandé,
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en particulier puisque

Exercice 28.

Calculer les intégrales suivantes :

1 e
1. I:/ ze®dx 2. J:/ 2% Inzdx
0 1

1. On integre par parties en posant :

On obtient donc

1 1
/ ze®dr = le! — 0e® — / e“dx.
0 0

Comme on sait calculer cette derniere intégrale, on trouve finalement
1
/ retder =e—e+1=1.
0

2. On integre par parties en posant :

u(x) Inx u'(z 1
v'(x) x2 v(z %
On obtient donc
3 @ 1 €
J = [m In x] = 7/ z2
3 1 3N
e3 1,4
= — (-1
288 +1
B 9

Exercice 29.

Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1. x> arctan(z) 2.z~ (Inz)? 3.z — sin(lnz).
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1. La fonction x — arctan x étant continue sur R, elle admet une primitive sur cet intervalle.
On intégre par parties en posant :

— _ 1
u(z) = arctanx u'(z) =

v(z) = 1 v(ix) = =z

de sorte que

t
/arctan tdt = xarctanx — / ——dt.
2+1

La primitive que ’on doit encore rechercher est de la forme ¢'/g, et donc

1
/arctan tdt = zarctanx — 5 In(z? +1).

2. La fonction z — (Inx)? étant continue sur ]0, +oo], elle admet des primitives sur cet inter-
valle. On se restreint a cet intervalle et on integre par parties en posant :

u(z) = (Inz)? u'(z) = 28z
v(z) = 1 v(z) = =z

de sorte que

/(1nt)2dt =2(lnz)? - 2/lntdt.

Une primitive de z +— Inz étant  — xlnx — z (résultat qui se retrouve en intégrant par
parties), on trouve finalement quune primitive de z + (Inz)? est

z— z(lnz)? - 22lnz + 2z.

3. On va intégrer par parties deux fois. On travaille sur l'intervalle |0, 4+o0[, la ou la fonction
est bien définie et continue. On pose alors :

u(z) = sin(lnz) u'(z) = =cos(lnx)

v(z) = 1 v(x)

SRS

de sorte que
/sin(ln z)dr = zsin(lnz) — /cos(ln x).

On intégre une deuxieme fois par parties en posant

ui(z) = cos(Inzx) ) (x) 1

vi(z) = 1 vi(z) = =z

sin(ln x)

de sorte que
/cos(ln x)dx = zcos(lnx) + /sin(ln x).
En mettant tout cela ensemble, on trouve

/sin(ln z)dx = zsin(lnz) — z cos(lnzx) — /sin(ln x)

soit
/sin(ln x)dr = g (sin(lnz) — cos(Inx)).
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Exercice 30.

Calculer les intégrales suivantes :

2 1
In(1+¢ 1
1. I:/ Mdt 2. J:/ z(arctan z)2dx 2. K= / oY
1 t2 0 (a2 +1)2

1. On commence par intégrer par parties pour obtenir

[ m@+0])? [ dt ~ In(3) 2 dt
I—{—t ]14—/1 t(t—i—l)dt__ 5 —|—1n(2)+/1 7t(t+1)'

On calcule la derniére intégrale en réalisant une intégration par parties. Plus précisément,

on remarque que

Ainsi il vient

2
dt )
/1 T ) = i = Dy = 2 = (@),
Finalement, on trouve
31
I= r;( ) £ 3mm(2).

2. On intégre par parties, en posant u/(z) = z et v(z) = (arctanz)?. On a v/(z) = hjﬁiﬁ(r),

et ceci nous incite & considérer comme primitive de v’ la fonction u(x) = 3(2* + 1), ce qui
va simplifier les calculs. On obtient alors

1 1
J= 5[(m +1)(arctanx)2](1]—/ arctan xdx.
0

On calcule la dernieére intégrale en réalisant & nouveau une intégration par parties, et on

trouve :
2 1
J = %—[marctanx};—i—/o %de

7r2 T

= — — - 71 1
w2 g 1

= ———+—=In2.
16 4 * 2

3. La fonction f : x — W est continue sur |0, 1], et elle tend vers 0 en 0. On peut donc

la prolonger par continuité & [0,1] en posant f(0) = 0, ce qui donne un sens & K. Pour
calculer cette intégrale, on va intégrer par parties entre a > 0 et 1, pour ne pas étre géné

par les problémes en 0. On pose donc K(a) = fal (;”21%””)2, puis :

v'(z) = @0
1

v(z) = T 2@2+0)
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ce qui donne
Inx =g A dx
K — _— = — = < o
(a) { 2(332“‘1)}(1—'_2/(1 z(x?+1)

De plus,
1 1 95

w(@2+1) = a22+1

de sorte que

1 1
dz 1 1 1
— = |lnz—-In(x?+1)] =—-In2-1 —1In(1 ).
/a P {nx ; n(z” + )L 5 n n(a)—|—2 n(l+a”)

On obtient donc que

Reste a faire tendre a vers 0. Pour cela, on factorise par lna, et on trouve

—a?In(a) 2 1 5

Comme a?In(a) tend vers 0 lorsque a tend vers 0, de méme que In(1 + a?), on conclut

finalement que
In2

4

K =

Exercice 31.

Pour n > 1, donner une primitive de In" .

Notons f, une telle primitive. Intégrant par parties (en dérivant In" z et en intégrant 1), on
trouve

oo = /ln"xdx =zn"z —nf,_1.
On iteére alors les intégrations par parties, pour trouver
fn = zln"z—nzln" 1tz + nn—1)fn_o

= zln"z—nzl" 'z +nn -z 2z —nn—1)(n—2)frs

n

= > (-Dnn-1)...(n—k+ zln" *z
k=0
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Exercice 32.

Soient (a, 8,n) € R? x N. Calculer

B
/ (t —a)"(t — B)"dt.

On pose, pour (a, 3,n,m) € R? x N2,

B
I = / (t — o)™ (t — B)"dt.

On integre par parties pour obtenir une relation entre I, ,, €t I,;,—1 1, €t on trouve

n B B
(t—p)ntt m 1 1
I, = t—a)™ = t—a)™ 1t =BT dt
: {( @) ntl . n+1a( )™ (t - pB)
m
= *7Im—n .
n41 mohrt

D’autre part, pour tout p € N, on a

B (a _ 5)p+1
Iy, :/ (t—p)Pdt = —————.
S p+1
Une récurrence immédiate donne alors
m(m—1)...1 (a — B)ymtntl

Iy = (-1)"*

m+1)(n+2)...(n+m) m+n+1

En particulier, I'intégrale recherché vaut Iy, ,,, c’est-a-dire

n! (a — B)2+t
(n+1)...(2n) 2n+1

n+1 (Oé B 6)2n+1 )
2n+1)(%)

Inp = (-1)™*!

—(-1)

Exercice 33.

Pour (n,p) éléments de N* x N, on pose

1
In,p:/ 2" (Inz)Pdz.
0

Calculer I, ;.

Pour (n,p) € N* x N, lapplication © — z™(Inz)P est définie et continue sur ]0,1]. De plus, les
théorémes de comparaison usuels entrainent que cette fonction se prolonge par continuité en 0
(remarquons I'importance de n > 0). Ceci justifie 'existence de I,, ,. Pour calculer I, ,,, nous
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allons réaliser une intégration par parties. On la réalise entre a > 0 et 1, pour prendre garde au
fait que la fonction logarithme n’est pas définie en 0. On remarque aussi que I, o = H%H, et donc

il suffit de traiter le cas p > 0. On pose donc

1
In’p(a):/ 2" (Inz)Pdx

puis
u(z) = (Inx)? v'(x) = 2"
u’(:c) _ P(ln«z)p_l ’U(JI) _ %

On trouve alors,

1 1 P ! _ =@ P
I, = —— [z"M(lnz)?] - "(lnz)P"tdr = ————Iyp1.
o) = g ey, = 25 [ ey tae = 5 - 2ot
On passe a la limite en faisant tendre a vers 0, et on trouve :
p
Lyy=——"—1I,, 1.
n,p n+1n,p1
On trouve alors
—p)x(—=(p—1)) x---x (-1 —1)Pp! 1 —1)Pp!
In’p:(p) (=(p—1)) ( )In,O:( 20 _ (=p

m+1)x(n+1)x---x(n+1) (n+1)P " n+1 (n+1)pt°

Exercice 34.

1. Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions de classe C™. Montrer que
b n—1 b
[ 109 = S DR ® ) - £ D @) @) + (1" [ g,
a k:O a

2. Application : On pose Q,(z) = (1 — 2%)" et P,(z) = m (x). Justifier que P, est un
polynéme de degré n, puis prouver que f_ll QP, = 0 pour tout polynéme @) de degré
inférieur ou égal a n — 1.

1. Procédons par récurrence sur n. La formule est vraie pour n = 1 (c’est la formule d’inté-
gration par parties classique). Supposons la vraie au rang n — 1 et prouvons-la au rang n.
Soit h = f’, qui est de classe C"~!. La formule au rang n — 1 appliquée & h et g donne

b n—2 b
h(n—l)g _ Z(_l)k(h(n—l—k—l)(b)g(k)(b)_h(n—l—k—l)(a)g(k)(a))+(_1)n—1 / hg(n—l)
@ k=0 a
soit
b n—2 b
| 9= S0 (D000 - 0D @) @) + (-1t [ g,
a k=0 a
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Il suffit alors d’intégrer par parties le dernier terme,

b b
/ gt = f(b)g" "V (b) - f(a)g" Y (a) */ fg™

pour obtenir le résultat.

2. @, est un polyndéme de degré 2n, donc P,, sa dérivée n-iéme, est un polynéme de degré
n. De plus, 1 et —1 sont racines n-iemes de @,, et donc pour tout £ < n — 1, on a
Q™ (1) = Q™) (1) = 0. Pour Q un polynéme de degré inférieur ou égal & n — 1, on a donc

[ 11 P.Q = [ 11 QMQ

— ni(—l)’“(Qi"*’“*”(l)Q(’”(l) — QU (=M (1)) + (-1)" / 1 QnQ™.
k=0 -1

Mais Q™ = 0 car Q est de degré inférieur ou égal an—1, et pour k <n—1,n—k—1<n—1
et donc Q%"ik*l)(l) = Q%nfk*l)(—l) = 0. On en déduit bien que l'intégrale recherchée est
nulle.

Exercice 35.

En effectuant un changement de variables, calculer

4 2 .
11—+t z
1. / Vi o, / s
1Vt 1 1+e”

1. La fonction ¢ — v/t est une bijection de classe C! de [1,4] sur [1,2]. On peut donc poser
u=+/t. Lorsque t = 1, u = 1 et lorsque ¢t = 4, u vaut 2. De plus, on a

1-vt 1-u
Vi u
et
u=Vt = t=u?> = dt = 2udu.

41 Baq_
/1 \/%dt = /1 u2udu
1 t 1 U
2
= /(2—2u)du
1

o]
= -1

On en déduit que

2. La fonction x + e® réalise une bijection de [1,2] sur [e,e?]. Effectuons le changement de
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variables u = e” dans l'intégrale, de sorte que du = e”dz. Il vient

2 z e? 2
e du 2 1+e

dx = = |Iln|l =3 .

/1 T+es® / Ty Lt n<1+e>

Exercice 36.

En effectuant un changement de variables, calculer

e 1 n x t
1. / ﬂdl‘, neN 2. F(.Z') = / e—dt, x>0
7 1 (3+eh)vel =1

1. La fonction z — In x réalise une bijection de [1, €] sur [0, 1]. On pose donc v = Inz de sorte
que du = df. De plus, lorsque  vaut 1, u vaut 0 et lorsque = vaut e, u vaut 1. On trouve

donc
e n 1
/Lnx) dx = /u”du
1 € 0
1

n+1"

2. La fonction & intégrer est définie et continue sur ]0,+oo[. On se limite donc & calculer
lintégrale recherchée pour > 0. La fonction ¢ — /et — 1 est une bijection de [1,z] sur

e—1,v/e* —1]. Posant u = vet — 1, on a
[Ve—1,v Vv

du= —S__dt
2vet — 1
et
3+et=u?+4
d’ou

F(az)_Q/m du <\/69;71> -

5 = arctan — arctan (
Vo1 u'+4

=i

Exercice 37.

Soit f : [a,b] — R continue telle que, pour tout x € [a,b], on a f(a+b—2x) = f(x). Montrer que

/abzf(:c)d:r = a;rb/abf(:c)dz.

En déduire la valeur de T = [ {2502y,
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La fonction = — (a + b — x) est une bijection continue strictement décroissante de [a, b] sur lui-
méme, envoyant a en b et b en a. Effectuant le changement de variables u = a + b — z, on trouve
donc

/abarf(x)d:c = —/ba(a—l—b—u)f(a—l—b—u)du
= /ab(a—i- b—u)f(u)du
= (aer)/abf(z)dx/abzf(x)dx.

Ceci donne le résultat demandé. Pour I'application, posons a = 0, b = met f(z) = 1 _fég = Alors
flmr—z) = f(x) et donc, d’apres le résultat précédent, on a

m [T sinx
I1=— ———dx.
2/0 1+cos?z

On calcule cette intégrale en effectuant le changement de variables u = cos . En effet, la fonction
x — cos z réalise une bijection de Uintervalle [0, 7] sur Uintervalle [—1,1]. De du = —sin zdx, on

déduit
[ 7T/1 —du
2 /)1 1+u?
B 7T/1 du
2 ) 1+
= 7T(arctan(l) — arctan(—1))
2

R

|

Exercice 38.

En effectuant un changement de variables, donner une primitive des fonctions suivantes :

1
1 20— 2. x> cos(vr)
T

1. La fonction z — IHTI est définie et continue sur ]0, +oo], intervalle sur lequel on cherche &

calculer une primitive. Pour cela, on fait le changement de variables v = In z, de sorte que
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du = dm—”” et on trouve

1
/ Bdm / udu
T

1
= §U2+C’

1
= 5(11137)2 +C.

2. La fonction x — cos(y/z) est définie et continue sur |0, +oo], intervalle sur lequel on cherche
a calculer une primitive. Pour cela, on effectue le changement de variables u = /x, de sorte
que x = u? ou encore dz = 2udu. On trouve alors

/Cos(ﬁ)dx

2 / wcos(u)du

= 2[usinu] —2/sin(u)du
2usinu + 2cosu + C

2y/zsin(y/z) + 2 cos(v/z) + C

(on a aussi effectué une intégration par parties).

Exercice 39.
On demande de calculer
/ i dx
I= — -
o 1+ cos?(z)
Sur une copie d’un étudiant, on lit <div class=citation>
s
d
I = / S
0 1+ 1+tan? z

B /’T (1 + tan® z)dz
Jo 2+4tan’z

Je pose t = tanx, d’out dt = (1 + tan® z)dx, et j'obtiens

tan
I= ——dt = 0.
/tanO 2+ t2

1. On intégre une fonction continue strictement positive : 'intégrale ne peut pas étre nulle!

2. Le probleme est que la fonction tan ne réalise pas du tout une bijection entre 'intervalle
[0, 7] et V'intervalle [tan(0), tan(m)] : elle n’est pas définie en 7/2, et on doit couper U'intervalle
en deux!
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3. On écrit

I—/W/de et]—/7r _de
YT ) 1+ cos?() : x/2 1+ cos?(x)

La fonction tan réalise une bijection entre [0,7/2[ et [0, +00], et on a donc

7 /+°° dx {1 arcta (ac)]oo 7r
= — — = |—arctan [ — =—.
T, 2422 V2 V2/)1e 22

De méme, tan réalise une bijection entre ]7/2,0] et | — 00, 0], et on a

0 0
I :/ du = {1 arctan (:c)] =L
2+ V2 V2)l o 22

Finalement,
s

I:ﬁ.

Bien siir, il aurait aussi fallu justifier 1’existence de I'!

Exercice 40.

1. Démontrer qu'il existe deux réels a et b tels que, pour tout z € R\{—1},

z +
=a .
rz+1 r+1

2. En déduire la valeur de ff Tiyda.

1. On met tout au méme dénominateur :

b ar+(a+b)
r+1 z+1

a+

Le choix de a = 1 et b = —1 fonctionne.

2. On écrit
2 2
1
/ m dmz/ 1-— dx
1 z+1 1 z+1

— o —Tnfo+ 1)
=2-1In(3) — 1 +1n(2)
= 1+1n(2/3).
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Exercice 41.

Soit f(z) = (5;{'{)2%, z €]1, +o0l.

1. Démontrer qu’il existe trois réels a, b et ¢ tels que

a L b L c
x—1 x+3 (z+43)%

Vr €]1, +oo[, f(x)=

2. En déduire la primitive de f sur ]1,4+o00[ qui s’annule en 2.

1. On peut tout mettre au méme dénominateur, et procéder par identification. En effet, on a

a b c a(zx+3)2 +b(x —1)(z+3) +c(z — 1)

z—1 1753 @+ap @ -1z +3)
2%(a+b) + x(6a +2b+c) + (9a — 3b —¢)
(@—1)(z+3)

L’égalité demandée sera vérifiée des que

a+b = 5
6a+2b+c = 21
9a —3b—c = 22

On résoud ce systéme en commencant par remarquer que a = 5 — b. Il est donc successive-
ment équivalent a

a = 5-0
—4b+c = -9
—12b—c = -23
a = 5-0b
= c = —94+4b
—16b = —32
On trouve finalement comme unique solution a = 3, b = 2 et ¢ = —1, de sorte que

3 2 1
f(x)::c—l+x+3_ (x +3)2°

2. On integre chacun des éléments simples de la décomposition précédente, en tenant compte
du fait que l'on travaille sur Pintervalle |1, +o00[. Les primitives de f sur cet intervalle sont
donc les fonctions q

F(z)=3ln(x—1)+2In(z+3) + —— +d.
(v) =3ln(z — 1) + 2ln(z +3) + ——

La primitive qui s’annule en 2 et celle pour laquelle d vérifie I’équation
1
3ln(l) +2Inb5 + 3 +d=0.

La primitive de f sur l'intervalle ]1, +o00[ qui s’annule en 2 est donc la fonction F définie
par

1 1
F(z) =3In(z — 1)+ 2In(z + 3) + 5t —2In5 — =
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Exercice 42.

Déterminer une primitive des fractions rationnelles suivantes :

1. f(z) = % sur |1, +o0] 2.f(z) = (ifr_l)lg sur | — 1, 4+00[
x 1’3 ZE2 xr—
3 f(2) = Gt swr 2. bo0]  4f(x) = HEESTHES swr] - 1/2,1/3]

1. Le numérateur et le dénominateur ayant méme degré, on va chercher a écrire la fraction
rationnelle sous la forme

b c
f(x):a+$_1+(x_1)2.

En mettant tout au méme dénominateur dans le membre de droite, on trouve
(@) ar? +z(—2a+b)+(a—b+c)
xTr) =
(z—1)

Par identification, on trouve a = 2, b = 1 et ¢ = 3. Ainsi, les primitives de f sur l'intervalle
|1, +o0[ sont les fonctions

F(z)=2r+In(z—-1) - 5 +d,
z—1
ou d est une constante.
2. On sait que la fraction rationnelle peut s’écrire
2r — 1 a b
@12 2+l @rDE
Par identification (par exemple...), on trouve que a = 2 et b = —3. Une primitive sur
| — 1, 4+00[ de la fonction est donc
3
z—2In(zx+1)+ T 1

3. Cest facile, car la fraction rationnelle est sous la forme  x Z—;, avec u(z) = (z? — 4). Une

primitive est donc donnée par
-1

2(z2 —4)
4. On essaie cette fois d’écrire f(z) sous la forme
b N c n d .
3x—1 241 (2z+1)?
En mettant tout au méme dénominateur dans le membre de droite, on trouve par identifi-
cation le systeéme

T —

f@)=a+

a = 2
8a+4b+6¢c = 18
—a+4b+c+3d = 10
—-a+b—c—d = -9
On résoud ce systeme et on trouve comme solution a = 2, b = —1, c =1 et d = 5. On
inteégre maintenant chacun des éléments simples et on trouve qu’une primitive de la fonction
f est
21 — 1ln|3m—1| +lln(2x—|—1) 5
ety 2 22z +1)

28



Exercice 43.

Donner une primitive des fonctions suivantes :
. 1 . 1

22 1—1— 4 x2+4x+5
3. z+—

1.

1— 22

1. On remarque simplement que x? + 4 = z? 4 22. Une primitive de z x%“ est donc

z

%arctan (2)

2. On écrit le dénominateur sous forme canonique, 2 + 4 + 5 = (z + 2)? + 1. La méthode
précédente donne

dz
m = arctan(x + 2)

3. Le dénominateur se factorise en (1 — z)(1 + ). On sait donc qu’il existe a,b € R tels que

1 a b

17x2_x71+x+1'

En mettant tout au méme dénominateur et en procédant par identification, on trouve
a=-1/2, b=1/2.
1

Une primitive de = est donc 3In|z+ 1| — L In|z — 1].

Exercice 44.

Donner une primitive des fonctions suivantes :

3r+2 2x
1. - 2. x> ——
T erTl 22—z +1
3 2x +
’ 224+ x—3

1. On commence par faire apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur.

1
224+x+1

3x+ 2 3 20+ 1 1
— " = x = - 4
24+zx4+1 2 z224z4+1 2

On integre alors. Pour la premieére partie, c’est facile, car :

2 1

Pour la seconde, on se raméne & écrire le dénominateur sous la forme X? + w?, ce qui
, . q q 2 .
nécessite en plus un changement de variables. Ici, on a 22 + x4+ 1 = (x + %) + % soit, avec
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le changement de variables u = x + 1/2,

/ du = / du = larctan <2u> = i arctan (23: + 1)
2? +z+1 u2+(@)2 V3 Vi) V3 V3 /)

2

Finalement, une primitive de la fonction recherchée est

xr—>31n|x2+x+1|+1arctan(2x+1>
2 V3 V3 )’

2. On procede exactement comme a la question précédente :

2z 2z -1 0 1
2 _ = D — 2 :
> —z+1 z*—x+1 (x—%) +%

Une primitive de la fonction recherchée est donc

2 2 1
x»—)ln|x2—m+1|+arctan(x (x—))
V3 V3 2

3. Ici, il n’y a rien a faire car le numérateur est déja la dérivée du dénominateur! Une primitive
de la fonction recherchée est donc tout simplement

z In|z? +x -3

Exercice 45.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = Mfﬁ' Déterminer la primitive F' de f définie sur
R qui vérifie F(0) = 0.

Remarquons d’abord que la fonction f est continue sur R. Le cours nous dit qu’il existe une
unique primitive de F, définie sur R, telle que F(0) = 0. Le probléme est de trouver sa forme
explicite, car f est définie de fagon explicite "par morceaux”. Pour x > —2, on a

2
-4 )
T)= =zr—3+—7F.
/(=) x4+ 3 T+3
Ainsi, si F' est la primitive recherchée, il existe une constante C € R telle que, pour tout z > —2,

2
Flz)=% —3z+5In(z+3) +C.

2
De méme, si z < —2, on a
—x2+4 3
= =— 14+ —.
f(@) z+1 Tl rz+1
Ainsi, il existe une constante D € R telle que, pour tout & < —2,
22
F(z) = —?+x+3ln|x+1\+D.
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On sait aussi que F' doit étre continu en —2. Ainsi, les limites a gauche et a droite doivent
coincider. On trouve donc que

C+8=D—4.
Enfin, la condition F(0) = 0 se traduit par C = —5log3. Donc finalement la fonction F' est
donnée par
Flz) = 1—22—3x+51n(x+3)—510g3 six > —2
—Z 4z +3Injz+1|+12-5log3 siz < —2.

Exercice 46.

Donner une primitive des fonctions suivantes :

1 3 4 2z
3 —1 22 +r+1
3 — L 4 — il
LT .z
3 —Tx +6 x4 —1

1. Le dénominateur se factorise en (z — 1)(2% + z + 1). On cherche alors & écrire

1 _a . bxr +c
-1 x—1 2242+1"

Par identification (par exemple...) on trouve a = 1/3, b= —1/3 et ¢ = —2/3, soit

111 1 a+2
2—-1 3 2z—1 3 a24z+1

On cherche alors & faire apparaitre la dérivée de 22 + x + 1 pour faciliter 'intégration, et

on trouve
1 1 1 1 2¢ + 1 1 1

——— ==X — =X — =X .
»—-1 3 -1 6 224+zxz+1 2 z224z+1
Pour intégrer le dernier terme, on écrit

. 2
2+r+l= <x+;> + (?)

ce qui donne finalement qu’une primitive de la fonction est

1 1 1 2¢+1
x»—)lnx—l—lnx2+x+1—arctan().
gt gl e V3

2. On commence par effectuer la division euclidienne du numérateur par le dénominateur. On

trouve que
B r2r=(z-1)@?*+z+1)+22+1
d’ou )
23+ 2z 2¢ + 1
T 14"
24+z+1 2+ z+1
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Une primitive est donc la fonction

22
xr—>37x+ln\x2+x+1|.

. On a la factorisation suivante :
22— Tx+6=(z+3)(z—1)(z—2).

On sait qu’on peut écrire

et on trouve

P _To+6 20@+3) dz—1) bz-2)
Une primitive est donc

o S lnje 43— —lnjz—1]+ ~1n|z—2|
a5 201’1{1; 41’1.%' 51’1(1}' 5

. Le dénominateur se factorise en
4 (02
zt—=1=(z"+1)(z—1)(z+1).
La décomposition attendue a la forme

4z ar+b c d

x471_x2+1+x71+:c+1'

On trouve facilement (multipliant par x — 1 et faisant = 1, puis multipliant par x + 1 et
faisant © = —1) que ¢ = 1 et d = —1. On en déduit qu’on doit avoir a = 0 et finalement
b = 2. On en déduit donc

@ 2 1 1
-1 2241 z—-1 241

Une primitive de la fonction recherchée est donc

x> 2arctanz +Injzr — 1| —In |z + 1|.

Exercice 47.

Pour tout n € N, on pose

g
0 (172 + l)n

1. Exprimer I,,;1 en fonction de I,, pour tout n € N.

2. En déduire la valeur de Is.
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Une intégration par parties donne, en posant u(z) = (2% +1)"" et v'(z) = 1,

T 1 1 2 1 1 2
L= |——+—| +2 — _dr=—+2 e —
[(x2+1)n]0+ “/ @+ T T ”/ @+ 1)

Or,

1 2 1 2 1
T -+ 1 1
" dr= — T dr— | —  drx=1,—1I,.,.
/0 @+ /0 @+ ) /0 (@2 4 et 0 T T

Regroupant les termes, on trouve

1 2n — 1 1
27’LIn+1 = (27’L — ].)In + 27 < In+1 = om I, + ot
Sachant que I1 = 7, on trouve
T 1 3m 1
ILh=—=—+-etlz3=—+-.
2=yt TR Ty

Exercice 48.

Calculer les intégrales suivantes :

1 27
1./ e”(22% + 32% —x + 1)dx 2./ e~ " sin? xdx
0 0

T
3/ 22 cos xdx
0

1. On peut intégrer par parties, ou rechercher une primitive de la méme forme, c’est-a-dire
une fonction F : x + e%(ax3 + bz? + cx + d). On a alors

F'(z) = e (az® + (3a + b)z® + (2b+ c)z + (c + d)).
Par identification, on trouve que F est une primitive de o — €*(223 + 322 — 2 + 1) lorsque
a=2,3a+b=3,2b+c=5¢etc+d=1,s0t a=2,b= -3, ¢c=5etd= —4. Les
primitives sont donc les fonctions
x> e®(22° — 322 + 5z — 4) + C.
L’intégrale recherchée vaut donc

F(1) - F(0) = 4.

2. On commence par linéariser sin® 2 et on trouve que 'intégrale vaut

27 — 27 27
1-— 2 = 1
1 :/ e "’ cos(2z) dx = ¢ - 7/ e ¥ cos(2z)dx.
o 2 2 2 Jo
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On calcule alors la derniere intégrale en utilisant les complexes. On trouve

27 27
/ e cos(2x)dr = WRe (/ 6(2i_1)$d$>
0 0
2
- Re 1 €(2i71)x
2 — 1 .

= %e<é(%%1ﬂle%w>

1
= —(1—e?).
g1—e™)

Finalement, on trouve
2
I=Z(1—e?m).
—(1- 727

3. Notons I U'intégrale. I est égale a Re(J) avec J = foﬁ 22e(H9)% da (on a posé cos © = Re(e'?)).
En intégrant par parties, on trouve

2 (1+i ™ ™
J _ [I e( 1)7/':| 2 / we(l_,'_z)xdx
0 0

1414 144
2 1

= _7re‘_ 2 / ze1 T2y,
1+¢ 1+14 )

On fait une deuxiéme intégration par parties pour calculer cette derniére intégrale, et on

trouve
™ 1+4)z ™ ™
/ reHz g, — zel ’) _ 1 / ()T 70
0 I+¢ ] 1+4 )y

_ _mer 1 Fuﬂnr
1+i  (1+0)2 0
(=1—¢").

776“_1_1
1447 2

Regroupant tous les termes, et multipliant par la quantité conjuguée au dénominateur, on

trouve : 1—i L4
J = —m2e" 5 L ime™ — 5 Z(—1 —e”),

soit

Exercice 49.

Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1. 2. —
cosh x T + e?
3 . coshz —1 4 . 1
LT —————e .z
coshz + 1 coshz(1 + sinh x)
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1. La fonction  — —— est continue sur R (le dénominateur ne s’annule pas). Une primitive

est par exemple la fonction F' définie par

T 1 xT 2 t
xl—>/ dt:/ gt
o cosht o 1—+e?

On calcule cette intégrale a 'aide du changement de variables u = e’ (la fonction ¢ +— et
est une bijection de classe C* de [0, z] sur [1,e%], de bijection réciproque u ~— Inu). On en
déduit que

< 2d
F(r) = /1 ﬁzz = [2 arctan(u)]i = 2arctan(e”) — g

2. On réalise la-aussi le changement de variables u = e*, du = e®dx soit dr = du/u et on

trouve :
1 1
/ iy = / B —
1+e® u(l + u)

/(i_liu)du

3. On pose u = €”, de sorte que
coshz —1 u? —2u+1
O “erdy = [ L 0Ty
/costhrle v /u2+2u+1 Y
4u
du— | ———d
/“ /<u+1>2 !
il
“ u+1 (u+1)2

u—4ln(1+u)—i+0

1+u
= " —4In(l1+¢€%) —
e n(l+e") T
4. Le changement de variables le plus malin ici est u = sinh z, de sorte que
dr  coshzdr  du
coshz  cosh?z  1+u?’

On en déduit :

/ 1 dr - / du
coshz(1 + sinh x) B (IT+u?)(14+u)

—u/2+1

— /Mdu—k/ﬂdu
u? +1 1+u

-1 2u 1 du 1
ey . L LR
4 /u2+1du+/2u2+1+2 e

—1 1 1
S In(u? +1) + 3 arctan(u) + 5 In|l1+ul+C

-1 1 1
£ In(coshx) + 5 arctan(sinh x) + 5 In|l+sinhz|+ C.
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Exercice 50.

Donner une primitive des fonctions suivantes :

.5 . :
l.z—sin®z 2. 20 costzsin®z 3. 2 — cos(3x) cos® z.

1. On a

— 2T (e5i$ _ e—5i£ _ 5e3i£ + 56—3i£ + 106’i$ _ 106—1'37)
{2

sin(5z)  5sin(3z)  5sin(z)
16 16 8

Une primitive de la fonction recherchée est donc la fonction

— cos(5x) n 5cos(3z) 5005(3&).

i d
80 48 8
2. On écrit, pour éviter le calcul d’un produit, cos? zsin? x = cos* z — cos® z. Or,
eim + efi:v 4
costz = ()
2
1 . . _ _
— 274 (6141 + 67241 + 46211 +4672zz + 6)

1
= 5 (2 cos(4x) + 8 cos(2z) + 6) .
De méme, on trouve
1
cosb 2z = % (2 cos(6z) + 12 cos(4z) + 30 cos(2z) + 20).
On a donc

1 1 1
cos*z — cosbz = ~33 cos(6x) — 16 cos(4x) + 3 cos(2x) + 6

Une primitive de la fonction étudiée est donc la fonction

= 1 1
T 195 sin(6x) — 61 sin(4x) + o1 sin(2x) + 1£6

+ 3 cos(z)) /4. Avec la formule

3. On commence par linéariser cos® z en

(co
1
cospeosq = 5 ( cos(p + q) + cos(p — q))

on trouve finalement

/cos(3:c) cos®z = / (1 + cos(6z) + 3 cos(4z) + 3cos(2x))dx

1

8

x  sin(6z) = 3sin(4x)  3sin(2x)
= +

48 32 16 %
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Exercice 51.
1. Démontrer par récurrence que si m,n € N sont tels que m > n, on a
s
/ cos™(z) cos(max)dx = 0
0
- on pourra utiliser la formule de trigonométrie
1
cosacosb = 5 (cos(a+ b) + cos(a — b)).
2. En déduire que

/ cos™(x) cos(nz)dx = .
0

271

1. On va procéder par récurrence sur n. Notons, pour n € N, la propriété
™
P(n) ="VYm > n, / cos” (z) cos(mzx)dx = 0”.
0

Initialisation : La propriété P(0) est vraie. En effet, pour tout m > 0, on a

" cos(ma)dz = | L sin(ma) "o
/ ]

e 0
Hérédité : soit n € N telle que P(n) est vraie, et prouvons P(n + 1). Soit m > n+ 1. Alors,
on écrit
s ™
/ cos™ 1 (z) cos(ma)dz = / cos™ x cos(z) cos(mz)dx
0 0
et on applique la formule rappelée par I’énoncé a a = x et b = max. Il vient
s 1 s 1 ™
/ cos" T x cos(max)dx = 5 / cos™(z) cos ((m + 1)z)dz + 5/ cos” () cos ((m — 1)z)dz.
0 0 0
Mais comme m >n+1,onam-+1>net m—1 > n et donc les deux intégrales sont nulles

d’aprés 'hypothese de récurrence. Ainsi, P(n + 1) est prouvée. Conclusion : par le principe
de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier n > 0.

2. On va également procéder par récurrence. Notons, pour n > 0, P(n) la propriété
4 T
P(n) = ”/ cos™(x) cos(nx)de = —".
0
Initialisation : P(0) est vraie. En effet,

s 1
/ cos’ () cos(0x)dx = / de =7 = 210.
0 0

Hérédité : soit n € N tel que P(n) est vraie. Alors on écrit

/7r cos" ! (z) cos ((n + 1)x)dx = /7T cos™ z cos() cos ((n + 1)z)dx
0 0
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et on applique la formule rappelée par 1'énoncé & a = x et b = (n + 1)z. Il vient

™ 1 ™ 1 ™
/ cos" ! zcos ((n+ 1)z)dx = 5 / cos™(z) cos ((n + 2)z)dx + 5 / cos™(x) cos(nx)dz.
0 0 0

Utilisant ’hypothese de récurrence et le résultat de la premieére question (pour la premiere
intégrale), on trouve bien que

™
- 2n+1 .

/ cos" ™ wcos ((n+ 1)z)dx
0

Ainsi, P(n+1) est prouvée. Conclusion : par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour
tout entier n > 0.

Exercice 52.

Déterminer une primitive de la fonction ﬁ sur Vintervalle | — 7 /2, 7/2[.

Puisqu’on sait qu’une primitive de ﬁ est tanx, on est incité a utiliser le changement de

variables ¢t = tan x. Utilisant
dx 9 1
dt = ——— et 1+t* =
cos? x cos? x

dzx
— = 1+t2)%dt
/00363: /( +)

= /(1 + 2t + t*)dt

on trouve

3 5
= tanmet 2tan’ z " tan®
3 5

Exercice 53.

Calculer les intégrales suivantes :

/4 .. 3 /2 w/3
1. / Mdt 2. / du 3. / (1 + cos(z)) tan(z)dz.
0 T 0

1+ cos?t /3 sinw

1. On pose u = cost, de sorte que dt = — cosudu. Il vient sin®dt = (sin®¢)sintdt = —(1 —
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u?)du. De plus, pour t = 0, u = 1 et pour t = 7/4, u = v/2/2. L’intégrale est donc égale &
1 2 1 1
1-— 2
I:/ %du:—/ du+/ = —du
Ve lt+u V2/2 Va2 Ut +1

3
I=-1+ g + g — 2arctan(v/2/2).

2. La aussi, le meilleur changement de variables est u = cosz, de sorte que du = — sinxdx.
Pour le faire apparaitre dans I'intégrale, on écrit :

/”/2 dr /”/2 sinx dx
x/3 SinT N =3 1 —cos?w
. /0 —du
o 1/217'&2
1 Y2701 1
= 7/ = du
2 Jo u—1 wu+1
1/2
Q=i
0

In 3.
3. C’est encore le méme changement de variables qui est le meilleur!

/3 ] B 1 14+u
/0 (1 + cos(z)) tan(z)dz = /1 du

/2 U

= [“ + lnu]i/z

soit

u—1
u—+1

1
2
1
2

1

Exercice 54.

Calculer les intégrales suivantes :

/4 tanx /2 gy
1. ——dz 2. _—
0o V2cosz +2sinz o 2+sinz

1. On pose

( ) tan x d
w\xr) = XL
V2cosx + 2sin® x

et on remarque que w(—x) = w(z). Ceci nous conduit, par les regles de Bioche, au change-
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ment de variables ¢t = cosx. Il vient dt = — sin xdz et donc

—dt
2 t(V2t+2 - 2t2)
On décompose la fraction rationnelle en éléments simples en remarquant que

—1 3 1 —1 1 2

(Va3 +2-20) -Vt +v2) 2% 6(t—v2) 32+ va)

On en déduit

1
I= —§lnt+ 61n(\/§—t)+§1n(2t+\/5)

=
(il faut prendre garde que t — v/2 est négatif sur l'intervalle considéré). On trouve alors :

1 1 1 1. V2 1
1:gln(ﬁ—1)+§1n(2+\/i)—iln(\/ﬁ)—éln7—§1n(2\/§).

Ceci peut encore se simplifier, mais c’est sans grand intérét...

. Aucune des regles de Bioche ne s’applique, et on est conduit a poser u = tan(z/2), de sorte

que
2du

der = ——.
* 1+ u?

L’intégrale devient

1

/”/2 dx _/ 2du
o 2+4sinz 2+1+u2 l—l—u2

0 +u+1
/1
= 1/2
0 +3
2 [a cta +1T
= rctan
V3 o

[UV)]
5

Exercice 55.

Calculer les intégrales suivantes :

T /2
1./ L=cos@/3) 2./ L
o  sin(z/2) x/3 SINT +sin 2z
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1. La fonction = — %ﬂ%@ est continue sur ]0, 7], et elle se prolonge par continuité en 0 en

posant f(0) =0 (on a f(x) ~o 2/9). On commence par effectuer le changement de variables
t = x/6, de sorte que, notant I 'intégrale,

/6 1— 2% /6 . 2t
1o [ gy g [T sty
0 sin(3t) o 3sint—4sin”t

soit encore, apres simplification :

™6 sint
=12 ——dt.
/0 4cos?t —1

On effectue alors le changement de variables u = cost, de sorte que du = —sintdt, et
S 12/1 du _G/ﬁ dv
N Vi —1 5, v2—1"
puis intégrant, on trouve

]f:31n<2+3\/§> .

2. La regle de Bioche nous dit que le changement de variables approprié est u = cosx. Pour
le faire apparaitre, on écrit

RPN 2 1 1
Ecrivant Pl = a1l P
1+wv

—v

r=-3|inl

dx dx sin xdx

sing +sin2z  sinz(l+2cosxz) (1 —cos?x)(l+2cosz)’

On obtient, notant J 'intégrale,

1/2 du
J = .
/0 (I —u)(1+u)(1+2u)
On décompose la fraction rationnelle obtenue en éléments simples :

1 1/6  1/2 4/3

—ol+tw(d+20) 1-u 14u 1+20
(

On peut alors finir le calcul de J :

1 1 2 e
J = —61n|1—u|—§1n|1—|—u|—|—§ln\l+2u|O

212+113
= =lm —In3.
3 6
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Exercice 56.

Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1 1
1. 2/ ————m— 2. x—

Ve Wi

o —1
3. r— x .
z+1

1. La fonction est définie et continue sur [—2, +00[\{—1}. Le calcul sera donc valable sur les
intervalles [—2, —1[ et | — 1,4+00[. On effectue le changement de variables u = & + 2,
puisque la fonction x — +/z + 2 est bijective et C° sur | — 2, +o0], de sorte que du =
2\/de = z On en déduit :

/dixdx = / 2u du
1—+Vz+2 B 1—u

B 2/<1iu‘1>du

= 2(-Injl-ul-u)+C
= 2In[1-vz+2|-2vVz+2+C.

2. La fonction est définie sur | — 1, 1[, et on effectue le changement de variables « = sinu, avec
u € [-m/2,7/2], de sorte que dx = cosudu. On trouve :

/ dzx / cosu d
% — B
(1 — 22)y/1 — 22 cosZ 1 cos u

du
cosZ u

= tan(u)+C

_ sinu

~ cosu

= —— 40

V1—2z2

3. On pose u = ,/%7 de sorte que z = 7{2:;% et dor =
x—l 4u?
= —d
/ :c+1 /(17u2) “

B /<ui1+(u—11)2_u—1|—1+(u—:1)2)du

1 1
= ——+hfju—-1-—— —-In|l4+u|+C
u—1 u+1

On en déduit

= u22

1 fx—1 1 fx—1
- *f#‘n L—I—li - ln1+ L—H+C
\/;_1 v :1:+1+1 :
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Exercice 57.

On se propose de calculer I = f15/2 V—z?2 4+ 2x + 8dx.

1. Mettre le trindme sous forme canonique.

2. En effectuant deux changements de variable, calculer la valeur de I.

1. On a tout simplement :
—2*+2r+8=—(2"-22-8)=—((z—-1)>-9) =9 — (z — 1)

2. On a

I = /15/2\/9—(x—1)2dx

5/2 N2
3/ 1— <x 1> di
Y 3

On pose alors u = %71 de sorte de se ramener & une intégrale du type [ V1 — u?du, que
l’on sait calculer. On a dx = 3du, et le changement de variables est affine, donc bijectif. On
en déduit que

1/2
I =9 1 —u?du
0
On pose ensuite u = sint. La fonction sin réalisant une bijection de l'intervalle [0, 7/6] sur
I'intervalle [0,1/2], on en déduit que

/6
I = 9/ V1 —sin? t cos tdt
0
/6
= 9/ cos?(t)dt
0

9 71'/6

f/ (1 + cos(2t))dt
2Jo
9 1 .

= 3 [t+2bln(2t)]
w9V

4+8

/6

0

Exercice 58.

Calculer ff V2 — 22 + 5dx.
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On commence par écrire le trindme sous forme canonique :

2 2
I:/ x\/x272x+5d:17:/ xr/(z — 1) + 4dx.
1 1

On trouve un terme de la forme vu2 + 1, pour (z —1)? = 4u?. Ceci nous incite a poser u = sh(t),
soit encore x — 1 = 2sht. En posant ow = Argsh(1/2), on obtient

I= / (1 + 2sht) x 2cht x 2chtdt = / 4ch’t 4 8 / sh(t)ch?(t)dt.
0 0 0

Utilisant 2ch?(¢) = 1 + ch(2t), on obtient

h(26)]1* 8 o 8 .
S (2 )L + 3 [’t]y =20 +sh(20) + geh’a — 2.

I:2[t—|—

Ceci peut encore se simplifier en exprimant sh(2a) en fonction de sh(«) et ch(a), ie sh(2a) =
2sh(a)ch(a), et en remarquant que ch®?a — sh?a = 1. On obtient finalement

135 8
=820/ ===
6 3
Exercice 59.
Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
1 — ! 2 — !
. —_ s S sa—
TR 1+ 4 22 +4x +5
3. T T 4. x> e (22° + 327 —2 4+ 1)
—x
6. x— sin®(x) 6. x+— arctan(z)

1. On remarque simplement que z? + 4 = 22 + 22. Une primitive de z wQ—l_M est donc
% arctan (%)

2. On écrit le dénominateur sous forme canonique, 2 + 4z + 5 = (z + 2)2 + 1. La méthode
précédente donne

dz I 5
m = arc an($+ )

3. Le dénominateur se factorise en (1 — z)(1 + z). On sait donc qu’il existe a,b € R tels que

1 a b

1—x2_:r—1+m+1'

En mettant tout au méme dénominateur et en procédant par identification, on trouve
a=-1/2, b=1/2.

Une primitive de 1= est donc $In|z + 1| — 1 In|z —1|.
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4. On peut intégrer par parties, ou rechercher une primitive de la méme forme, c’est-a-dire
une fonction F : x — e®(ax® + bx? + cx + d). On a alors

F'(z) = e"(az® + (3a+ b)z* + (2b + c)z + (c + d)).
Par identification, on trouve que F est une primitive de o ~ e*(223 + 322 — 2 + 1) lorsque
a=2,3a+b=-3,2b+c=5etc+d=1,s0ita=2 b= -3, c=5et d= —4. Les

primitives sont donc les fonctions

x> e®(22° — 322 + 5z — 4) + C.

3 s B

.5 el _ p—iT

sin®x = _—
21

e5’i$ _ e—5i,’l) _ 5631’90 + 56—31'3') + 106ix _ 10e—i$)

5. On a

= |
sin(5z)  5sin(3z)  5sin(z)
16 16 8§

Une primitive de la fonction recherchée est donc la fonction

—cos(5x) n 5cos(3z) 5cos(x).

T TR 18 8

6. La fonction x — arctan x étant continue sur R, elle admet une primitive sur cet intervalle.
On intégre par parties en posant :

£
&
|

arctan u'(z) 7T
() = 1 v(z) = =z

de sorte que

t
arctantdt = zarctanx — | ———dt.
2 +1

La primitive que ’on doit encore rechercher est de la forme ¢'/g, et donc

1
/arctan tdt = rarctanx — 5 In(z? + 1).

45



	1. Convexité
	2. Exercices de révision : fonctions convexes
	3. Exercices de révision : intégrale sur un segment

