Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°2

Exercices obligatoires : 1, 3, 10, 11, 17, 18.

1. Intégrales généralisée

Exercice 1.

Les intégrales généralisées suivantes sont-elles convergentes 7

400 “+ o0 R
1./ In tdt 2./ et dt.
1 0

1 /Ho dt 2 /mteﬂdt
S et—1 o 14142

1. La fonction In est continue et positive sur [1,4+o0c[. Pour ¢ > e, In(¢) > 1; or fjoo 1 dt
diverge donc par comparaison f:_oo In(t)dt diverge et donc f1+oo In(t)dt également.
On pouvait également remarquer qu’on connait une primitive de In, a savoir z +— xlnz —z.
On a donc

/ Intdt = [tlnt —¢]] =zlnz—z+1
1

qui tend vers +oo si x tend vers +oo. Ainsi l'intégrale diverge.

. . . .o . — 2 . . . Y . .
2. Ici, on ne connait pas de primitive de e™*" qui s’exprime facilement & ’aide des fonctions

usuelles (en fait, c’est méme impossible). On doit donc comparer. Commencgons par remar-
quer que t — e~t" est continue et positive sur [0, +oo[. On a :

. — 2 . —
lim z%e ® = lim we “=0.
T—+00 Uu—r—+00
. — i 9 9 0 +oo TR q
Autrement dit, e=® = o(1/z?). Ainsi, puisque I ‘i—“; (critére de Riemann en +oo
. A +oco _ .2
converge, il en est de méme de fo e " dx.
3. La fonction ¢t — —— est continue et positive sur [1,+oo[. En +oo, A~ et Or
et—1 et—1 t—4o00
et= o t% car t?et ——— 0; donc d’apres le critére de Riemann en 400, on a, par
t—+o0 t——+oo
s +oo  dt it t
comparaison, fl -7 est convergente.

. -Vt . . .
4. La fonction ¢ — L2 est continue sur [0, +00[. De plus, au voisinage de +00, on a

1+¢2
eVt
lim t2 x lim te™

- vVt _
t—+o0 1412 t—o4oo

par croissance comparée des fonctions polynomiales et exponentielles. Par comparaison a
+o0 te_‘ﬁ
0 1+t2

une intégrale de Riemann convergente, I'intégrale dt est convergente.



Exercice 2.

Quelle est la nature de I'intégrale suivante

+oo
/ e~ Vintgy
1

La difficulté de cette question est qu’il est plus difficile d’avoir une intuition sur la fagon dont se
comporte e~V Soit o > 0. On va comparer la fonction a t% On a

67V1ntta :ef\/lnt+alnt — +00.

Ainsi, en choisissant o = 1, % = o(e~VI"?), Puisqu’on travaille avec des fonctions positives, et
+ . . R +oo _/Int
que [; 74 diverge, il en est de méme de [;"” e~ VIntdt.

Exercice 3.

Les intégrales généralisées suivantes sont-elles convergentes ?

1 “+o00 2
1. / In tdt 2./ e tdt
0 0

—+o0 —+o0
3. / rsinze *dx 4. / Inte tdt
0 0

Loooat
5./0(1_tm

1. La fonction z — Inx est continue sur ]0,1], le probléeme de convergence est en 0. Pour le
traiter, on peut : <ul class="rien”>

2. remarquer qu’on connait une primitive de In, a savoir z — xIlnz — z. On a donc

1
/ Inxdx = [mlnx—x}; =—XIhhX+X-1
X

qui tend vers —1 si X tend vers 0.

3. comparer : On sait que v/zIlnz — 0 quand z — 0. Ceci signifie que Inx = o(1/4/z) en 0.
Puisque fol %dm converge, on en déduit par critére de comparaison que |, o Inxdx converge.
</ul>

. . . .o . — 2 . . . N . .
4. Ici, on ne connait pas de primitive de e™*" qui s’exprime facilement & 1’aide des fonctions

usuelles (en fait, c’est méme impossible). On doit donc comparer. Commencgons par remar-
quer que t — et est continue sur [0, 4+00[. Le probléme de convergence de 'intégrale ne
se pose donc qu’au voisinage de +o0o. Mais il est facile de voir que

— 2 . —
lim z%¢™® = lim ue *=0.
r——00 u——4o00



Autrement dit, e = o(1/z?%). Ainsi, puisque f1+°° j—g converge, il en est de méme de

f0+oo e du.

5. La encore, on va majorer, et on va méme prouver que l'intégrale est absolument convergente.
Pour cela, on remarque que, pour x > 0, |ze~ sin x| < xe~%. D’autre part, puisque x3e~* —
0 lorsque & — +00, on en déduit que re~* sin(x) = o(1/2?). Ainsi, 'intégrale est absolument
convergente.

6. La fonction ¢ + In(t)e™" est continue sur |0, +oo[. En 0, elle est équivalente & Int, fonc-
tion négative au voisinage de 0 et intégrable. Par comparaison, fol Inte~tdt converge.
Au voisinage de l'infini, on remarque que t?Inte~! tend vers 0 lorsque t vers -+oo.
Ainsi, Inte™ =, o, o(1/t?). Par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente,
f1+°° Inte~tdt converge. Ainsi, on a prouvé la convergence de f0+oo Inte~tdt.

1
-t

divergente (en 1). Ainsi, I'intégrale fol u—ii)\/idt diverge.

7. En 1, la fonction est équivalente a fonction de signe constant dont l'intégrale est

Exercice 4.

Les intégrales généralisées suivantes sont-elles convergentes ?

too gt 00 o=Vt
1. 2. = dt
q et -1 0 1 + t2

est équivalent a % Par comparaison

dt
et—1

1. La fonction t — —~ est continue sur ]0,1]. En 0, 1

a une intégrale de Riemann divergente, fo d—fl est divergente. A fortiori, f0+°°

et
divergente.

est

. -Vt . . .
2. La fonction ¢ — tﬁ—t; est continue sur [0, 4+o00[. De plus, au voisinage de +00, on a

-Vt
lim 2 x = = lim teVi=0
t—+oo 1412 t—o4oo

par croissance comparée des fonctions polynomiales et exponentielles. Par comparaison a
+00 e~ V?
0 1442

une intégrale de Riemann convergente, I'intégrale dt est convergente.

3. La fonction t — cos?(1/t) est continue sur ]0, 1]. De plus, on a
|cos?(1/t)] < 1.

. 1 R Py PR P
Puisque fo 1dt converge (ce n’est méme pas une vraie intégrale généralisée), on en déduit

que fol cos?(1/t)dt est aussi convergente.



Exercice 5.

Les intégrales généralisées suivantes sont-elles convergentes 7

T Int Foo 1
N e
o tP+1 T G VIVET

+oo
3. / e~ Vintqy
1

1. La fonction t +— tlﬂfl est continue sur ]0,+oo[. En 0, elle est équivalente & Int qui est

intégrable au voisinage de 0. En +o00, on écrit simplement que

lim ¢3/2_8¢ i 220

= 0.
t—+o00 2 4+1 t—;—&-moo \/%

Ainsi, par comparaison a une intégrale de Riemann convergente, la fonction est intégrable
P . . +o0
au voisinage de +oco. En résumé, fo it converge.

t241
Vinz
(z—1)vz

2. La fonction x +— est continue sur |1, 4+o00[. En 1, on sait que

. Inz . Vnz
lim =1 = lim

= 1l
z—1x —1 z—1 /o —1

et donc

Vinz N 1
(z—1)vz " Vi-1

Par comparaison a une intégrale de Riemann convergente, la fonction = —

Vinz
(z—1)Vz
intégrable au voisinage de 1. En 'infini, I'idée est que le vInz ne compte presque pas par
rapport & z%/2. Précisément, on écrit que

5/4 vinx Vinzx -

est

Ainsi, par comparaison & une intégrale de Riemann convergente, la fonction est intégrable
au voisinage de +oo. On en déduit que la fonction est intégrable sur |1, +o0].

3. La difficulté de cette question est qu’il est plus difficile d’avoir une intuition sur la facon

—VInt

dont se comporte e . Soit & > 0. On va comparer la fonction a t% On a

efx/lnttoz — 67\/lnt+o¢1nt 5 400.

Ainsi, en choisissant o = 1, % = o(e~ V), Puisqu’on travaille avec des fonctions positives,
et que f1+oo 9t diverge, il en est de méme de f1+oo e~ Vintgs,



Exercice 6.

Pour «, 8 € R, on souhaite déterminer la nature de

/+°O dx
. z%(lnx)f’

1. On suppose a > 1. En comparant avec une intégrale de Riemann, démontrer que 'intégrale
étudiée est convergente.

2. On suppose a = 1. Calculer, pour X > e, fex m(l‘ii“;)ﬂ. En déduire les valeurs de 8 pour
lesquelles I'intégrale converge.

3. On suppose a < 1. En comparant & 1/t, démontrer que I'intégrale étudiée diverge.

1. Soit v €]1, af. Alors, on a

o = ! —0
te(lnt)?  te=7(Int)s
et donc, en notant f la fonction, on a
1
7)1 0 (5 )
Puisque f:oo 4t converge, il en est de méme de f:oo f.

2. Si o = 1, alors la fonction est de la forme u/u~?. Elle admet donc une primitive de la forme

ﬁufﬁﬂ si 8# 1, et de la forme In|Inu| si 8 =1. Pour § # 1, on a

X

/EX T = {—ﬂi 1““”_“1

= —ﬂ1+1 (InX)=F*t —1)

Lorsque X tend vers +oc0o, ceci admet une limite finie si et seulement si g > 1. Dans le cas
ou § =1, la primitive se calcule un peu différemment :

Xdt X
/ T = In|Int|]” =In|lnX|—In|lne| =Inln X.
. n

Ceci tend vers 400, et donc l'intégrale n’est pas convergente.

3. On remarque que

‘W\H

_ ta—1 n B
) t*7(Int)” — 0,

c’est-a-dire .
7 oo o(f()).
Puisque [."° 4 diverge, il en est de méme de [ f(t)dt.

En conclusion, l'intégrale étudiée converge si et seulement si @« > 1loua=1et > 1.



Exercice 7.

1. Soit f : [0, +00[— R une fonction continue. On suppose que f0+oo f(t)dt converge, et soit
(zn) et (yn) deux suites tendant vers +oco0. Démontrer que [’" f(t)dt tend vers 0.

2. En déduire que l'intégrale 0+°° e tsint gt diverge.

1. Posons F(x fo t)dt. Alors les hypotheses nous disent que F' admet une limite £ en
~+00. Or,

f() F(yn) — F(zn) > £ —£=0.

Tn

2. Posons z, = (2n+ 1)7 et y, = (2n + 2)7. Alors si t € [z,,yn], on a tsint < 0 et donc
e~tsint > ¢0 = 1. On en déduit que [ e~**"td¢ > 1. En particulier, cette quantité ne
tend pas vers zéro, et donc l'intégrale est divergente.

Exercice 8.

Discuter, suivant la valeur de o € R, la convergence des intégrales suivantes :

T tnt e
1./ g 2./ x%In (z + e*7) dx
o (I+) 0

1. Remarquons d’abord que la fonction se prolonge par continuité en O puisque tlnt — 0

tlnt _ Int
T t2a—1°-

On distingue alors deux cas :
— Sia<1,alors 2aa — 1 <1, et donc tzlfjfl > pour t assez grand. Puisque f1 at egt,
divergente, on en déduit que l'intégrale est dlvergente
— Si a > 1, alors 2a—1 > 1. L’idée est que le terme le plus important est le dénominateur,
t2"< T. Le logarithme au numérateur nous ennuie un peu, mais on va le traiter en
réduisant un peu l’exposant du dénominateur. Précisément, soit v € R tel que 1 <
v < 2a — 1. Alors on a

Int _5
t’ym:t Int—0

avec —0 =y — (2a — 1) < 0. On en déduit que

Int 1
$2a—1 =+o0 O t'y

. . + + .
Puisque l'intégrale fl *° f—f converge, il en est de méme de ° t;fjfldt et par suite
+C>Q tint
de A= —dt.

En concluswn l’mtegrale est convergente ssi o > 1.
2. La fonction f : x +— z®In (x 4 €*%) est continue sur |0, +o00[. Il peut y avoir éventuellement
deux problémes, 'un en 0, 'autre en +o00. Pour @ > —1, on a au voisinage de +oo

f(z) = x> >0.



Comme l'intégrale froo x*dx diverge (on a supposé o > —1), il en est de méme de +Oo f-
On peut donc se concentrer sur le cas a < —1. Séparons alors I’étude en 0 et celle en ~+00.

(a) En 0. On a e** — 1 et donc In(1 4 ¢**) — 0. Pour en savoir un peu plus, il faut faire
un développement limité. Utilisant e®* = 1 + ax + o(x), on trouve

fl@) =2 (1+ (a+ 1)z +o(z)) = 2%((a + )z + o(z)) = (a + 1)z + o(z*").

On en déduit que f ~g (o + 1)z**! (remarquons que a + 1 # 0 puisque o < —1).
Puisqu’on a affaire a des fonctions qui gardent un signe constant, on en déduit que
fol f converge si et seulement si fol z*Tldx converge, c’est-a-dire si et seulement si
—a—1<1soit a>—2.

(b) En +o00. On fait un développement limité de In(x + e**). Puisque oo < —1, on sait que
e*® tend vers 0 en 400, d’olt

[e%4

In(z+e*)=Ihz+In (1 + e) = In(x) + o(1).
%
On en déduit que

f(@) ~yoo 2%Inz.

On se ramene a une intégrale de Bertrand. Rappelons pourquoi dans le cas particulier
de Dexercice elle est convergente. Puisque oo < —1, on peut choisir vy €]a, —1[. Mais
alors,

z*Inz = o(x”) (faire le quotient des deux quantités)

+oo . A~ +oo
et comme fl z7dx converge, il en est de méme de fl

En conclusion, on a prouvé que 'intégrale est convergente si et seulement si a €] — 2, —1[.

Exercice 9.

Les intégrales généralisées suivantes sont-elles convergentes ?

1 —+00
dt t
1. _— 2. 1+¢1 dt
/0 11—/t /o ( " n(f+1>>

+o0 +oo 1
3. / (\/m4+$2 1—w\/x3+ax) dx, a € R. 4. / <1et_) dt.
2 0 _

t

1. La fonction

171 — est continue sur [0, 1[. Le probléme de convergence de l'intégrale est donc

en 1. Pour étudier ce probléme, on fait un développement limité en 1 en posant x = 1 + u.
Lorsque « tend vers 1, u tend vers 0. De plus,

l1-vz = 1—-V1+u
= 1-(14+u/2+4o(u))
= —u/2+4 o(u)
~o (1—z).



La fonction est donc équivalente en 1 & ——. Cette derniére fonction n’est pas intégrable

=43 "°
(c’est une intégrale de Riemann divergente), on en déduit que fol 1_‘1% est divergente.

. La fonction que l’on cherche & intégrer est continue sur [0, +oo|. Il faut étudier le probléme

en +o0. Puisque In (t%) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +o0, il y a une forme indéterminée

et le probleme n’est pas trivial. On va faire un développement asymptotique de la fonction
au voisinage de +o00. Pour cela, on remarque que

t t+1
(i) - +()
t+1 t

On en déduit, en notant f la fonction, que, au voisinage de 400, on a

1 1 1
f(t)=1_1+2t+o<t) —> () ~4oo 55

Par comparaison a une intégrale de Riemann divergente, f0+oo f(t)dt est divergente.

. On factorise par le terme dominant dans la racine, puis on effectue un développement limité
de (1 +u)*:

1 1 1/2
(z* +2® + 1)/ = 2? <1+x2+x4) :

On effectue le développement limité jusqu’aux termes en 1/2*. Posant

1 1
u=5t
on a )
2 _ 4
u—ﬁ—i—o(l/x)
et donc
21+1+11/2 YRYE 11 (1
7 =+ = = @ “|5+=)-s5+0|=
2 2 \z2 ot 8 x4 i

= 1‘2

= g2 1+L+i+o L
B 222 8zt x4
+

L3 (1
2 8x2 x2 )

2

1
x\3/x3+ax:x2+a+a+o(x2).

3 92

De méme, on prouve que

En soustrayant les deux développements limités, et en notant f la fonction, on obtient que,
au voisinage de 400, on a

f—l o 3+a2 1, (L
“27 3" \8" 9 )22 )

On distingue alors deux cas :



— Si a # 3/2, alors la fonction est équivalente & % — 3, et donc 'intégrale est divergente.

— Si a = 3/2, la fonction est équivalente & %, et donc l'intégrale est convergente.

4. La fonction f : t > e~? (1_le,t = %) est clairement continue sur |0, +oo[. Pour étudier le

probleme en 400, il suffit de remarquer que

r0=0(z)

au voisinage de +00, ce qui montre la convergence de f1+oo f(t)dt. En 0, on fait un déve-
loppement limité pour étudier le comportement. On a donc

1 1 1
1l—et t t—1t2/2 4 o(t?)

B 1(1—t/zl+o<t>‘1)

1 t

= t<1+2+0(t)—1>
1
2

1
t

+o(1).

Ainsi, f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 1/2. Ceci achéve de prouver la
+o0o
convergence de [," f(t)dt.

Exercice 10.

Apres en avoir justifié lexistence, calculer par récurrence la valeur de I,, = fo (Inz)"dz.

La fonction x — (lnx)™ est continue sur ]0, 1]. De plus, au voisinage de 0, on a
(Inz)" = o(1/\/x).

Par comparaison avec une intégrale de Riemann, l'intégrale est convergente en 0. On va obtenir
une formule de récurrence pour exprimer I,, en fonction de I,,_; en réalisant une intégration par
parties. Pour cela, prenons a €]0,1[. On a :

L a(lnz)n—t

€T

/al(lnx)”dx = [m(lnx)”][ll —n/ dx

a

1
= fa(lna)"fn/ (Inz)" ‘dz.

On fait tendre a vers 0 et on obtient, puisque a(Ina)™ — 0 lorsque a — 0,

1
I, = —n/ (Inz)" 'de = —nl,_;.
0



Par récurrence, on prouve alors facilement que

Or, Ip =1, et donc I, = (—1)"nl.

Exercice 11.

Soit f une fonction continue bornée sur [0, +0o0l.

1.
2.
3.

° 1) gy of [0 £0/)

1122 1727 dx sont convergentes.

Démontrer que les intégrales f0+

Démontrer qu’elles sont égales.

dx +o0o "
et Jo  aremaren

Application : pour n > 0, calculer f0+oo ) T dx.

Soit M > 0 tel que |f(t)| < M pour tout ¢ € R. La fonction = — ff;)? est alors continue sur

[0, oo, et elle vérifie | L @) | < M_ qui est intégrable au voisinage de +oc. Ainsi, I'intégrale

1422 1+x
0+°° lf Jg)z dz converge. De méme, x — £/2) st alors continue sur 10, +o00[ (attention, on

1422
n’a plus obligatoirement continuité en 0). Le probléme en +o0 se traite exactement comme

précédemment, et en 0, il suffit d’observer que

1£(1/2)]
T2 =M

b

et comme les fonctions constantes sont intégrables au voisinage de tout point, on a aussi
prouvé la convergence de 'intégrale au voisinage de 0.

. Effectuons le changement de variables u = 1/z. On trouve

/0+°° f@) . _ _/0’“’0 AT /0+oo ) b

14 z2 1+ 25 u? o 142277

. On applique le résultat des questions précédentes avec f(z) = ﬁ (qui est bien continue

et bornée sur [0, +oo[). On trouve

+oo dr +oo "
/o <1+x2><1+xn>:/o T ==

Mais si on effectue la somme de ces deux intégrales, on trouve :

+o0 1 n to g
24 = / de:/ = I
o (Q+22)(1+am) o 1422 2

Ces deux intégrales sont donc égales a 7.

10



Exercice 12.

- W N

. Démontrer la convergence de f0+°o (arctan(x +1)— arctan(m))dx.
. Démontrer que limx 4 f?“ arctan(z)dr = 7.
. Calculer fol arctan(x)dz.

. Calculer f0+oo (arctan(z + 1) — arctan(z))dz

Par l'inégalité des accroissements finis, et puisque la dérivée de arctan est une fonction
décroissante sur [0, +oo], on sait que, pour tout z > 0, on a

X(z+1—2x)=

|arctan(x + 1) — arctan(z)| <

1
1+ 2 1+ 2’
Par comparaison & une intégrale de Riemann (convergente), la fonction = +— arctan(x +
1) — arctan(x) est intégrable sur [0, +o0].
Soit € > 0. La fonction arctan croit vers m/2 en 4o00. Il existe donc un réel A tel que, pour
tout z > A, on a

s
5 —¢e < arctanx <

e

Mais alors, pour X > A, en intégrant cette derniere inégalité entre X et X + 1, on a

- X+1
——e< / arctan(z)dz <
2 X

bo| 3

ce qui prouve bien ce que nous voulions démontrer. Une autre méthode est de remarquer
que, puisque la fonction arctan est croissante, pour tout = € [X, X + 1], on a

arctan X < arctanz < arctan(X + 1).

Par intégration, on a

X+1

arctan X < / arctan(z)dz < arctan(X + 1).
p's

Mais arctan(X) — 7/2 et arctan(X + 1) — /2 lorsque X — +oo. Par le théoréme des
gendarmes, on en déduit que [ ;; 1 arctan(z)dz tend vers 7/2 également.

Calculons cette intégrale par intégration par parties. En effet,

1 1
/o arctan(z)dr = [warctanw}é—/o ﬁdw
m 1
= Z*§[IH(1+$2)](1)

m 1
= T “m).

11



4. Posons, pour X >0, F(X) = fOX (arctan(z + 1) — arctan(z))dz. Alors
X X
F(X) = / arctan(z + 1)dz — / arctan(z)dx
0 0
X+1 b's
= / arctan(z)dx — / arctan(z)dz
1 0

X+1 1
= / arctan(x)dx—/ arctan(z)dz.
X 0

D’apres les questions précédentes, en faisant tendre X vers +o0o, on en déduit que

+oo In2
/ (arctan(z + 1) — arctan(z))dz = % + HT
0

Exercice 13.

Justifier la convergence et calculer la valeur des intégrales suivantes :

1 +oo
Int
1./ ——dt 2./ te~Vidt
Gt 0
3./ sin(t)e”*dt, a > 0.
0

1. Au voisinage de 0, la fonction a intégrer est équivalente a In ¢, qui est une fonction intégrable
en 0. Au voisinage de 1, on a

Int t—1
Ji—t ‘Vi-t

La fonction se prolonge donc par continuité en 1, ce qui achéve de prouver la convergence
de l'intégrale entre 0 et 1. Pour calculer sa valeur, on réalise le changement de variables

u = +/1 —t. On trouve :

L Int

1
—dt = 2/ln1—u2du
i : ( )
1 1
= 2/ ln(l—u)du+2/ In(1 + w)du
0 0

S,

_ 9 /0 n(e)de + 2 /1 n(e)d

= 2/02 In(x)dx

= 2[901113:—33]3
= 4In2—4.

2. Pour la convergence de 'intégrale, il suffit de remarquer que la fonction est continue sur

12



[0, +00[ et qu’au voisinage de +o0, elle est dominée par 5. En effet, on a
2 xte V=t Vi=edVi L, 0en 4 oo.

Pour le calcul de I'intégrale, on commence par effectuer le changement de variables u = v/%.

On obtient :
+oo +oo
/ te=Vidgt = 2/ ude"du.
0 0

On effectue ensuite des intégrations par parties successives :

400 too 400
/ teVidt = 2 [—u?’e_“]o + 6/ ule du
0 0

o0 +eo
= 6 [—uze_"]o + 12/ ue “du
0

+oo
= 12 [fuefu] 0+oo + 12/ e “du
0

= 1%

3. On remarque d’abord que |sin(t)e™ | < e~ qui est une fonction intégrable sur [0, +o00]
(car @ > 0) et donc la fonction ¢ + sin(t)e” % est elle-méme intégrable Pour calculer
I'intégrale, il suffit d’écrire que sint est la partie imaginaire de e*... Il vient

+oo
/ sin(t)e”* = (= “)tdt>
0

< +oo
()
()

a2+1'

Q@
3

I
&

I
CQ

Exercice 14.

S‘?tdt. Pour chaque entier n, on note

B ™2 sin ((2n + 1)t) B ™2 sin ((2n + 1)t)
I, = /0 ————Zdt et J, —/0 —2dt.

Le but de cet exercice est de calculer la valeur de I = f0+°°

sint t

1. Justifier que, pour tout n > 0, I,, et J,, sont bien définis.
2. Montrer que, pour tout n > 1, I,, — I,_1 = 0. En déduire la valeur de I,,.

3. Soit ¢ : [0,7/2] — R de classe C*. Montrer, & I'aide d'une intégration par parties, que

fow/2 ¢(t) sin ((2n + 1)t)dt tend vers 0.

4. Démontrer que la fonction ¢t - + —

t sint
[0,7/2].
5. En déduire que J,, — I, — 0.

se prolonge en une fonction de classe C! sur

13



. Démontrer, en utilisant un changement de variables, que J,, — I.

7. En déduire la valeur de I.

in ((2n+1
. Pour tout n € N, la fonction ¢ — W est continue sur ]0,7/2]. Elle se prolonge par

continuité en 0 par la valeur 2n + 1. Ainsi, il n’y a pas de problémes de convergence en 0.
. . . . in ((2n41)¢

Le raisonnement est identique pour la fonction ¢ — M

. Il suffit de remarquer que Iy = 3 et que, pour tout entier n > 1, on a grace a une formule

de trigonométrie

/2
I,— I, = / 2 cos(2nt)dt = 0.
0

. Ceci résulte d’une intégration par parties. En effet,

/2
/0 o(t)sin ((2n + 1)t)dt = _2n1+ = <¢(W/2) cos ((2n +1)7/2) — ¢(0)

— /W/Q @' (t) cos ((2n + 1)t)dt.>

Puisque
w/2

<[ o
0

on en déduit bien la convergence vers zéro souhaitée.

/W/2 @' (t) cos ((2n + 1)t)dt
0

. Il est facile de voir que ¢(t) ~q —%, ce qui prouve que ¢ se prolonge par continuité en 0.
De plus, on a
p t? cost — sin? t

P'(t) = T 22,

t<sin”t

Pour ¢ tendant vers 0, l'utilisation des développements limités prouve facilement que ¢'(t)
tend vers —1/6. Par le théoréme de prolongement d’une dérivée, ceci prouve que ¢ définit
une fonction C! sur [0, 7/2].

. Ona
/2
I, —J,= / @(t) sin ((2n + 1)t)dt,
0

avec @(t) = Sirllt — % D’apres les deux questions précédentes, on a bien I,, — J,, — 0.

. Ceci vient du changement de variables u = (2n + 1)t :
2n+1)7/2 ¢
T = / Xat— 1.
0 t

. On a I =lim, J, =lim, I, = Iy = 5.

14



Exercice 15.

Soit f : [0, +00[— R une fonction continue, et b > a > 0 deux réels.

1. On suppose que f(0) = 0. Démontrer que

bz
lim @dt =0.
=0t Jax

2. Déterminer lim,_,o+ b7 J®) gt si on ne suppose plus que f(0) = 0.
ar t

1. Notons, pour z > 0, e(x) = sup{|f(t)|; ¢t € [az,bx]}. Puisque f est continue en 0 et que
f£(0) =0, alors lim,_,oe(z) = 0. Mais on peut écrire que

< e(x) /im ? — c(z)In (Z) .

Ceci tend bien vers 0 si = tend vers 0.
2. Posons g(x) = f(x) — f(0). Alors d’apres la question précédente,

bx
10,
t

ax

bx
lim ﬂdt =0.

z—=0t Jon

Mais, puisque f:f @dt = f(0)In (3)7 on en déduit par linéarité que

i [ @dt = f(0)In (2) .

z—0t [, 0

Exercice 16.

Déterminer la limite, lorsque = — 01, de fjx St dt.

On sait que sint = t + t2¢(¢) ot la fonction € tend vers 0 en 0. On a donc

2z . 20 2z 2z
t dt
/ %dt:/ 7+/ e(t)dt:1n2+/ e(t)dt.

Puisque la fonction ¢ est bornée (disons par M) au voisinage de 0, on a

/;m e(t)dt

< Mx — 0,

et donc la limite recherchée est In 2.
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Exercice 17.

Donner un équivalent de [ *arctant gt Jorsque z tend vers +oo.

1 t

Au voisinage de +o00, ~too 37, qui est une fonction positive et dont I'intégrale diverge au
voisinage de +o00. D’apres le théoreme d’intégration des relations de comparaison, on déduit que

/ arctant / g
1 t L 2t

Puisque cette derniere intégrale se calcule aisément, on conclut que

* tant
/ arctant . T
1 2

arctant
t

t

Exercice 18.

Déterminer un équivalent simple en +o0o de fjoo e—;tdt.

On remarque d’abord que f1+oo %dt converge : en effet, la fonction t — % est continue et
— )

positive sur [1,4o0[ et limg—, 1 oo tzeT = 0. On integre ensuite par parties, en intégrant ¢t — e~

et en dérivant ¢ — % On obtient, pour z > 1,
+oo —t —t7to° +oo —t
e e e
e e A
z t t ], . @

Or, au voisinage de +00,

et et
o (S).

Par intégration des relations de comparaison (les fonctions sont positives et intégrables), on trouve

/+oo et +o0 et
amrme ([
« t = x t

On en déduit que
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