Mathématiques spéciales

Feuille d’exercices n°7

Exercices obligatoires : 1, 2, 5, 6, 8, 9, 11

1. Exercices basiques

a. Continuité des fonctions a plusieurs variables

Exercice 1.

1. Montrer que si z et y sont des réels, on a :
2lzy| < 2 +y?
2. Soit f l'application de A = R?\{(0,0)} dans R définie par

3z2 + zy

f(z,y) = 7@

Montrer que, pour tout (z,y) de A, on a :

|f(z, )| < 4ll(z, y)ll2,

ou ||(z,y)|l2 = /22 + y?. En déduire que f admet une limite en (0,0).

Exercice 2.

Les fonctions suivantes ont-elles une limite en (0,0) ?
L f(z.y) = (@+y)sin (77557)

2. fla,y) = Sy

x24y?

3. fla,y) = Y

x2 +y2

Exercice 3.

Les fonctions suivantes ont-elles une limite en l'origine ?
Ty + Yz
1. =
221 (2 (2
2 fla,y) = z“+y sin . sin(z?) + sin(y?) .
x /12 + y2




1 — cos(xy)
xy? '

3. flz,y) =

Exercice 4.

Soit f la fonction définie sur R? par

xT

f(l’,y):m

si (x,y) # (0,0) et f(0,0) = 0.

La fonction f est-elle continue en (0,0) ?

b. Continuité des applications linéaires

Exercice 5.

Déterminer si application linéaire T : (E, N1) — (F, N2) est continue dans les cas suivants :

1. E =C([0,1],R) muni de [|f[ly = [y [f(t)]dt et T < (B, |[l}) = (B, [.|1), f+ fgougeE
est fixé.

2. E=RIX] muni de || Y0 ax X = Yyng larl et T: (B, || = (B,|I.]), P P".
3. E=R,[X] mumi de || X"y ax X*|| = X7 lax| et T: (B, ||.]|) = (E, |.|}), P — P'.
4. B =RIX] muni de || Yyng ar X = Xyng Mllag] et T: (B, |LI) = (B, |L.), P s P".

/
5. 2 = C((0.1).B) muni de [|fll, = (J} 170ar) " F = ¢(0.1].R) muni de [ 7], =
Sy f@dt et T (B, ||.2) = (B, [|l1), £~ fgou g€ E est fixé.

Exercice 6.

Soit E = C([0,1],R). Pour f € E, on pose

1
1] = / () dt,

dont on admettra qu’il s’agit d’'une norme sur E. Soit ¢ ’endomorphisme de E défini par

o)) = / " ftyat.

1. Justifier la terminologie : "¢ est un endomorphisme de E.”
2. Démontrer que ¢ est continue.

3. Pour n > 0, on considére f,, I'élément de E défini par f,(z) = ne™"*, x € [0, 1]. Calculer
[fnllx et le(fn)llr-
4. On pose ||9|| = sup 4o, ”T‘(fﬁl)ll‘l' Déterminer |||¢||.




Exercice 7.
Soit N7 et Ny deux normes sur ’espace vectoriel E. Montrer que N et N, sont équivalentes si,

et seulement si, Id : (E, N1) — (E, N2) et Id : (E, N2) — (F, N1) sont continues.

c. Norme subordonnée

Exercice 8.

Soit E = M,,(R) muni de la norme | - || définie, pour tout A = (a;;)1<i,j<n € E, par :

1€

n
A = sup | lail
ie[1,n] =1

Démontrer que 'application trace Tr : ' — R est continue, et calculer sa norme subordonnée.

Exercice 9.

Soit E = C([0,1]) muni de ||+||oo et F = C([0,1]) munide ||f||r = || flloo+||f/||cc- S0it T : E — F
défini par Tf(x) = [ f(t)dt. Démontrer que T est continue et calculer sa norme subordonnée.

Exercice 10.

On munit R[X] de la norme suivante :

1Y~ arX*¥|| = sup{lax|; 0 <k <n}.
k=0

Pour ¢ € R, on définit la forme linéaire ¢. : (R[X],|| - |I) = (R,]|-|),P — P(c). Pour quelles
valeurs de c¢ la forme linéaire ¢, est-elle continue ? Dans ce cas, déterminer la norme subordonnée

de o¢..

2. Exercices d’entrainement

a. Continuité des applications linéaires

Exercice 11.

Soit E = R[X], muni de la norme || Y, a; X"|| = >, |ai].
1. Est-ce que l'application linéaire ¢ : (E,||.||) = (E,|.||), P(X) — P(X + 1) est continue
sur E£7?
2. Est-ce que l'application linéaire ¢ : (E, |.||) — (E, ||.]|), P(X) — AP, ou A est un élément
fixé de F, est continue sur FE 7



Exercice 12.

Soit E un espace vectoriel normé et L.(E) ’ensemble des applications linéaires continues sur FE.
Pour v € L.(E), on pose
l[ull = sup{[[u(z)[; [z <1}

1. Démontrer que ceci définit une norme sur L.(FE).

2. Démontrer que, pour tout = € E et tout u € L.(F), on a
llu(@)[] < flull x [|l]].

En déduire que, pour tous u,v € L.(E), alors |Juov| < [Ju| x ||v]|.

Exercice 13.

Soit E un espace vectoriel normé et u un endomorphisme de E vérifiant, pour tout xz € FE,
llu(z)|| < ||z||. Pour tout n € N, on pose

1 «— &
Unfn_’_lZu.
k=0

1. Simplifier v, o (u — Id).
2. Montrer que ker(u — Id) NIm(u — Id) = {0}.

3. On suppose désormais que F est de dimension finie. Démontrer que
ker(u — Id) ® Im(u — Id) = E.
4. Soit p la projection sur ker(u — Id) parallelement & Im(u — Id). Démontrer que, pour tout

z € E, v,(x) — p(x).

3. Exercices d’approfondissement
a. Continuité des applications linéaires

Exercice 14.

Soit E = C>([0,1],R). On considére Popérateur de dérivation D : E — E| f — f’. Montrer que,
quelle que soit la norme N dont on munit E, D n’est jamais une application linéaire continue
de (E,N) dans (E,N).

b. Norme subordonnée

Exercice 15.

Soit I = [a, b] un intervalle de R. On munit C(I) de la norme ||.||s. On dit qu’une forme linéaire
w:C(I) = R est positive si u(f) > 0 pour tout f € C(I) vérifiant f(x) > 0siz € I.

1. Démontrer que, pour toute forme linéaire u : C(I) — R positive, |u(f)] < u(|f]).



2. Soit e la fonction définie par e(z) = 1 pour tout & € I. Déduire de la question précédente
que toute forme linéaire positive est continue, et calculer ||ul|| en fonction de u(e).
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