Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°7

Exercices obligatoires : 1, 2, 5, 6, 8, 9, 11

1. Exercices basiques
a. Continuité des fonctions a plusieurs variables

Exercice 1.

1. Montrer que si z et y sont des réels, on a :
2lzy| < a? +y°
2. Soit f l'application de A = R?\{(0,0)} dans R définie par
flz,y) = S oy
VAT
Montrer que, pour tout (z,y) de A, on a :

|f(z, )| < 4ll(z, y)ll2,

ou ||(z,y)|l2 = /22 + y?. En déduire que f admet une limite en (0,0).

1. On a:
0 < (|o] — [y)? = 2 + v — 2|zy|.

2. L’inégalité de la question précédente se réécrit encore encore en

Iz, )II3
e

|lzy| <
On en déduit, d’apres I'inégalité triangulaire

3| (=, )|| + 1

Ainsi, si (z,y) tend vers 0, on a |f(x,y)| qui tend vers 0.



Exercice 2.

Les fonctions suivantes ont-elles une limite en (0, 0) ?

1. f(z,y) = (z + y)sin (ﬁ)

2. flx,y) =Tz
3. f(z,y) = &tu

x2+y?

1. On a
La limite de f en (0,0) est donc 0.

2. Non! On a

ili% (z,z) =0 et }gr%)f(x,Qx) =~

3. Non!
lim f(z,z) = +oo.
z—0

Exercice 3.

Les fonctions suivantes ont-elles une limite en l'origine ?

Ty + Yz )
2 2 _q : 2 ¥ 2
2. f(z,y) = (I *i’ sin z, sin(a”) + sinly )>.

1 — cos(xy)
xy?

3. flz,yy) =

1. On a d’une part
f(1/n,0,0) =0

et d’autre part
2/n? 1
f(/n,1/n,1/n) = 6/n2 =3

La limite de f en (0,0,0) ne peut pas exister.

2. Il suffit d’étudier la limite des deux fonctions coordonnées (f1, f2). Or, 2% + 52 — 1 tend vers
-1, et *2% vers 1 si (x,y) tend vers (0,0). fi tend donc vers —1 si (x,y) tend vers (0,0).
D’autre part, on a

|sin(z?)]  2® [sin(w?)| v

|[fa(z,y)| <



Mais on a sin(z?)/z? — 1 quand (z,y) — (0,0), et

2 2 2
x < x +y < /x2+y2'

\/m2+y2 - \/x2+y2 -

On en déduit que fa(x,y) tend vers 0 si (z,y) tend vers (0,0), et donc f(z,y) tend vers
(—1,0) si (z,y) tend vers (0,0).

. Par un classique développement limité, on sait que —=5——~ — = si ¢ — 0. Maintenant, on
3. P lassique développ t limité, it q ! Ctos(t) ; t — 0. Maint t,
peut écrire
1 — cos(zy)
fl@y)=o———.
(zy)?

De la remarque précédente, on tire que 17&07;)(2””@/) tend vers 1/2 si (x,y) tend vers (0,0). On

en déduit que f(z,y) tend vers 0 si (z,y) tend vers (0,0).

Exercice 4.

Soit f la fonction définie sur R? par

J@y) = o s (@y) # (0,0) et £(0,0) =0,

La fonction f est-elle continue en (0,0) ?

On pose ¢ = y = t, et on fait tendre ¢ vers 0. On a alors

f(tat) = %

En faisant tendre ¢ vers 0, on voit que ceci tend vers 1/2, qui n’est pas 0. La fonction f n’est pas
continue en (0, 0).

b. Continuité des applications linéaires

Exercice 5.

Déterminer si 'application linéaire T : (E, N1) — (F, N2) est continue dans les cas suivants :

1. E = ([0, 1],R) muni de [|f[ly = [, [f(t)]dt et T < (B, |[h) = (B, [.|1), f+ fgougeE
est fixé.

2. E = R[X] muni de || Y0 ax X¥| = Yo larl et T (B, L) = (B |I.]), P P'.
3. E =R,[X] mumni de || Sy ax X*|| = 57 lax| et T: (B, ||.]|) = (E, |.]), P — P'.
4. E = R[X] muni de || Y00 an XF| = Xpno Mlarl et T: (B, |L.|) = (B, |L.]), P~ P'.

5. E = €([0,1],R) muni de ||flls = <f01\f(t)|2dt)l/2, F = ¢([0,1],R) muni de |[f]; =



[y 1f@)dt et T (B, ||.2) = (B, [|l]1), £ fgouge E est fixé.

1. Puisque g est continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée (et atteint ses bornes). Posons
M = maxyeo,1) |g(t)|. Alors on a

ITflL = / FBa®ldt < M / F(@)ldt < M| £

Ceci prouve que T est continue.

2. Supposons que T est continue. Alors il existe C > 0 tel que, pour tout P € E, on a
ITP| < C||P||. Soit n > 0. Pour P = X™, on trouve

TP =nX""" doun=|TP|<C|P|=C.

Ceci est impossible car N n’est pas majoré. Donc T n’est pas continue.

3. On peut utiliser deux arguments différents. On peut d’une part remarquer que F est un es-
pace vectoriel de dimension finie, que toute application linéaire entre espaces de dimension fi-
nie est continue. On peut aussi utiliser un calcul direct. En effet, soit P(X) = >_;_, ax X" €
E. Alors on a

1P|

Zn: k;aka_l
k=1

> Klax|

k=1

n
< n)_la| < nl|Pl.
k=1

Puisque n ne dépend pas de P (ceci ne dépend que de E), on obtient que T est continue.

4. On va prouver que 7" est continue par un calcul direct. Prenons en effet P = Zﬁ:& axX* € E
(la somme est en fait finie). Alors on a :

—+o0
Z(k + 1)ak+1XkH
k=0
+oo + oo
= Z(k + Dklak41| = Z(k + Dlak+1]
k=0 k=0
+oo
< Zk!\aﬂ
k=1
< Pl

TP

Ceci prouve la continuité de P.
5. On prouve que 7T est continue en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

s | OOl < ( / 1 |f<t>|2)

1/2 1/2

(f 1 OPdt) = Clsl



avec

o= (/[ 1 9(0)Pa) "

C est bien un réel fini, car g est continue sur [0, 1], donc bornée, et on a C < ||g|so-

Exercice 6.

Soit E = C([0,1],R). Pour f € E, on pose

1
171l = / (8t

dont on admettra qu’il s’agit d’une norme sur F. Soit ¢ I’endomorphisme de E défini par

o)) = / " ft)at.

1. Justifier la terminologie : "¢ est un endomorphisme de E.”

2. Démontrer que ¢ est continue.

3. Pour n > 0, on considére f,, I'élément de E défini par f,(z) = ne™"*, x € [0, 1]. Calculer
[fnllx et le(fn)llr-

4. On pose [|9|| = sup 4o, ”?(ff“l)l“l' Déterminer |||¢||.

1. ¢ est clairement une application linéaire, et il faut juste rappeler que ¢(f), comme primitive
d’une fonction continue, est elle-méme continue (donc C*).

2. On a
6(F)(@)] < / F(0)]dt < / F(0)ldt < [Iflh-

On en déduit que
1
161 s/o 17l < 1£]s-

Ainsi, ¢ est continue.
3. On a ¢(fn)(z) = [; ne™™dt = 1 — e~"*. En particulier, || fu|l1 = ¢(fa)(1) =1 —e™™. De

plus,
1—e™™

n

1
ol = [ =)o =1
0
4. D’apres la question 2, pour tout f € FE,
le(H)llr < 11l

et donc [|4[| < 1. De plus, on a

n

1—e ™
160 < MMl fulls = 1— e < (1— ¢ )||¢|||.



Passant & la limite dans cette inégalité, on conclut que ||4]| > 1, ce qui prouve finalement
que [|¢fl = 1.

Exercice 7.

Soit N7 et Ny deux normes sur 'espace vectoriel E. Montrer que N et N, sont équivalentes si,
et seulement si, Id : (E, N1) — (E, N2) et Id : (E, N2) — (F, N1) sont continues.

Les deux normes sont équivalentes si et seulement s’il existe a,b > 0 tels que, pour tout x € E,
on a Ni(z) < aNa(x) et No(x) < bN;p(z). Si on rééerit ces deux inégalités sous la forme

Ny (Id(x)) < aNo(z) et No(Id(z)) < bNy(x)
alors on en déduit que c’est équivalent a la continuité des deux applications mentionnées dans
I’énoncé.

c. Norme subordonnée

Exercice 8.

Soit E = M,,(R) muni de la norme | - || définie, pour tout A = (a;;)1<i,j<n € E, par :

n

JAl = sup | lail

i€[1,n] i=1

Démontrer que I'application trace Tr : E — R est continue, et calculer sa norme subordonnée.

On remarque que I’application trace est linéaire. De plus, soit A = (a; j)1<i,j<n- Alors
n

Te(4)] < Y lail
=1

n n

> laiyl

i=1 j=1

< > lAl <Al
=1

IN

Ceci prouve que lapplication trace est continue et que || Tr|| < n. De plus, on a
Tr(I,) =net ||I,]| = 1.

Ainsi, on a exactement ||Tr|| = n.



Exercice 9.

Soit E = C([0,1]) muni de |||« et F = C1([0,1]) muni de || f||r = || flloo+|f']|oc- Soit T : E — F
défini par Tf(z) = [, f(t)dt. Démontrer que T est continue et calculer sa norme subordonnée.

On remarque d’abord que T'f, étant une primitive d’une fonction continue, est bien de classe C*
donc élément de F'. De plus, pour tout x € [0,1], on a

ITf(z)] < / FO)ldt < ]| flloo < [1Flloe-

De plus, (Tf) = f et donc |(Tf) |lcc = ||fllcc- On en déduit que || Tf]|r < 2|f|lco, ce qui
prouve que T est continue et que ||T'|] < 2. Nous allons maintenant démontrer que ||T]| = 2.
Puisque [[(Tf)|lcc = || flloo, il 0’y & (jamais) aucune perte dans cette majoration, et on est amené

a chercher une fonction f € E telle que fol f@®)dt = ||flleo- Prenons f = 1. Alors ||f|lcc = 1,
Tf(x) =x et donc [|Tf|lco = 1. Il vient || Tf||r = 2||f]lco, €t donc on a effectivement ||T|| = 2.

Exercice 10.

On munit R[X] de la norme suivante :

15" x| = sup{lagl; 0 < k < n}.
k=0

Pour ¢ € R, on définit la forme linéaire ¢. : (R[X],|| - |) = (R,]|-|),P — P(c). Pour quelles
valeurs de c¢ la forme linéaire ¢, est-elle continue ? Dans ce cas, déterminer la norme subordonnée

de ¢..

Supposons d’abord que |¢| < 1. Alors, pour P =Y p_ ap X",

n
E akck

k=0

I

|¢e(P)| = <> laxlle* < ||P||oo1_7|c"
k=0

Puisque |c| < 1, on en déduit que

1
P)| <||P||——
|9e(P)| < |[Pllg— B
donc ¢, est continue et ||¢.|| < %M On va prouver que cette derniere inégalité est en fait une
égalité. D’abord, si ¢ > 0, on considére le polynoéme P,(X) =1+ X +---+ X™. Alors
il = @@l
¢C(Pn):1+c+"'+cn:ﬁ

Mais || P, || = 1, et donc on obtient
1—cntl



Faisant tendre n vers 400, on conclut que [|@c|| > 12, ce qui donne l'autre inégalité. Si mainte-

nant ¢ < 0, on effectue le méme travail avec le polynome Q(X) =1— X + X2 + .- + (=1)"X".
Pour ¢ > 1,0na ¢.(P,)=1+c+---+ " >n+1 alors que ||P,|| = 1. L’application ¢. ne peut
pas étre continue. On a le méme résultat si ¢ < —1, en considérant cette fois Q.

2. Exercices d’entrainement

a. Continuité des applications linéaires

Exercice 11.

Soit E = R[X], muni de la norme || Y, a; X"|| = >, |ail.
1. Est-ce que l'application linéaire ¢ : (E,||.||) — (E,|.|]), P(X) — P(X + 1) est continue
sur E7
2. Est-ce que I'application linéaire ¢ : (E, ||.||) — (E,|.||), P(X) — AP, ot A est un élément
fixé de F, est continue sur F 7

1. Supposons ¢ continue. Alors il existe C' > 1 tel que
lo(P)Il < CI|P]

pour tout polyndéme P. Prenouns le polynéme P(X) = X". Alors ||P|| = 1. Mais P(X +1) =
(X +1)" = X" +nX""1 4+ .. .. Ainsi, on obtient

n<[P(X+ 1D <C,

ce qui impossible si on choisit n assez grand. Ainsi, ¢ n’est pas continue.
2. Eerivons A(X) = F_obiX7 et P(X) =31 a; X" Alors AP(X) = wiP e X* avec
C = Z aibj.
i+j=k

Notons M = max;—o,., |b;|. On a donc

k
|Ck| <M Z |ai|=

i=max(0,k—p)

ce qui entraine
n+p k

JAPL<MY. S il

k=0 i=max(0,k—p)
Fixons ig dans {0, ...,n}. S’il apparait dans la somme Z?:max(kfp,O) la;], c’est que k—p <
ip < k. En particulier, il apparait au plus k — (k —p) + 1 = (p+ 1) fois. On en déduit que
[AP|l1 < M(p+ 1)|| P,

ce qui prouve que 9 est continue.



Exercice 12.

Soit E un espace vectoriel normé et L.(E) I’ensemble des applications linéaires continues sur E.

Pour v € L.(E), on pose
[[ull = sup{[lu(z)[|; [l«] <1}

1. Démontrer que ceci définit une norme sur L.(FE).

2. Démontrer que, pour tout = € E et tout u € L.(F), on a
llu(@)[] < flull x [|l]].

En déduire que, pour tous u,v € L.(E), alors |Juov| < [Ju| x ||v]|.

1. Soit u € L.(F). D’abord, si v = 0, on a bien |u| = 0. Réciproquement, si ||u| = 0, alors
|lu(z)|| = 0 pour tout « € E tel que ||z| = 1. Considérons alors y € E. Siy = 0, on a
bien u(y) = 0. Si y # 0, considérons x = y/||y||. Alors ||z|| = 1, donc u(x) = 0, donc par
homogénéité de u, u(x) = 0 et u est bien nulle. Considérons maintenant A € R. Alors

{Au@)l; =]l = 13 = Al x {lu@)]; [zl = 1}.

On en déduit que ||[Au|| = |A] x ||u]|. Finalement, soient u,v € L.(E). Alors, pour tout x € E
avec ||z|| =1, on a

lu(z) + v(@)[| < [[uw(@)] + lo(@)I] < [lull + [|vl.
Passant au sup sur z, on obtient bien que ||u + v|| < ||u|| + ||v]|. Ainsi, la formule
[ull = sup{[ju(z)[; [l=ll <1}

définit bien une norme sur L.(E).

2. Soit ¢ € E. Si x = 0, la formule est claire sinon posons y = x/||z||. Alors on a [Ju(y)|| < |Jul|
ce qui implique facilement par homogénéité que |u(z)| < ||u|| x ||z|. Soit maintenant
u,v € L(F). Alors, pour tout z € E avec ||z|| =1, on a

[u(v(@)I < flull x [lo@@)]| < [lull x o]

Passant au sup en x, on en déduit bien que ||uov|| < ||ul| x ||v]|-

Exercice 13.

Soit E un espace vectoriel normé et u un endomorphisme de F vérifiant, pour tout z € FE,
lu(z)]| < ||z||. Pour tout n € N, on pose

n
Un =

1
n+1Zuk.

k=0

1. Simplifier v, o (u — Id).
2. Montrer que ker(u — Id) NIm(u — Id) = {0}.



3. On suppose désormais que E est de dimension finie. Démontrer que
ker(u — Id) ® Im(u — Id) = E.

4. Soit p la projection sur ker(u — Id) parallélement & Im(u — Id). Démontrer que, pour tout
z € E, v,(x) — p(x).

1. On a, par télescopage,

> k(- Id) =ut - Id
k=0

et donc v, = n%_l(u’“rl — Id).

2. Soit y € ker(u — Id) N Im(u — Id). Alors il existe z € E tel que y = (v — Id)(x). On en

déduit que vy (y) = =5 (u"t(2) — z). Puisque [[u" ! (z)|| < [|z]|, on obtient que (v, (y))

tend vers 0. Mais d’autre part, on sait aussi que u(y) = y, et done, pour tout entier n, on
a v, (y) = y. Par unicité de la limite, y = 0.

3. C’est une conséquence immédiate du théoréeme du rang et du résultat de la question précé-
dente.

4. Soit x € E, écrivons © = y+z avec y € ker(u—Id) et z € Im(u—Id). Alors le calcul effectué
a la deuxiéme question montre que v, (y) = y et que v, (z) tend vers 0. Ainsi, (v,(z)) tend
vers y qui est bien égal & p(x).

3. Exercices d’approfondissement

a. Continuité des applications linéaires

Exercice 14.

Soit E = C*([0,1],R). On considére I'opérateur de dérivation D : E — E, f — f’. Montrer que,
quelle que soit la norme N dont on munit E, D n’est jamais une application linéaire continue
de (E,N) dans (E,N).

Pour a € R, la fonction f,(z) = e¢** est dans E, et elle vérifie Df, = af,. Or, si D était continue
pour la norme N, il existerait une constante C' > 0 telle que

N(D(fa)) < CN(fa)
pour tout a € R. On obtiendrait alors que, pour tout a € R,
la|N(fa) < CN(fa) = la| < C.

C’est bien stir impossible, et D n’est pas continue sur (E, N).

10



b. Norme subordonnée

Exercice 15.

Soit I = [a, b] un intervalle de R. On munit C(I) de la norme ||.||s. On dit qu’une forme linéaire
uw:C(I) — R est positive si u(f) > 0 pour tout f € C(I) vérifiant f(z) > 0six € I.
1. Démontrer que, pour toute forme linéaire u : C(I) — R positive, |u(f)| < u(]f])-

2. Soit e la fonction définie par e(z) = 1 pour tout x € I. Déduire de la question précédente
que toute forme linéaire positive est continue, et calculer |||ul|| en fonction de wu(e).

1. Remarquons que |f| > f, et donc |f| — f > 0. On en déduit que u(|f]) > u(f). De méme,
on a |f| > —f, soit |f| + f > 0 et donc u(|f]) > u(—f) = —u(f). Finalement, on obtient

bien que [u(f)] < u(|f])-
2. On sait que |f(2)] < || f]loo, ce qui s’écrit encore || f||coe — | f| > 0. Ainsi, on a

[u(H < u(l£]) < ulllflloce) < u(e)]|flloo-

Ceci prouve que u est continue, avec ||u|| < u(e). De plus, pour f = e, on a exactement
u(f) = u(e)||e]lo, ce qui prouve qu’en réalité |lu|| = u(e).
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